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UvVOD

Wolfram Mathematica je pocitacovy program Siroce vyuzivany ve védeckych, technickych
a matematickych kruzich. Cilem této prace je obohatit vyuku predmétu Matematika 11*
o moznosti, které tento program nabizi a poskytnout studentim ptirucku pro jeho vyuziti

Vv oblasti diferencialniho a integralniho poctu vice proménnych.

Teoreticka cast obsahuje tivod do ovladani programu zaméfeny na derivace a integraly.

Dale obsahuje matematické definice funkci, které se budou déale vyuzivat v praktické Casti.

Obsah celé praktické casti je sefazen synchronizované s matematickymi skripty
Diferencialni pocet funkci vice promennych s aplikacemi a Integralni pocet funkci vice
promennych s aplikacemi ke zvySeni piehlednosti. V praktické ¢asti jsem se snazil popsat
moznosti programu v dané problematice s maximalnim ohledem na jejich dal§i vyuZziti
ve vyuce. Jednotlivé kapitoly obsahuji grafické znazornéni popisované problematiky

a ukazky tfeseni tematicky spjatych ptiklada.

Pro vyuziti na pfednaskach jsem v programu Wolfram Mathematica zpracoval dynamické

zobrazeni operaci vztahujicich se k diferencialnimu i integralnimu poctu.

Pii této praci byl pouzit software Wolfram Mathematica verze 7.0. Nov¢jsi verze 8.0 je

plné kompatibilni.

! Sylabus predm&tu Matematika IT dostupny na adrese: <http://portal.utb.cz/stag?urlid=prohlizeni-predmet-
sylabus&predmetZkrPrac=AUM&predmetZkrPred=A2MAT &predmetRok=2010&predmetSemestr=LS&for

mRozvrhZobrazeni=0>


http://portal.utb.cz/stag?urlid=prohlizeni-predmet-sylabus&predmetZkrPrac=AUM&predmetZkrPred=A2MAT&predmetRok=2010&predmetSemestr=LS&formRozvrhZobrazeni=0
http://portal.utb.cz/stag?urlid=prohlizeni-predmet-sylabus&predmetZkrPrac=AUM&predmetZkrPred=A2MAT&predmetRok=2010&predmetSemestr=LS&formRozvrhZobrazeni=0
http://portal.utb.cz/stag?urlid=prohlizeni-predmet-sylabus&predmetZkrPrac=AUM&predmetZkrPred=A2MAT&predmetRok=2010&predmetSemestr=LS&formRozvrhZobrazeni=0

. TEORETICKA CAST



1 SOFTWARE MATHEMATICA

1.1 Vznik a vyvoj

Software Wolfram Mathematica byl vyvinut spole¢nosti Wolfram Research, Inc. K vydani
prvni verze doslo vroce 1988 a zasadné¢ ovlivnilo vyuzivani pocitacl v pfevazné
technickych odvétvich. Stézejni byla skutecnost, ze v sobé software Mathematica dokazal
zahrnout do té doby Cisté samostatné sady urcené pro feseni specifickych tloh. Vznikl tedy

jeden produkt, ktery byl schopny fesit numerické, algebraické, grafické i jiné ulohy [5].

V roce 2007 doslo k velkému pokroku s prilomovou verzi 6.0 ptinaSejici nejvétsi rozvoj
za celou dosavadni historii. Program pfinesl naptiklad sjednoceni grafiky, textu a ovladani,
pokrocilé vyuziti externich dat irozsifené dynamické moznosti, umoznujici vytvareni
interaktivniho obsahu mnohem rychleji, nez u predchozich verzi. Spole¢né s touto verzi
vznikl i Wolfram Demonstration Projectz, sbirka interaktivnich zobrazeni, které nové verze
umoznuji, navic je rozS§ifovana i samotnymi uZzivateli. Po instalaci voln¢ dostupného
programu Wolfram CDF Player® Ize ovladat viechen obsah na webu, nebo si miize stdhnou
zdrojovy kod a spoustét jej piimo z disku bud v programu Wolfram CDF Player, nebo
Wolfram Mathematica 8 [8].

V dalsich verzich doslo k rozsifeni moznosti vyuziti programu. Objevily se nové pracovni
mechanismy, jako prostfedi pro zpracovani obrazu, pievod programu do jazyka C,
interaktivni finan¢ni grafy, vylepSeny systém ilustraci a kresleni, nové formaty pro import
a export dat, rozSifené moznosti zpracovani textu, vizualizace statistiky, integrace

externich dynamickych knihoven a mnoho dal$ich [8].

Na programu Wolfram Mathematica je postavena i webova sluzba Wolfram Alpha®
fungujici na principu pochopeni otazek a jejich nasledného zodpovézeni. Je zaloZen na
dynamickych vypoctech a velkém mnozstvi dat, algoritmti a metod. Vyraznym pozitivem
této aplikace je, Ze nevyzaduje presné danou skladbu piikazli a dokdze zpracovat i mnoha
zadani formulovana Vv pfirozeném jazyce. Pracovni rozhrani je v piehledném stylu

internetovych vyhledavaci, na jejichz myslence byl ptivodné zalozen.

2 <http://demonstrations.wolfram.com/>
¥ <http://demonstrations.wolfram.com/download-cdf-player.html>

* <http://www.wolframalpha.com/>


http://demonstrations.wolfram.com/
http://demonstrations.wolfram.com/download-cdf-player.html
http://www.wolframalpha.com/

1.2 Uzivatelské prostiedi

Nejdalezitéjsi ¢asti je notebook, je to okno, do kterého se vepisuji piikazy a kde se také
zobrazuji jejich vystupy. Je mozné mit otevien vice, nez jeden notebook. Piikazy se
provadéji pomoci kombinace klaves Shift+enter, nebo klavesou Enter na numerické

klavesnici. Parametry funkci jsou obsazeny v hranatych zavorkach a oddé€luji se ¢arkou.

Pro dalsi zjednoduseni umoziiuje Mathematica aktivovat naseptavac ptikazi. Pokud se pii
rozepsaném piikazu stiskne klavesova zkratka Ctrl+K, objevi se v misté kurzoru seznam
ptikazt, jejichz zacatek odpovidd dosud napsané Césti. Ptfi nahrani baliku funkci se

naseptavac rozsifi o nové prikazy.

Vector

Command Completion

VectorColorFunction

VectorColorFunctionScaling
VectorDenaityPlot
VectorGlyphData

WectorPlot

VectorPlet3D

WectorPoints

Vector()

VectorScale

VectorStyle

Obr. 1. Ukazka naseptavace prikazi.

Mathematica obsahuje nékolik pracovnich palet, kde jsou jiz ptedpfipravené nékteré
zakladni funkce. Paletu obsahujici derivace a integraly mizeme najit v néstrojové listé
v menu Palletes, volb¢ Basic Math Assistant a oddilu Basic Commands, piipadné ve
volbé Classroom assistant a oddilu Advanced, ktera obsahuje vice funkci pohromadg, ale o

to je méné prehledna.
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Obr. 2. Paleta zakladnich nastroji pro

derivace a integrace.

Integrate[ expr|, { vary |, |fower|, |upper }: { varz |, |lower|, (upper H

Obr. 3. Ukazka S$ablony pro derivaci funkce dvou
proménnych, n¢kolikanasobnou derivaci funkce dvou

proménnych a urcity integral funkce dvou proménnych.

1.3 Mathematica Player

Mathematica Player je volné stazitelny program, umoznujici zobrazovani obsahu
dokumentt typu notebook. Je tedy mozné otevirat a prohliZet soubory typu NB® bez
nutnosti zakoupeni licence. Navic ma niz$i pozadavky na misto na pevném disku oproti

béZné verzi Mathematica.

Urcitou piekazku v jeho potencialni mobilité a pohotovosti predstavuje skuteCnost, Ze

nema prenosnou verzi a k pouZziti je potfeba jeho instalace.

% Mathematica Notebook



Mathematica Player ma i pies své klady fadu omezeni. Oteviené dokumenty neni mozné
jakkoliv upravovat, ani v nich spoustét jiz existujici prikazy. Uzivatel je prakticky omezen

na otaceni 3D grafli, otevirani a zavirani bun¢k a urcitych druht animaci.

Zobrazeni a interakce prevazné vétSiny dynamickych prvka vyzaduje, aby mél uzivatel
zakoupenu vyrazn¢ rozsitenou verzi Mathematica Player Pro, nebo aby soubor obsahujici
dynamické prvky byl uloZen ve specialnim formatu NBP®, ktery lze ziskat konverzi
Z klasického Mathematica Notebook souboru. Tato konverze je dostupnd pouze ze stranek
vyrobce, kde kazda konverze vyzaduje vyplnéni ucelu pouziti konvergovaného souboru,
jméno, pifijmeni a e-mailovou adresu, na kterou bude zaslan odkaz ke stazeni
konvergovaného souboru. Takto pfevedeny soubor se po uloZeni jakychkoliv opét stava

klasickym souborem typu NB [8].

® Mathematica Player Notebook


http://www.wolfram.com/solutions/interactivedeployment/publish/
http://www.wolfram.com/solutions/interactivedeployment/publish/
http://www.wolfram.com/solutions/interactivedeployment/publish/

2 MATEMATICKE DEFINICE

V této kapitole zminime matematické vztahy, které¢ se vyskytuji v praktické ¢asti. Jejich
ucelem neni Ctenafe do problematiky uvést, jen mu ji upiesnit. Slouzi jako pomiicka

k ovéfeni pravidel.

2.1 Vektorovy soucin

V kartézské soustavé soufadnic {O;T, T, IZ} l1ze vektorovy soucin vektori 8 = (al,az,a3),

b= (b1 b,, b3) symbolicky vyjadrit vektorem ve tvaru determinantu

i ] ok
_ ~a, a La, a ~1a, a
dxb=la, a, a,=i| > -7 " Z|+k|* |, (1)
bl b2 b3 bZ b3 bl b3 bl bZ
tj. (po uprave) vektorem v polokartézském tvaru
ax 6 = (azbs - asbz )r + (aSbl - ale)] + (a1b2 - a2bl )lz [3]. (2)

Vysledny vektor je zavisly na potadi jednotlivych ¢lent a je kolmy na oba vektory.

Postup vypoctu vektorového soucinu v programu Mathematica se nachazi v praktické ¢asti,
v kapitole Soucin vektort.

2.2 Parcialni derivace

Necht’ funkce z = f(x,y) je definovana na oblasti G obsahujici bod A = (Xo,Yo).

Ma-li funkce ¢(x) = f(X,Yo) jedné proménné X, tj. zazeni funkce f na proménnou X, v bodé¢
Xo (vlastni) derivaci ¢'(Xo), nazyva se parcialni derivace funkce f(x,y) podle x v bodé A. Je

dana limitou

£(%. yo) = lim P Yo) = F (%, Yo) _ i TG0 +10Y0) = T(X0, ¥5) @)

X—Xg X—X, h—0 h

Ma-li funkce w(y) = f(Xo,y) jedné proménné Yy, tj. zGzeni funkce f na proménnou y, v bod¢
Yo derivaci y'(yo), nazyva se parcialni derivace funkce f(x,y) podle y v bod¢ A. Je dana
limitou

f(XO'y)_ f(XO’yO) — lim f(xo’yo +k)_ 1:(Xo’yo). (4)
k

fy (%5, ¥5) = lim Vv, o



Geometricky parcidlni derivace predstavuje smérnici teény sestrojené vbodé¢ T =
(X0,Yo,f(X0,Y0)) ke kiivce, ktera je fezem plochy funkce f(X,y) rovinou y = yo. Tedy

f. (X, Y,) =tana, kde a oznacuje velikost smérového uhlu tecny [3].

Derivace se pouziva ke zjisténi tvaru funkce a hledani jejich extrému. Ve fyzice se Casto

pouziva k formulaci zmény v ¢asovém tseku.

Postup vypoctu parcidlni derivace v programu Mathematica se nachazi v praktické casti,

v kapitole Parcialni derivace.

2.3 Gradient

Ma-li funkce f(x,y,z) vS§echny parcialni derivace v bodé A vlastni, pak vektor
(£.(A), £ (A), F(A) eV, (5)
se nazyva gradient skalarniho pole, nebo gradient funkce f v bodé A [3].
Gradient je vektor znazornujici smér maximalniho rustu funkce v daném bode¢.
Postup vypoctu gradientu v programu Mathematica se nachazi v praktické ¢asti, v kapitole

Gradient.

2.4 Divergence

Divergence vektorové funkce f(X)=P(X)i +Q(X)]+R(X)K Vv trojrozmémé oblasti je
definovana pomoci skaldrniho soucinu vzorcem

viv.f (2.0 2 P, 0 R
divf =Vv.f = (axayaz]( ,Q,R) ay+az [3]. (6)

Divergence popisuje pohyb ve vektorovém poli. Kladna divergence znaci pocatek
vektorové kfivky a zaporna divergence uréuje jejich konec.” DokaZe urovat naptiklad
zdroj proudéni tekutiny nebo tepelné ztraty v mistnosti.

Postup vypoctu divergence v programu Mathematica se nachazi v praktické ¢asti,
v kapitole Divergence.

" Pocatek byva také oznaGovan jako zdroj, nebo zfidlo. Konec naopak jako zaporny zdroj, nebo propad.



2.5 Laplacetv operator

Laplacetuv operator pole, neboli laplacian je skalarni pole definované jako divergence

gradientu pole f
Af =divVf . (7)

Obecné lze v n-rozmérném prostoru definovat laplacian jako

62 62 62 n 62
A=V.V=V2= > — 31 (8)

+——+..
oxZ  oxi oxZ = ox

n

Laplacian se v praxi vyuziva napiiklad ve fyzice pro vypocty k urceni Sifeni tepla, nebo

vinéni.

Postup vypoctu Laplaceova operdtoru v programu Mathematica se nachédzi v praktické

Casti, v kapitole Laplacetv operator.

2.6 Rotace

Rotace vektorové funkce f(X)=P(X)i +Q(X)j+ R(X)IZ V trojrozmérné oblasti je

definovéna pomoci vektorového soucinu vzorcem

rotf =vxf = :£ﬁ—@JT+£@—@jT+[@—@JE. (9)
oy oz 0z OX oX oy

TR -
O@|Q)~—-L
o> =

Délka vektoru je dvojnasobkem velikosti uhlové rychlosti této rotace [3].

Postup vypoctu rotace v programu Mathematica se nachazi v praktické casti, v kapitole
Rotace.

2.7 Tayloruv rozvoj

Funkce, ktera ma v okoli bodu a derivace do (k+1)-niho fadu véetné, muze byt v okoli

tohoto bodu vyjadirena Taylorovym vzorcem



df @), d°f@,  d“f@ d“'f@

f(x)=f(a)+ .
(x)="1(@) u 2! k! (k +1)!
(1 1 , (10)
= Z_—d' f(a)+———d*"f(a)
= (k +1)!
kde (k+1)-ni derivace je funkce Ry, tzv. Lagrangetv tvar zbytku v Taylorové vzorci
8 a k+1
h —+..+h,— | f(a
R _dk+lf(a)_((laxl naxn] ( ) [3] (ll)
“To(k+1r (k +1)! '

Vznika Taylortv polynom, ktery aproximuje funkci v okoli bodu. Cim vysi je stupeii

aproximace, tim vétsi oblast funkce je aproximovana.

Postup vypoctu Taylorova vzorce v programu Mathematica se nachazi v praktické casti,
v kapitole Taylorav rozvoj.

2.8 Riemannityv integral

Pokud je funkce f definovana a ohrani¢ena na uzavieném intervalu [a, b], D, je
posloupnost déleni intervalu [a, b] a R, posloupnost reprezentantii, pak je funkce f

riemannovsky integrovatelna na intervalu [a, b], jestlize existuje ¢islo | € R s vlastnosti

limo(f,D,,R )= (12)

pro libovolnou posloupnost déleni Dp, spliujici limo(D,) =0 pii libovolné volbé

reprezentantii R,, kde o(f,D,,R. ) je odpovidajici integralni soucet funkce f. Cislo I

nazyvame Riemannuv integral funkce f na intervalu [a, b] a oznacujeme
b
jfumxml (13)
a

Integral vychazi z méfeni objemu pod funkci v ohrani¢ené oblasti. Ve vicerozmérném

prostoru byva Riemannilv integral nahrazovan obecnéjSim Lebesgueovym integralem.



II. PRAKTICKA CAST



3 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

Tato kapitola rozSifuje skripta Diferencialni pocet funkci vice proménnych s aplikacemi o

moznosti softwaru Mathematica. Jednotliva témata jsou probirana ve stejném poradi.

3.1 Vektorova algebra

Vektorova algebra se podrobné probira ve skriptech Diferencidlni pocet funkci vice

proménnych s aplikacemi v kapitole 1.

Vektory jsou v Mathematice zadavany do slozenych zavorek, pocet jejich rozméri neni
omezen. V této oblasti neni velka moznost inovace, software muze slouzit ke kontrole
vypocti, ptipadné vizualizaci vektort, kterd ovSem ve dvourozmérném prostoru znacné

ztraci na ptehlednosti.

3.1.1 Vzdalenost bodu

Ke zjisténi vzdalenosti dvou bodl v Euklidovské soustaveé soufadnic se pouziva piikaz

EuclideanDistance, jehoz parametry jsou soufadnice bodu.

In[2]:= EuclideanDistance[{1, 0, 2, 0}, {-1, 2, 1, 0}]

Je mozné nastavit presnost vzdalenosti na desetinna mista pevnym pfifazenim poctu

desetinnych mist k soufadnicim obou bod@®.

in2}= EuclideanDistance[N[{2, 1, 3, 5}, 10], N[{4, 6, 7, 1}, 10]]

ouz= 7.81024962

Mathematica sice dokdze vykreslovat body v trojrozmérném prostoru, ale protoze neumi
pfidat miizku dovnitf zobrazovaci krychle, ale jen na jeji povrchg, vypovidajici hodnota

zobrazeni nema velky vyznam.

3.1.2 Uhel vektori

Mathematica obsahuje piimy piikaz pro vypocet Ghlu dvou vektori VectorAngle.

Parametry jsou soutfadnice obou vektoru.

8 Piesnost vysledné hodnoty si miizete zjistit prikazem Precision s vysledkem jako parametr.

® Parametr FaceGrids—All.



In[128]:= VectorAngle[{1, 3}, {2, 1}]

Pokud chceme vyslednou hodnotu ve stupnich, je tieba mirné rozsitit ptikaz o pfevod na
numerickou hodnotu piikazem N, kterou dale pfevedeme na stupné¢ vyndsobenim 180 a

vydélenim 7.

Vectorfngle[{2, 1, 3}, {-1, 3, 2}]

(U |

Ir[128]= H[VectorAngle[{2, 1, 3}, {-1, 3, 2}]]1«180/PF1i

= &0.

Out]13

Pro ptesngjsi predstavu jak jsou vektory situovany je 1ze vykreslit ve funkci Graphics3D

jako Sipky, neboli Arrow. Uréitou nevyhodou je nutnost manudlniho nastaveni

pfitomnosti os a jejich polohy, bez nichZ vysledny obraz ztraci vypovidajici hodnotu.
Graphics3D[{Thick, Green, Arrow [{{0, 0, 0}, {2, 1, 3}}], Red,

Arrow[{{0, 0, 0}, [-1, 3, 2}}]}, Axes —+ True,
AxesEdge - {{-1, -1}, {1, 1}, {-1,1}}, Axeslabel - {"x", "y", "2"}]

Obr. 4. Grafické znazornéni vektord pomoci funkce Graphics3D.



3.1.3 Souéin vektoru

Skalarni soucin vektorti se uréi vlozenim teCky mezi dva vektory, které miizou byt

definovany ptfedem, nebo zapsany piimo.

In[17p= & ={2, -1, 1}

)
1
i

8= b={-1, 2, 0}:

a.b

=5
]
il

Out[15]= -4

Infzop= {1, 0, 2}.{-1, 2, 1}

Vektorovy soucin se provadi pfikazem Cross. Do ptikazu se vkladaji pouze vektory.

In[g;= Cross[{2, -1, 1}, {-1, 2, 0}]

Teoreticky popis vektorového soucinu se nachazi v teoretické Casti, v kapitole Vektorovy

soucin.

3.2 Limita posloupnosti bodii v Euklidovském prostoru

Limita posloupnosti bodli se podrobné probira ve skriptech Diferencidlni pocet funkci vice

proménnych s aplikacemi v kapitole 3.

3.2.1 Limita funkce v bodé

Program Mathematica pocita limitu funkce jedné realné proménné ptikazem Limit, kde
prvnim parametrem je pocitana funkce a druhym je proménna s nulovym bodem oddé€lené

Sipkou, ktera se vytvofi ze znaku minus ptipadné pomlcky a znaku ,,je vétsi nez (>).

Ip[1)= Limit[E[x], x = xp] 7/ TraditionalForm
Ourt] 1) TraditionalForm=

lim f(x)
X—=Xn

r~r

MiuZeme nastavit i smér, ze kterého se k nulovému bodu blizime nastavenim moZnosti
Direction s hodnotou 1, pro blizeni zleva, nebo -1 pro blizeni zprava. Pokud tuto

moznost nenastavime, pocita se jako limita jdouci zprava.



Infz7y= Limit[1/x, x - 0]

Out[2T}= =
Infzp= Limit[l/x, x— 0, Direction + 1]

Pokud chceme nastavit nulovy bod na nekonecno, pouzijeme na jeho misté Infinity.

Sin[x
In[18 Lj_mit[ il

X

, X Infinit-g]

"
L
rd

12
In[15]:= Lj_mit[Lj_mit[[l + _] =¥ . a] , T+ Infinit-g]
¥

P— z
Out] =

V programu Mathematica neexistuje ptimy piikaz pro vypocet dvojné limity, proto se

pouziva jen dvojnasobna limita, kde jedna je vnofena do druhé [7].
—; X = 2] ;¥ 1]

1
Outfdl= —
2

3.3 Defini¢ni obor

Pro c¢iselné urceni defini¢éniho oboru neexistuje v Mathematice piikaz, ale ma grafické
prostiedky k formulaci takového pozadavku. K zobrazeni oblasti, ve které je matematicka
funkce definovana se da pouzit funkce RegionPlot, slouzici k zobrazeni oblasti podle
zadanych podminek. Pro omezeni na defini¢ni obor vloZime podminku, aby funkce patfila
do realnych ¢isel v Mathematice znacenych jako Reals. Znak e =zapiSeme jako
\ [Element], nebo stisknutim klavesy Escape, napsanim elem a opétovnym stisknutim

Escape. Mathematica potom zobrazi jen oblast, kde je hodnota funkce v oboru realnych

Cisel.



In{15]:= RegiDnPll:-t[‘\fl— (x*2+7v7)*2 €BReals, {x, -3, 3}, {v, -3, 3},
ColorFunction -+ "DarkBainbow", Axes -+ True, Frame + False,

AxesLlabel » {x, y}]

Obr. 5. Zobrazeni defini¢niho oboru funkce dvou proménnych.

K lepsi predstavé vzhledu defini¢niho oboru funkce lze ptidat piikaz ColorFunction,
kterd se méni v zavislosti na hodnoté funkce. Ve vysledku je potom vidét nejen omezeni
definicniho oboru, ale 1 pfiblizny tvar funkce. U komplikovanéjSich funkci ovSem
nevykazuji barevné kombinace vysokou kvalitu. V oblastech strmého rlstu jsou prechody
Casto neplynulé a naopak u mirnych zmén jsou barevné rozdily jen t€Zko pozorovatelné.
Podle mého usudku patii k nejkvalitnéjsim BlueGreenYellow, DarkRainbow, SolarColors,

a TemperatureMap. '

9Vzdy se jedna o gradientni barevné mapy, jejich vypis se ziska piikazem ColorData[,Gradients™].



nig1l:= RegionPlot[Log[x+ v/ (2x)] € Reals, {x, -5, 5}, {v, -5, 5},
ColorFunction »
Function[{x, v}, ColorData["SolarColors"] [Log[x +¥v/ (2x)]]],
ColorFunctionScaling » False, Axes -» True, Frame » False,
AxesLabel » {x, yv}]

Obr. 6. Zobrazeni defini¢niho oboru funkce dvou proménnych s barevnym

rozliSenim hodnoty funkce.
Defini¢ni obory funkci je moZné v omezené mife zobrazovat i pomoci funkce
ContourPlot, kterd zobrazuje i vrstevnice. AvSak neumoziuje komplikovangji urcit

rozmezi defini¢niho oboru.

Pfipad tii proménnych vyzaduje pouziti funkce RegionPlot3D, ktera dokaze se tfemi
proménnymi pracovat. V trojrozmémém zobrazeni se potom ukaze oblast, kde jsou
proménné definovany. Je vSak diilezité neopomenout mozné vyskyty prazdnych oblasti
uvnitt funkci. Ty lze odhalit nastavenim prihlednosti Opacity, pfipadné¢ i omezenim

vykreslované oblasti tak, aby byl viditelny prutfez funkci (Obr. 7).



Log[x*2+ 72 +2°2 -1]
€ Reals, [x, -3, 31,

In[122):= RegionPlot3D [

S R Y
{v,0, 86}, fz, -3, 3}, Hesh -+ 4, HeshStyle + Gray,
Plot5tyle + Directive[LightMagenta, Opacity [0.7],
Specularity [White, 20]], PerformanceGoal -+ "Juality",
AxesLabel - ["x", "y", "z"}, AxesEdge - [{-1, -1}, [-1, -1}, [-1, -1}},
Axes5tyle - Directive [Black, 146] , BoundaryStyle -+ Blau:'.:k]

“Druti” oblast
" mime definitni obor

Obr. 7. Zobrazeni prifezu defini¢niho oboru funkce tii proménnych.

3.4 Parcialni derivace

Parcialni derivace se podrobné probira ve skriptech Diferencidlni pocet funkci vice

proménnych s aplikacemi v kapitole 5.1.

Teoreticky popis parcialni derivace se nachazi v teoretické casti, v kapitole Parcialni
derivace. V programu Mathematica se derivace provadi piikazem D, prvnim parametrem je
funkce, kterou chceme derivovat a za ni néasleduje jedna, nebo vice proménnych v potadi

Vv jakém chceme derivovat.
Infzg):= DLE[x], x]

outjzg}= €[]

In[158):= D[S X*3wy™2 -X*2 7”3, X, X, ¥, 7]

Cut[158= 60X -12 ¥



Obr. 8. Vizualizace tecné plochy v programu
Mathematica pomoci funkce ContourPlot3D.
Dlouhy vypis proménnych v ptipad¢ ne¢kolikandsobné derivace je mozné nahradit poc¢tem

derivaci za proménnou ve slozené zavorce.

p[21)= D6 X 3w y*2 -2x*2%y*3+3y°2, {x, 3}, 7]

Outfa1= T2 ¥

Mathematica dokaze kombinovat vice vnofenych piikazl, coz nam umoziuje vytvaret
komplexnéjsi piiklady jako hleddni bodl podezielych z extrému, kde vyuZijeme piikazu
Solve a prvni derivaci ddme rovnu nule. Protoze pracujeme s funkcemi o vice
proménnych je potieba napsat rovnici pro derivaci podle kazdé z nich.
nze)= Solve[[D[x" +xxy + 3y -6x-97, x| == 0,
D[Iz+xt'j+ v -6x-97, 7] =0}, {x, 7}]

outfzél= [{x—=1, v =411

V prvnim parametru funkce mame dvé rovnice ve slozenych zavorkach, kde prvni je
derivace funkce podle x a druha derivace stejné funkce podle y, druhym parametrem jsou
proménné, jejichz hodnoty chceme urcit. Druhy parametr neni nutné uvadét, pokud chceme

urcit hodnoty vSech proménnych. V ptipad¢, Ze pouzivame symbolickych koeficientli a



neur¢ime zadané proménné, Mathematica se pokusi vypocitat maximalni mnozstvi

neznamych.

In[27]:= SDlV&[{D[at}:: tAxERT+ Y —Gaxrx-97, x| =0,
D[a*x‘"+awxw3+3:—ﬁa*x-93, 7] = 0}]

Solve:svars : Equations may not give solutions for all “solve” variables, =

e g PO ) -3+4xH-,
outzTl= {4¥ = —, 8=0;, ¥=-2 (-3+x), 2= -
LL 2 4 L X 44

3.4.1 Gradient

Gradient se podrobné probird ve skriptech Diferencialni pocet funkci vice proménnych

s aplikacemi v kapitole 5.4.

Teoreticky popis gradientu se nachazi v teoretické ¢asti, v kapitole Gradient. K ptistupu
k funkci gradientu je potieba nejdiive nahrat nastroj Vector Analysis Package, ktery je pro
tuto operaci, stejné jako mnohé dal$i, nezbytny. Jeho nahrani se provede ptikazem
Needs|[,VectorAnalysis “].Nazev kazdého baliku ptikazii byvéa ukoncen zpétnym
apostrofem™. Navic je nutné dodrzet potfebny format zadani funkce, kde v kartézské

soustavé soufadnic je nutné pouzit proménné ve tvaru XX, Yy a Zz. Funkce ma nazev Grad.

[52]= Needs["VectorAnalysis™"]

2]
[E]
.

1]

)= Grad [23” + ¥y° + 3227 + 18 Xxw ¥y + 6 22]

ousz= [6Xx® + 18 Yy, 18Xx+2 Yy, 6+ 6 Zz)

Pro cylindrické soufadnice se vyuzivaji proménné Rr, Ttheta, Zz. Pouziti cylindrickych
soufadnic je nutné uvést jako druhy argument gradientu piikazem Cylindrical.
Obdobné funguje i pouziti sférickych soutadnic s proménnymi Rr, Ttheta, Pphi a piikazem

Spherical.

Ir[58]:= Grad [[ [Rr, Ttheta, Zz], Cylindrical]

o ) . f£L0 Ry, Ttheta, Z2] _ 501 . L
ousgl= £ [Rr, Ttheta, Zz], e L7777 [Rr, Ttheta, Zz],;
L Rr 4

Cylindrické a sférické soutadnice maji vyuziti pfedevsi v oblastech, kde se pracuje s

objekty a jevy kulatych tvart, naptiklad potrubim, nebo gravitacnim polem Zemé.

1 Kombinace klaves Alt + 96. Zp&tny apostrof se na Geské klavesnici nevyskytuje.



Vice o ptevodu do jinych soufadnicovych systémi je v kapitole Transformace soufadnic

Vv oddilu integralniho poctu.

3.4.2 Divergence

Divergence se podrobn¢ probira ve skriptech Diferencialni pocet funkci vice proménnych

s aplikacemi v kapitole 5.4.28.

Teoreticky popis divergence se nachazi v teoretické ¢asti, v kapitole Divergence. Vypocet
divergence vektorového pole se provadi jedinym piikazem Div, ktery obsahuje gradient
pole ve slozenych zavorkach. Pokud je soufadnicovy systém jiny, nez kartézsky, je tieba
doplnit jako druhy parametr jeho nazev. Tato funkce stejné jako gradient vyzaduje nastroj

Vector Analysis Package.

In[7l= Div[{¥x*2 + ¥y, 1 - ¥y, 35in[2z]}]

out[T}= -1+ 2Ex + 3 Cos[Z]

3.4.3 Laplacetv operator

Laplaceliv operator se podrobné probirda ve skriptech Diferencidlni pocet funkci vice

proménnych s aplikacemi v kapitole 5.4.33.

Teoreticky popis Laplaceova operatoru se nachazi v teoretické ¢asti, v kapitole Laplacetv
operator. K vypoctu laplacianu slouzi funkce Laplacian obsahujici zkoumanou funkci a
nazev soufadnicového systému, pokud je jiny nez zdkladni. K pouziti funkce je nutny

nastroj Vector Analysis Package.

2= Laplacian[Xx® + Ty” » 2z - Xx » ¥y » 22]

Qut[il= 6Ex + 2 ZZ
Laplacian umocnény na druhou, neboli biharmonicky operdator ma vlastni funkci
Biharmonic.

nf10)= Biharmonic[3 Xx® - 6 ¥y~ » Xx - 5in[2 Xx] ]

out[10}= 72 - 16 5in[2 Ex]

3.4.4 Rotace

Rotace se podrobné probird ve skriptech Diferencialni pocet funkci vice proménnych

s aplikacemi v kapitole 5.4.38.



Teoreticky popis rotace Se nachazi v teoretické casti, Vv kapitole Rotace. Rotace
vektorového pole se vypoc€itd pomoci funkce Curl, kde prvnim parametrem je Gradient
pole a pokud se pracuje v jinych nez kartézskych soutadnicich, je tfeba je uvést v druhém

parametru. K pouziti funkce je potieba nastroj Vector Analysis Package.

[n[14]= Curl [{¥x~3 +4¥y*2, -2¥y~2+6 %2, ¥Xx+ 3 53in[Z2]}]

Cut[14)= {-&, -1, -8 ¥y}

3.5 Tayloriv rozvoj

Tayloriv rozvoj se podrobné probird ve skriptech Diferencidlni pocet funkci vice

proménnych s aplikacemi v kapitole 5.6.

Teoreticky popis Taylorova rozvoje se nachazi v teoretické casti, v kapitole Taylordv
rozvoj. Funkce Series. Obsahuje minimalné dva parametry, prvnim je funkce, kterou
chceme aproximovat a za ni nasleduje trojice udaji ve slozené zéavorce pro kazdou
vyuzitou proménnou. Témito udaji je jednak proménna, které se tykaji, dale bod, v némz se

aproximuje a posledni je stupenl aproximace.

Inf&s]:= S«Erri«irs[.:{2 -2x+3y, {x, 0, 3}, {7, 0, 3}]

Out[89)= |:3§.f+{-‘-[y]g:l _2x+xt +0[x"

Aproximovana finkce

Obr. 9. Aproximace funkce Taylorovym rozvojem tietiho
stupné.
3.6 Extrémy funkce

Lokalni a globalni extrémy funkce se podrobné probiraji ve skriptech Diferencidlni pocet

funkci vice proménnych s aplikacemi v kapitole 5.7.



Piikazy FindMaximum & FindMinimum umoziuji hledani lokélnich extréma zadanych
funkci. Prvnim parametrem ptikazu je samotna funkce a druhym je proménna, eventualné

doplnéna o pocatecni bod, ze kterého se extrém hleda.

Pokud dojde knalezeni daného extrému, pak je vysledkem operace vypis slozeny
z nékolika ¢asti. Prvni je funkéni hodnota v objeveném extrému, za nim nasleduje slozena

zavorka, ve které jsou hodnoty vSech nezavisle proménnych pro dany extrém.

In[z7]:= Findl-!la.x:i.m:m[—x: _3yi+Sx-6y+2xxy, {{x, 1}, {7, 311]

outzTl= {6.375, [k - 2.25, v -0.25}}

K nalezeni globélnich extrémi slouzi pfikazy Maximize a Minimize. Prvnim jejich
parametrem je zkoumand funkce, druhym je proménnd, nebo proménné, ke kterym se
extrém vztahuje a na tfetim misté je nepovinny parametr upiesiiujici ¢iselny obor, do
kterého proménné patii. Pokud neni zadan, pak Mathematica piedpoklada, ze pracuje s

realnymi Cisly.
In[E2]:= Hinj_mize[z Fo2+2x-12y-237Nx , {X, ¥}, Reals]

outjgzl= {-24, (=4, v=4}1

Ip[113)= Maximize[-x*2 -y*2-Tx+6y, {x, ¥}, Integers]

out[113)= {21, {x—= -4, v = 3}}



Obr. 10. Maximum funkce, ozna¢ené bodem.

Rozsitenim téchto funkci je omezeni hledaného extrému na urcitou oblast definovanou
relaci (tzv. vazbou). Ta se vepisuje do slozené zavorky spole¢né s puvodni funkci. Jde 0

ulohu na hledéni tzv. vazaného extrému.

njz4)= FindMinimm[{-4x-3y+6, x" +3° ==1}, {{x, 3}, {¥, 1}}]

Out[54}= {1., {x = 0.8, v = 0.8}}
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Obr. 11. Minimum funkce omezené kulovou plochou,

vyznacené Cervenym bodem.



Pokud vsak existuje vice bodu se stejnou hodnotou, jako globalni extrém, je urcen vzdy jen

jeden bod.

Injzos)= Maximize [-Abs[x*2 +y*2 -4], {x, v}]

Cutf20s)= {0, {# =0, ¥y =+-21}1

nkce oS

Prvni nalezend maximum on Bfite,
s

Obr. 12. Jako globalni extrém je vzdy oznacen jen jeden

bod.

3.7 Derivace v bodé

Soucasti této prace je soubor vytvoreny v prostiedi Mathematica znazoriujici polohu a tvar
tecné roviny k funkci v bod¢, jehoz soufadnice je mozné upravit. V zavislosti na poloze
bodu se dynamicky piesouva i te¢na rovina a vypocitava se hodnota smérnic tecen podle os
X ay. Na vybér je pét riznych funkci a kazd4d z nich mé upravitelné parametry ménici
jejich tvar. V piipadé Gaussova klobouku a rota¢ni kuzelové plochy dochazi k naro¢nym
vypoctim, které zplsobuji vyrazné snizeni vykonu. Z toho divodu je u téchto funkci

moznost snizit kvalitu zobrazované funkce a tim zrychlit odezvu programu.

Prioritnim i¢elem tohoto souboru je jeho vyuziti pfi prednaskach k demonstraci derivace

funkce v uréitém bodé.



Obr. 13. Zobrazeni te¢né roviny hyperbolického paraboloidu

v ptiloze Derivace v bodé.



4 INTEGRALNI POCET

Tato kapitola rozSifuje skripta Integralni pocet funkci vice proménnych s aplikacemi o

moznosti softwaru Mathematica. Jednotliva témata jsou probirana ve stejném poradi.

4.1 Dvojny a trojny integral

Riemanntv dvojny a trojny integral se podrobné probira ve skriptech Integralni pocet

funkci vice proménnych s aplikacemi v kapitole 1.

4.1.1 Riemannuv dvojny integral

wwpr 1 T T T

pal | ' .

:|..:| _| | Ly ._

1.0 1.2 1.4 1.6 1.2 2.0 2.2 4

Obr. 14. Vizualizace ohrani¢ené plochy funkci RegionPlot.
Teoreticky popis Riemannova integralu se nachazi v teoretické ¢asti, v kapitole Riemanndv
integral.
Integrace se provadi piikazem Integrate, kde funkce je prvnim argumentem a nasledu;ji
proménné v obraceném pofadi integrace, neboli nejdfive se integruje podle posledni

zadané proménné.

Pokud se jedna o urcity integral, doplnime kazdou proménnou o pocatek a konec

integrovaného intervalu.



1

In{29]:= Integrate[ﬁ; (x, 3, 4}, {1, 1, 2}]
X+7)°

.25,
Out[z8}= Log

24

Integrate[x’ y»e™, {x, 0, 1}, {y, 0, 2}]

Pokud jsou soucasti mezi intervalu ostatni proménné je lepsi zapsat piikaz jako integral

V integralu, jinak hrozi, ze Mathematica bude proménné v mezich povazovat za parametry.

Integrate[Integrate[ (x*2) / (y*2), {y, 1/x, x}], {x, 1, 2}]

Show [{Plot[{x, 1/x}, {x, 0O, 511,

RegionPlot[l «+ x <2 &&l1/x = v <= x, {x, 0, 5}, {v, 0, 53,
PlotStyle - Green] }]

Obr. 15. Zobrazeni integrace pomoci kombinace funkci Plot a
RegionPlot.

K pfimému ziskani ¢iselného vysledku je uréen pfikaz NIntegrate.
|":'1:Z= I-IIntegrate[x"'j, {JE_.- U.r 1}: {H.r l.r 2}]
Cut[4}= 0.405465

K formulaci integrace je mozné pouzit i Sablony z pomocné palety zakladnich piikazi

v zalozce Calculus Commands. Piikaz takto pfipomina psanou formu a je piehlednéjsi, nez
ptikaz zadany v programovém kodu.



In[2]:= jlr (xz + 32] dy dx
v Jo
1

Out[Z}= —
3

Tato forma mize byt zadana 1 bez palety pomoci zapisi \[Integral] a

\[DifferentialD].

0.0 1

Obr. 16. Vizualizace integralu funkci Plot3D.

Pokud se v integrované funkci vyskytuji symbolické koeficienty, je mozné omezit jejich

rozsah a tim mnozstvi moznych vysledki dodatkem Assumptions do integrace.

Ir[2}= Integrate[x*n, {x, 0, 1}]

1
Out[3}= If[RE[n] =1, 1 ' Integrate[x“, {x, 0, 1}, Assumpticons = Be[n] = —1]]
+11

In[4]:= Integrate[x*n, {x, 0, 1}, Assumptions -=n = 0]
1

Owt[4)}=
l+n

Piiklad: Dvojnym integralem wriste obsah mneziny, kierd je olranifena kitviami x - y+l=0x+y-4=0

Injzz)= Integrate[1, {x, -2, 1}, {v, 2 +2,4 - x}]

9
Qut[33F —
2



Piiklad: Uréete niboj O(M) velmi tenks desky M= {(x) eE1 | x* + P za* » (x-a)% + ¥* = &%}
= homopgenni hustotou niboje g [C- m™ | avyuZijte transformac i symetrii M.

o) = [Thaedy = [[hp dodio =20 [F ap [Felpap

In[17= Integrate[2«hwpo, {o, 0, P1/3}, {2, 3, 2a«Cos[u]}]

1 .,
Oufil — & h[3vV3 +2m|

Pildad: Najdéte nibo] (M(S) na shofepiné S s homogennim rozloZenim hustoty niboje g (C-m™?)  kde Sje

fasti sféry & x+ ;:2 + 2 = B leFic ve vilcovém poloprostoru X+ ;.1 =Ry, z=0 E=0

QS =[[qgas=[[q h.'ll—[z'xjf_[z'l_]l ddy=q- ff [1+]-—2 N .
N | Bty
—q [l — 2 aay=RJ L apap=2R, FaofF 2 ap
1.||| R:—a\.“"-‘—;r: 1,I|I R:‘P: .|II|I R:—'-_-\-:
In[2):= Intfﬂgrate[rwqw;, {o, 0, Pi}, {p, 0, T#Sin[o]},

A rA2 _prD
Azsumptions -+ {r = EI}]

-
3

Cutf?2}= (-2+7) Qr

Obr. 17. Zobrazeni casti skofepiny S
k predchozimu ptikladu.
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Obr. 18. Nazorny popis soufadnic

k pfedchozimu ptikladu.

4.1.2 Trojny integral
Zpusob zadavani trojného integralu se nelisi od integralu dvojného.

niszp= Integrate[x"xywz, {x, 1, 3}, {v, 0, 2}, {z, 1, 2}]

Pii zadavani pisemné formy je potfeba brat v ivahu potadi vypoctu. Diferencial proménné
prvni v potfadi odpovida integralu nejvice vnéjSimu a je vypocitan posledni, neboli se
pocita zleva doprava.

z13= Integrate[z*4«5in(y]*3, {=z, 0, x}, {v, 0, P1/2}, {x, 0, Pi}]

L
Fa g
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U zadani symbolickou formou ptes paletu piikazii postupuje Mathematica v klasickém

poradi zprava doleva.

"
B . )
In[14]:= z xSin[y] dzdy dx
v o Jo

E

=

Out[14]=

=
(4]
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4.1.3 Transformace soufadnic

Transformace vicerozmérnych integralti se podrobné probiraji ve skriptech Integralni pocet

funkci vice proménnych s aplikacemi v kapitole 1.4.

Funkce operujici se soutadnicovymi systémy vyzaduji nastroj Vector Analysis Package,

jehoz nahrani je podrobné popsano v kapitole Gradient.

Pro nastaveni zakladniho systému soufadnic, se kterym bude Mathematica pracovat, slouzi
pfikaz SetCoordinates Stypem soufadnic jako parametrem. Soucasti vystupu jsou
nazvy os ve formatu pouzivaném v celém baliku Vector Analysis Package. K zjisténi

aktudln¢ nastaveného systému se pouzije ptikaz CoordinateSystem bez parametra.

Zakladni soufadnicové systémy se kterymi Mathematica dokaze pracovat jsou kartézskeé,
cylindrické a sférické. Ostatni nejsou v rozsahu predmétu Matematika II. Polarni
soufadnice V E; jsou povazovany za specielni ptipad cylindrickych soufadnic v Es, kdy
z=0.

Inj28):= Needs["VectorAnalysis""]
In[2z):= SetCoordinates [Cylindrical]
out[2s}= C¥lindrical [Rr, Ttheta, Z2]

In[40):= CoordinateSystem

cut[40}= C¥lindrical

Uzitecnym piikazem je CoordinatesFromCartesian, ktery slouzi pro pifevod
z kartézskych souradnic bodu do jinych soutfadnic. Tato funkce ma dva parametry, prvnim
je trojice bodl z kartézské soustavy soufadnic ve slozené zavorce a druhym jsou
soutradnice, do kterych chceme prevadét. Pro korektni vysledek je nutné dodrzet spravné
pofadi. Pfevod mlzeme vyuzit pro nésledny vypocet integralu v cylindrickych nebo

sférickych soufadnicich.



Ir[z4]:= CoordinatesFromCartesian[{x, ¥, 2}, Cylindrical] // TraditionalForm

Out[24)TraditionalForm=

{\I'I ™+ ;;: . ta.n'l[x: ¥l z}

-r\I'I ™+ ,-': . . cu-s'I[ [a.tl_l[):': ;;]}

Jf_f_f]
Mathematica méa snahu formovat vysledky do tvari, maximdlné odpovidajicich jeji

syntaxi, proto vyraz tan—'(X,y) je ve skuteCnosti ArCTan(lj. Nékteré vysledky
X

transformace je nutné dale zjednodusit.

Jeden piikaz dokaze pracovat jen s jednou mnoZzinou soufadnic v jednom zépisu, proto je

potieba prevést jednotlivé meze v oddelenych ptikazech.

5 543

In[33]:= CDDrﬂinatesFrDmCartesianH -
2

, 3}, cglindrical]

-3 3
In[43]:= CoorﬂinatesFrDmCartesianH—, - 4}, Spherical]
2 2

7 rda 2 o
—, ArcCos
W 2 R -5

e

Out[43)=

Vyuzitelnost této funkce je vSak omezena skute¢nosti, Ze funguje pouze pro jeden bod.

Navic nedokaZe pracovat s proménnymi, ani kdyZ jsou definovany formou néstroje Vector
Analysis, coz povazuji za zavazny nedostatek. Napiiklad zadani Xx* +Yy? piekvapivé
netransformuje na Rr?.

V nésledujicich ptikladech pouzijeme oznaceni ze skript.12

12 Mathematica v ptipadé integrace nevyzaduje specifické znadeni.



2= Integrate[o” Sin[6], {0, 0, 2}, {5, 0, Pi/2}, {4, 0, Pi/2}]

47

Out[131]
3

ni132)= Integrate[2p, {9, 0, 2Pi}, {0, a, 2a}, {z, 0, V42’ - 0" }]

oupiaz= 443 (af]¥n

Piillad: Stanovte objem télesa zdola chranifensho paraboloidem z = x° + 3* a zhora rovinouz = 1.

In[118]:= Integrate[l, {o, 0,1}, {¢, 0, 2Pi}, {z, p*2, 1}]

4w
Out[118F —
3

Obr. 19. Zobrazeni situace v predchozim piikladg.

Piklad: Najdite objem tilesa ohranifensho plochami z= 2 - 2% x> + 37 ,z=0.a=R".

In[108]).= Integrate[l, {o, O, 2}, {¢, O, Pi}, {z, 0, &a-2p}]

Out[108)= -4m+2am

Pro zpétny pievod funguje CoordinatesToCartesian, kde druhym parametrem

funkce je systém soufadnic, ze kterého soutfadnice prevadime.



In[25:= CoordinatesToCartesian[{r, &, £}, Cylindrical]

out[35}= {rCoa[&], r3in[&], 2]

In[25]:= CoordinatesToCartesian[{r, &, ¢}, Spherical]

out[38}= {rCoa[¢] 3in[&#], r3in[#] 5in[¢], rCoa ]}

4.2 Aplikace integralu funkce tfi proménnych

Soucasti této prace je soubor vytvotreny v prostiedi Mathematica demonstrujici vlastnosti a
vyuziti integralniho poc¢tu. Zobrazuje trojrozmérné funkce vymezujici urcitou oblast, ktera
je dale ohrani¢ena. V zévislosti na ohrani¢eni oboru integrace, které¢ si miize uzivatel

upravit se vypocita objem zobrazené oblasti.
Vyjimku tvoti oddil Rotujici téleso, ktery obsahuje valec otacejici se kolem osy z.
Vzhledem k proménnym parametrum jako je rychlost otaceni, vzdalenost od osy z a

hustota télesa je vypocitana jeho kineticka energie.

Prioritnim tcelem tohoto souboru je jeho vyuziti pfi pfednaskach k demonstraci integrace

funkce.

Obr. 20. Zobrazeni zvoleného vyiezu kuzele V piiloze

Integrace funkce ti'i promennych.
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