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ABSTRAKT

Cilem bakalaiské prace bylo vytvofit sbirku feSsenych a nefesenych piikladu z dife-
rencialniho poctu funkce vice proménnych, kterd by méla slouzit jako studijni opora
zejména studentum bakalarského studia na FAT UTB v predmétu Matematika I1. Sbirka
obsahuje predevsim tesené ptiklady, které jim maji pomoci k lepsimu pochopeni a

zvladnuti dané problematiky.

Klicova slova: eukleidovsky prostor, funkce vice proménnych, defini¢ni obor, parcidlni
derivace, stacionarni bod, lokalni minimum, lokalni maximum, implicitni funkce, dife-

rencial.

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis was to create a collection of solved and unsolved
examples of differential calculus of functions of more variables, which should serve as a
learning aid for bachelor students, studying Mathematics II at the Faculty of Applied
Informatics, UTB, Zlin. The collection contains mainly solved examples to better help

understand and deal with the issue.

Keywords: euclid space, function of more variables, domain of definition, partial deri-

vate, stationary point, local minimum, local maximum, implicit function, differential.
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UVOD

Jednim ze zakladu matematické analyzy je teorie diferencidlniho poc¢tu funkce vice
proménnych. V mnoha technickych, ptirodovédnych a ekonomickych oborech se muzeme
setkat s veli¢inami, jejichz hodnoty zavisi na vétsim poctu proménnych. Naptiklad rych-
lost je zavisla na case a dréaze, napéti v elektrickém obvodu na hodnotach proudu a od-
poru, ekonomicky zisk na nékladech a cené, apod. Pravé teorie funkce vice proménnych
popisuje takovéto zavislosti.

Prace je rozdélena na teoretickou a praktickou cast. V teoretické casti jsou vysvétleny
zakladni pojmy diferencialniho poc¢tu funkce vice proménnych jako eukleidovsky pros-
tor, limita a spojitost funkce, parcialni derivace, totalni diferencidl, implicitni funkce,
lokalni a globalni extrémy. V praktické ¢asti jsou uvedeny fesené priklady s podrobnym
popisem postupu feSeni, coz umoznuje snazsi pochopeni dané problematiky. K jejimu
uspésnému zvladnuti jsou dulezité znalosti diferencialniho poctu funkce jedné proménné
(derivace funkce, geometricky vyznam derivace funkce v bodé a totdlni diferenciél
funkce).

Cela préce je zpracovana v sazecim systému IXTEX, ktery umoziuje tvorbu matema-

tickych a technickych dokumentu ve vysoké typografické kvaliteé.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

10

I. TEORETICKA CAST
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1 Metrické prostory

| Definice 1.1]
Necht n € N. Uspofadanou n-tici redlnych ¢éisel (zi,...,7,) nazyvame
usporadany soubor n realnych ¢isel xq, ..., z, kde index ¢ ¢isla x;,i = 1,...,n, zna-

mend, ze Cislo x; je v.daném souboru na i-tém misté. Mnozinu vSech usporadanych

n-tic redlnych c¢isel (zq,...,x,) nazyvdme n rozmérnym redlnym prostorem
a znacime symbolem R". Redalna cisla xq,...,z, nazyvame souradnicemi bodu
X =[z1,..., 2]

| Definice 1.2]

Necht M je libovolnd neprazdna mnozina. Redlnd funkce o definovand na M? takova,
ze pro kazdé XY, Z € M plati:

(1) o(X,Y)>0 axiom nezapornosti
(2) o(X,)Y)=0& X =Y axiom totoznosti
(3) o(X,Y) =po(Y, X) axiom symetrie
(4) o(X,Z) < o(X,Y)+ oY, 2), trojihelnikova nerovnost

se nazyva metrika na mnoziné M a dvojici (M, p) nazyvame metricky prostor.
Prvky mnoziny M nazyvame body metrického prostoru (M, g), mnozinu M nosnou
mnozinou daného prostoru a éislo o(X,Y) vzdalenosti bodu X,Y v metrickém

prostoru (M, o).

| Poznémka 1.1 |

Na mnoziné R” muzeme definovat ruzné druhy metrik, napt. diskrétni, souctova, ma-

ximalni, eukleidovska, atd.

’ Definice 1.3 ‘
Necht n € N. Dvojici E, = (R" ) nazyvdime n rozmérnym eu-

kleidovskym prostorem, jestlize pro kazdé dva body tohoto prostoru

X = [z1,...,2,) € R", Y = [11,...,ys] € R™ je definovana jejich metrika
0:R" x R" — R vztahem:
o(X,Y) = /(1 — 212 + - + (g — 20)2. (1)

Metrika ¢ se v tomto piipadé nazyva eukleidovska metrika.
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\Deﬁnice 1.4\
Je déno redlné cislo 6 > 0 a libovolny bod A = [ay,...,a,] € E,. Okolim O(A)

bodu A nazyvame mnozinu

O(A) ={X € En;0(X, A) <6},

kde o je metrika v E,,.
Ryzim okolim bodu A rozumime mnozinu O(A)\ {A}.

| Piiklad 1.1] Okolf bodu A v eukleidovské metrice o, -

(1) Okolim bodu A € E; je otevieny interval.

A
O a—-6 @& a+$6

Obréazek 1. Okoli bodu v E;

(2) Okolim bodu A € E, je otevieny kruh (kruh bez bodu lezicich na jeho hranici,

jiz je kruznice).

Yy
’/-'_\\
7’ Y
6 \
1 \
az [EE A |
i : !
N 1
é \\ : ’
-
[ )
N x
0] a1

Obréazek 2. Okoli bodu v Eq

(3) Okolim bodu A € Ej je oteviend koule (koule bez bodu tvoiici jeji povrch).

Obrazek 3. Okoli bodu v Ej
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’Deﬁnice 1.5‘
Uvazujme mnozinu M C E,. Bod A se nazyva:

(1) vnitfni bod mnoziny M, jestlize alespon jedno jeho okoli je podmnozinou

mnoziny M,

(2) hrani¢ni bod mnoziny M, jestlize kazdé jeho okoli obsahuje alespon jeden

bod mnoziny M a soucasné alespon jeden bod, ktery do mnoziny M nepatii,

(3) vnéjsi bod mnoziny M, jestlize alespon jedno jeho okoli neobsahuje zadny

bod mnoziny M.

Mnozina vnitinich bodu mnoziny M se nazyva vnitfek mnoziny M a znaci se
obvykle M°®.
Mnozina hrani¢nich bodi mnoziny M se nazyva hranice mnoziny M a znaci se

obvykle h(M).

o

Obréazek 4. Vnitini, hrani¢ni a vnéjsi bod mnoziny M

’Deﬁnice 1.6‘
Mnozina M C E,se nazyva:

(1) otevienda v E,, jestlize kazdy bod této mnoziny je jejim vnitinim bodem,
(2) uzaviend v E,, jestlize obsahuje celou svou hranici,

(3) omezena v E,,, jestlize existuje koule s konetnym polomérem R takova, ze M

lezi uvniti této koule,

(4) kompaktni v E,, jestlize je sou¢asné omezend a uzaviena.
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\Deﬁnice 1.7\
Mnozina M C E, se nazyva souvisla v E,, jestlize kazdé dva jeji body lze spojit

lomenou ¢arou ( kiivka slozend z konetného poctu tsecek), kterd celd lezi v M (tj.
kazdy jeji bod patii do M).
Oteviena souvislda mnozina se nazyva oblast, uzaviena souvisld mnozina potom

uzavriena oblast.
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2 Realna funkce n-realnych proménnych

7 hlediska historie pocatek diferencialniho poctu funkce vice proménnych spada do
druhé poloviny 18. stoleti a je spojen se jmény francouzskych matematiku J. L. Lagrange

a A. M. Legendra a Svycara L. Eulera.

| Definice 2.1]
Necht M C E,,n > 1, M # (. Zobrazeni f : M — E; se nazyvd redlna funkce

n redlnych proménnych a mnozina M se nazyvéa definiéni obor této funkce a

znaci se Dg.

| Pozndmka 2.1|

(1) Z ptedchozi definice vyplyva, ze ke kazdému bodu X = [z1,...,x,] € M je

pritazeno pravé jedno realné cislo y € R.

(2) Redlné ¢islo y znaéime f(xy,...,z,) nebo f(X) a nazyvame jej funkéni hod-

notou v bodé X = [xy,...,z,].

(3) Mnozinu N = f(M) hodnot y, které jsou prifazeny jednotlivym bodum X € M,

nazyvame obor hodnot funkce f(X) a znacime Hs.

(4) Funkci dvou proménnych budeme misto y = f(z1,x2) zapisovat ve tvaru
z = f(z,y) a funkci ti{ proménnych misto y = f(xy, z2,x3) ve tvaru

u= f(z,y,2).

\Deﬁnice 2.2\
Necht f je funkce n proménnych definovand na mnoziné M C E,,n > 2. Grafem

G funkce f nazyvame mnozinu bodu
Gy ={[z1,22,...,y] € Epy1; [w1, 22, ..., 2] € M, y = f(x1,...,2,)}
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3 Limita a spojitost funkce vice proménnych

Limity funkce jsou jednim ze zakladnich pojmu diferencidlniho poctu. Jde o lokalni
vlastnost funkce, kterd popisuje chovani funkce v ryzim okoli bodu, v némz limitu

urcujeme. To znamend, ze limita nezavisi na funkéni hodnoté funkce v tomto bodé.

| Definice 3.1]

Rekneme, ze funkce f(X) ma v bodé X, € E, limitu rovnou L € R* (mnozinu viech

realnych ¢isel R spolu s nevlastnimi body 400, —oo budeme oznacovat R*), jestlize
pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(X,) bodu X, takové, ze pro kazdy
bod X € O(Xy) N Dy plati f(X) € O(L). Piseme

o) =

| Poznémka 3.1|
Pro funkci dvou proménnych z = f(z,y) zapisujeme limitu v bodé [z, yo| ve tvaru
lim  f(z,y) = L.

(@)= (z0,y0)

| Poznémka 3.2 |

Rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a vice proménnych spociva v tom, ze

u funkce jedné proménné se k limitnimu bodu muzeme blizit pouze po piimce, kdezto
u funkce vice proménnych je téchto moznosti nekoneéné mnoho (k danému bodu se
muzeme blizit po piimkéch, parabolach atd.). Aby v daném bodé existovala limita,
nesmi zalezet na cesté, po které se k danému bodu blizime. Pokud tedy dostaneme pro
ruzné cesty ruzné hodnoty limity, znamena to, ze v daném bodé limita neexistuje.

Jestlize L € R, nazyva se tato limita vlastni, v pripadeé, ze L = +oo, mluvime o limité

nevlastni. Bod X se nazyva limitni bod.

| Definice 3.2]
Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé X, € E,,, jestlize:

e existuje f(Xy), tj. funkce f je v bodé X, definovéna,

e existuje vlastni thr;( f(X), tj. funkce f mé v bodé X, vlastni limitu,
—A0

 plati_Jim f(X) = f(Xo).

| Poznémka 3.2 |

Pro funkci dvou proménnych dostavame

lim  f(z,y) = f(2o,v)-

(z,y)—(x0,y0)
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’Deﬁnice 3.3 ‘

Rekneme, ze funkce f je spojitd na mnoziné M C E,, jestlize pro kazdy bod

[%0, o] € M plati
lim  f(z,y) = f(zo,%0)-

(z,y)—(x0,y0)
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4 Parcialni derivace

Dalsim zakladnim pojmem diferencidlniho poctu je derivace funkce. Pro zavedeni to-
hoto pojmu pro funkci vice proménnych je dulezité pfipomenout definici a geometricky
vyznam derivace funkce jedné proménné.

Derivace funkce f: R — R v bodé xy je limita f'(xq) = xlg? w.

Derivace funkce v bodé uddvd smérnici tecny ke krivce y = 3”(1:) v bod% [0, f(x0)].

Ma-li funkce derivaci v bodé xq, je v tomto bodé spojitd a existuje také limita funkce.

4.1 Parcialni derivace 1. fadu

| Definice 4.1.1]
Necht funkce f : Ey — E; je definovdna v okoli bodu [z, yo).

1. M&-li funkce g(x) = f(x,yo) jedné proménné x v bodé zq derivaci ¢'(x),

nazyvame ji parcialni derivaci podle = funkce f(x,y) v bodé [z¢, yo] a znac¢ime
it f2(z0, yo)-

Plati tedy  f(xo,yo) = lim 2.5 %0) =/ (T0.50)

T—T0 T — ,xo

2. Ma-li funkce h(y) = f(xo,y) jedné proménné y v bodé y, derivaci h'(yo)

nazyvame ji parcidlni derivaci podle y funkce f(x,y) v bodé [z¢, yo] a znac¢ime
it fy(xo, Yo)-

f(xo,y) — f(z0,y0)

= lim .
y—0 Y — Yo

Plati tedy  f,(z0,%0)

Poznamka 4.1.1 ‘

1. M&-li funkce z = f(x,y) parcidlni derivace ve vSech bodech mnoziny

M C Dy, jsou tyto derivace funkcemi proménnych x,y. Oznacujeme je

0 9,
f;(xay)v fgj(xay)azgv Zg/p %f(x,y), a_yf<xay>

2. Parcidlni derivace funkce n proménnych se definuji analogicky.
Necht z = f(xy,...,z,) je funkce n proménnych a bod A = [a4,...,a,] € E,.
Polozme g;(z;) = f(a1,...,ai-1,%i, Giz1,- .., a,). Mé&-li funkce g;(x;) derivaci v
bodé A podle proménné x;, nazyva se tato derivace parcialni derivace funkce

f podle proménné z; v bodé A a znaci se f; (A), piip. g—i(A).
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To znamena, ze
() = tim ST Z0l0)
‘ Ti—aq xT; — a;
o hm f(a17 ey A1, T4y Qg 1y - - - 7aTL) - f(a’h ey A1, Ay A1y - 7an)
—— T, — a; '
Parcidlni derivace f, funkce n proménnych je tedy definovdna jako obycejna

derivace podle jedné proménné x;.

\Poznémka 4.1.2‘

Geometricky vyznam parcialnich derivaci.

Uvazujme funkci z = f(z,y) definovanou na oblasti M a zvolme bod [zg, yo] € M.

1. Bodem [0, ¥, 0] ved me rovinu rovnobéznou se souradnou rovinou g,.. Jeji rovnice
bude y = yo. Prusecnici této roviny s grafem funkce z = f(x,y) je kiivka g(x).
Sestrojime-li teénu ¢, k této kiivee v bodé [z, o, f(x0, yo0)] (v roviné y = ), pak
smeérnice této tecny je rovna parcialni derivaci f(xo,yo). Pro tuto smérnici plati

fi(xo,y0) = tga, kde « je thel, ktery svird tato tecna s kladnym smérem osy x.

2. Analogicky, rovina rovnobéznd se soufadnou rovinou p,. a prochdzejici bodem
[0, 0, 0] mé rovnici z = xq. Prise¢nici této roviny s grafem funkce z = f(x,y) je
kiivka h(y). Tecna t, sestrojend k této kiivce v bodé [z¢, yo, f (%0, yo)] (Vv roviné
x = 7) ma smérnici, kterd je rovna parcialnf derivaci f, (o, yo). Pro tuto smérnici
plati f, (7o, %0) = tg 3, kde 8 je thel, ktery svird tato tecna s kladnym smérem
oSy .

2
.- 9(z)
ty g
h(y) ---_> fi(zo,y0) = tga
(&, yo, f(x0,90)) fy(xo,sy0) = tg B

SN

Obréazek 5. Geometricky vyznam parcidlnich derivaci
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4.2 Parcialni derivace vyssich fada

\Deﬁnice 4.2.1\
Necht [zo, yo] € Dy, . Existuje-li parcidlni derivace funkce f.(z,y) podle proménné x

v bodeé [z, yo] , nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci 2. fadu podle z funkce
2

(%0, Yo0), PIP. =5 (20, yo). Existuje-li parcialni derivace

f v bodé [xg, yo] a znacime fI

funkce f!(z,y) podle proménné y v bodé [xg, 30| , nazyvame tuto derivaci smiSenou
parcidlni derivaci 2. fadu funkce f v bodé [xg,yo] a znacime f} (%o, o), PIip.
O f
m(l'o, Yo)-

2
" 9

Obdobné definujeme parcidln{ derivace 2. fadu f,,,(zo, o) = 525 (20, Yo)

82
a fu, (7o, y0) = a_éé(xoayo>-

| Pozndmka 4.2.1 |

1. Ma-li funkce z = f(x,y) na mnoziné M C Dy parcidlni derivace f;, f, a pokud

existuji na mnoziné N C M parcidlni derivace funkei f7, f; podle x, ptip. podle

g2 (@) _O

Y, pak je zna¢ime

Or \0z )  0x*

f// o 3 g o a2f v
W gy \ox) oyoxr T
f// 2 ﬁ _ an "
vt 9z \ 0y ) 0z0y yr
PR LA

vy ay ay 8y2 vy

2. Parcidlni derivace k-tého fadu (k > 3) definujeme jako parcidlni derivace derivaci

(k — 1)-tého tadu.
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5 Totalni diferencial

Necht funkce z = f(z,y) ma definované a spojité parcidlni derivace v okoli bodu [z, o).
Pak plati:

1. funkce z = f(z,y) je v bodé [zo, yo] spojitd,

2. rovina o rovnici

z = f(wo,90) + f2(0,%0) - (¥ — x0) + £, (20, %0) - (¥ — %0)
je tecnd rovina ke grafu funkce z = f(z,y) v bodé [z, yo, f (o, %0)],

| Pozndmka 5.1
Normala grafu funkce z = f(z,y) v bodé T = [xo, yo, f(x0, yo)] je piimka n kolmd k

tecné roviné grafu v bodé dotyku 7". Smérovy vektor této normély je roven normélovému

vektoru te¢né roviny, takze parametrické vyjadieni normaly, kde ¢t € R je
r = xo+ fr(0,%) -1,
Yy = Yo+ f;(l’oayo) -1,
z = f(xo,y0) —t.

\Deﬁnice 5.1\
Ma-li funkce z = f(x,y) v bodé [xg,y0] a v jeho okoli spojité parcidlni derivace

fa(z0,10) a f, (20, Yo), nazyvdme totdlnim (Gplnym) diferencidlem funkce f(z,y)
v bodé [xg, yo] vyraz:
df(zo,v0) = fo(w0,y0)dx + f, (0, yo)dy.

| Pozndmka 5.2 |

1. Prirustky dz, dy zapisujeme také ve tvaru do = x — xo,dy =y — yo.

2. Je-li funkce f hladkd (m& na M spojité vSechny parcidlni derivace) v kazdém
bodé mnoziny M, ma v kazdém bodé této mnoziny diferencial. Piseme
df(z,y) = fi(z,y)dz + f,(z,y)dy.

3. Diferencial se pouziva k ptibliznému vypoctu funkénich hodnot.
f(@,y) = f(@0,90) + fr(z0,0) - (2 — 20) + f, (0, %0) - (¥ — o)
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6 Lokalni extrémy

Dulezitou casti diferencidlniho poétu je vySetfovani extrému funkci. V kazdodennim
zivoté se s nimi setkavame témeér na kazdém kroku. Napiiklad pri kazdém ekono-
mickém rozhodovani se fidime pozadavkem minimalnich naklad a maximalniho zisku.
Také prirodovédné déje probihaji tak, ze zkoumané veli¢iny nabyvaji nejvétsich nebo
nejmensich hodnot (vykonana préce, spotfebova energie).

Pii vySetfovani lokalnich extrému studujeme danou funkci pouze lokalné, tj. v okoli

néjakého bodu.

| Definice 6.1]
Rekneme, 7ze funkee f:E, — E; md v bodé Xy € E, lokdlni maximum (mini-
mum), jestlize existuje okoli O(Xy) bodu X takové, ze pro kazdy bod X € O(Xj)
plati

f(X) < f(Xo) pro lokdlni maximum,

f(X) > f(Xo) pro lokdlni minimum.
Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich ostré, mluvime o ostrych lokalnich maxi-
mech a minimech. (Ostrd) lokdlni maxima a minima se nazyvaji (ostré) lokalni

extrémy.

| Definice 6.2]
Necht f : E, — E;. Rekneme, ze bod Xj € E, je stacionarni bod funkce f, jestlize

v bodé X existuji vSechny parcialni derivace funkce f a plati

of
8I¢(XO)_O’ i=1,...,n.

Véta 6.1 (Nutnd podminka existence lokdlniho extrému)

Necht funkce f : E, — E; méa v bodé X, € E,, lokdln{ extrém a v tomto bodé existuji

vSechny parcidlni derivace funkce f. Pak je bod X jejim staciondrnim bodem.

Véta 6.2 (Postacujici podminka existence lokdlniho extrému)

Necht funkce f : Ey — E; ma v bodé [zg, yo] a néjakém jeho okoli spojité parcialnf
derivace druhého tadu a necht [xg,yo] je jeji staciondrni bod. Ozna¢me symbolem H

nasledujici determinant

H(xo,y0) = fre (0, %0) fglv/y(xmy())
7 f;’y(:co,yo) fg:/y(xo;yo)
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Nastane pravé jeden z nasledujicich pripadu.

Je-li H(zo,y0) > 0 a f! (xo,y0) > 0, pak ma funkce f v bodé [z, yo| ostré

lokalni minimum.

o Je-li H(zo,y0) > 0 a f (xo,y0) < 0, pak ma funkce f v bodé [zg,yo] ostré
lokalni maximum.
e Je-li H(xg,yo) <0, pak nemd funkce f v bodé [z, yo] lokédlni extrém.

Je-li H(zo,y0) = 0, pak nelze rozhodnout o existenci a kvalité lokdlntho extrému

pomoci druhych derivaci.

Poznamka 6.1 ‘

Determinant uvedeny v predchozi vété se nazyva Hesstiv determinant nebo-li Hessian.
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7 Absolutni (globalni) extrémy

Hledame-li nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce v dané oblasti, hleddme tzv. absolutni

extrémy funkce (globalni extrémy).

\Deﬁnice 7.1\
Necht f : E, — Ei,M C Dy. Rekneme, ze bod X, € M je bodem absolutniho
maxima (minima) funkce f na M, jestlize pro kazdy bod X € M plati:
f(X) < f(Xo) pro absolutni maximum,
f(X) > f(Xo) pro absolutni minimum.

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich ostré, mluvime o ostrych absolutnich maximech

a minimech. Absolutni maxima a minima nazyvame absolutni (globalni) extrémy.
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8 Funkce zadana implicitné

| Definice 8.1]
Necht F je funkce tif proménnych, tj. F': E3 — Eq,
M = {[z,y,2] € Dy;F(x,y,2) = 0} a necht pro bod [zg,yo,20] € D; plati
F (20, Y0, 20) = 0.
Jestlize existuje okoli U(xg, Yo, 20) bodu [z, Yo, 20|, U(z0,Y0,20) C Dy takové, ze

mnozina M NU je totozna s grafem funkce z = f(z,y), pak fekneme, ze funkce f je

v okoli bodu [zg, Yo, 20] implicitné definovana (uréena) rovnici F'(x,y,z) = 0.

Véta 8.1 (Postacujici podminka pro existenci funkce zadané implicitné)

Necht funkce F' : E3 — E; je definovdna a spojitd na mnoZiné
R = {[may72] S Df : ‘x_‘(EO‘ < 5a‘y_y0| < 57‘2_Z0‘ < 5}
a necht F(xzg, 0, 20) = 0.
Déle necht funkce F' mé spojitou parcidlni derivaci F!(x,y, z) v bodé [z, yo, 20] a plati
F(z0,90, 20) # 0.
Pak existuje okoli bodu [xg, y0, 20|, v némz je rovnosti F(x,y,z) = 0 implicitné defi-
novana praveé jedna spojita funkce z = f(z,vy).
Ma4-li navic funkce F' v bodé [z, yo, 20] spojité parcialni derivace Fy, F;, md implicitné

urcend funkce f v bodé [z, yo, 20|, parcidlni derivace a plati
F(20, Yo, 20)
F(x0, Yo, 20)
F, (o0, Yo, 20)

4 )

Yy
Lo, Yo, 20

fo(@o,90) = —

9

f;(fﬂoayo) ==

F

z

Pri vypracovani teoretické ¢dsti bylo pouZito zdrogu [1],[5],[10],[11].
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II. PRAKTICKA CAST
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9 Defini¢éni obory

Postup pri vySetifovani definiéniho oboru funkce z = f(z,y):

1. popiseme defini¢ni obor systémem nerovnosti,
2. ur¢ime geometrické oblasti, odpovidajici témto nerovnostem,

3. defini¢ni obor graficky znazornime.

9.1 Resené piiklady
9.1.1 Racionalni lomené funkce

L . P (z, y o : :
Racionélni lomené funkce R(z,y) = ﬁ maji definicni obor celou rovinu xy mimo

bodu, pro které je funkce ve jmenovateli rovna nule, tedy @, (z,y) = 0.

Pr. 9.1.1.1 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte defini¢ni obor funkce

_ == 1
P @y = g T2 —1aa

Resent

Plati podminka
922 4 16y% — 144 # 0.

Upravou dostaneme
92% + 169° # 144,
2 2

oy
L4
697

Ziskali jsme sttedovou rovnici elipsy se sttedem S = [0, 0] a poloosami a = 4, b = 3.

Defini¢ni obor funkce f je mnozina
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Obrazek 6. Definiéni obor funkce f (z,y) = m

9.1.2 Iracionalni funkce

Iraciondlni funkce z = X/ f(x,y) jsou definovéany pro body [z,y], pro které plati, ze

argument sudé odmocniny je vzdy nezaporny, tedy f(z,y) > 0.

Pi. 9.1.2.1 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte definiéni obor funkce

fly) =0 —2%—12) (2 +y%—4).

Resend

Musf{ byt splnéna podminka
(9—2"—9%) (®+y* —4) > 0.
Plat{ tedy
[(9—2 =y >0) A (22 +y*—4>0)| V][0 —2>—y* <0) A (2 +¢4* —4 <0)].
Upravou dostaneme
(P + <) A (P +y*>4)] vV [(@®+y* > 9) A (2® +y* < 4)].

Rovnice 22 +y* = 9 je rovnici kruznice se stiedem v bodé S = [0, 0] a polomérem r = 3

a kruznice 22 + y* = 4 m4 stied v bodé S = [0, 0] a polomér r = 2.

Defini¢ni obor funkce f je mnozina

Dy={[r,y] € By : 4 <2’ +¢* <9}
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Obréazek 7. Defini¢n{ obor funkee f (z,y) = /(9 — 22 — 42) (22 + y2 — 4)

Pr. 9.1.2.2 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte defini¢ni obor funkce

6x — 22 — y?
f(z,y) = (=

6 — 2 .2
TV 7Y Sy A 2oy 40

Resend

Plati podminky

x2—y

To nastane, pravé kdyz
[(6x—x2—y2 20)/\(952—y>0)] \Y [(61’—3:2—3/2 §0)/\(x2—y<0)}.
Upravou a doplnénim na uplny ¢tverec dostaneme

[(93—3)2+y2§9/\y<x2]\/[(w—3)2—|—y229/\y>x2].

Defini¢ni obor funkce f je mnozina

Dy ={[z,y] €E,: [(x—3)2+y2§9/\y<x2} v [(x—3)2+y229/\y>x2}}.




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 30

(=32 +y>=9

Obrézek 8. Defini¢éni obor funkce f (x,y) = br—z?—y?

x2—y

9.1.3 Logaritmické funkce

Logaritmické funkce z = log, f(x,y) jsou definovéany pro body [z, y], pro které plati,
ze argument logaritmu je vzdy kladny, tedy f(z,y) > 0.

Pr. 9.1.3.1 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte defini¢ni obor funkce

f (@,9) = Infsin (& + y)].
Resent

Musi byt splnéna podminka
sin (z +y) > 0.

Plati

(x+y) € (04 2km, 7+ 2kn),
k €7,

x+y# 0+ 2km,

T +y # 7w+ 2km,
k=1l:z+4+y#2n=>y#2r—x N z+4+y#3n=y#3r—=zx,
k=2:c4+y#dr=y#4dr—x AN x+y#dm=y#5br—u,
k=3:z4+y#£br=y#6r—x AN x+y#Tn=y#Tr—uz,
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2kr <z4+y<m+2kmke€l=—x+2kn<y<-—-z+ 2k+1)m ke Z.

Defini¢ni obor funkce f je mnozina

Dy={[x,y] €Ey: —z+2kr <y < —x+ (2k+ V)7, k € Z}.

7
N,

N N,
NN

N
N,
/‘/ﬁ//‘}/‘/%\/),\'//‘\//\///\

Obrazek 9. Defini¢ni obor funkce f (z,y) = In[sin (z + y)]

Pr. 9.1.3.2 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte definiéni obor funkce
f(z,y) =Infzn(y —2)].
Resend
Musi byt splnény podminky
[tln(y—2)] >0 A (y—z)>0.
Soucin [z1n (y — x)] > 0 je kladny, prave kdyz

z>0AIn(y—x)>0]Viz<0AIn(y—2)<0].

Odkud dostaneme
[z>0AIn(y—2z)>InljViz<0Aln(y—z) <Inl].

Odlogaritmovanim a upravou dostavame
(x>0ANy>z+1)V(e<0Ay<z+1).

Defini¢ni obor funkce f je mnozina



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 32

Di=A{lz,yl €Ey: (z>0Ny>z+1) V(e <0Ay>zAy<z+1)}.
A\

Sk “

Obréazek 10. Definiéni obor funkce f (z,y) = In[zIn (y — z)]

9.1.4 Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce z = arcsin f(z,y),z = arccos f(z,y) jsou definovany pro body

[z, y], které jsou omezeny nerovnostmi —1 < f(x,y) < 1.

Pr. 9.1.4.1 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte defini¢ni obor funkce
x
+y

f (z,y) = arccos

Reseni

Plati nerovnosti

X

—-1< <1 A y#-—u.

rT+y

Dostavame dva predpoklady:

a) x4y >0, tedy

—r—y<z AN z<zx+y,

b) z+y <0, tedy

—r—yz>x N xT>x+Y,
y<—-2x AN y<O0.

Defini¢ni obor funkce f je mnozina

sz{[a;,y]eE2z—1g;Tyg1Ay7éx}.
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Obrédzek 11. Defini¢ni obor funkee f (z,y) = arccos 1.

Pr. 9.1.4.2 Urcete a v roviné xy graficky znazornéte defini¢ni obor funkce
f (z,y) = arcsin % + arccos(1 — y).
Y

Resend
Plati nerovnosti
T

_1§y2

<1 AN —-1<(1-y)<1 A y#0.

Z prvni nerovnosti ipravou dostavame

y* > —w

> >
@M @M|H
(AVARVAN
'&3 =

7 druhé nerovnosti dostavame

-1<1—-y AN 1—-y<I1,
y<2 AN y=0

Defini¢ni obor funkce f je mnozina

Di={z,y] €Ea:y? > —a Ay > Ay<2Ay>0}.

y =2 2

Obrédzek 12. Defini¢ni obor funkce f (z,y) = arcsin ;3 + arccos(1 — y)
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9.2 Neresené piiklady k procviceni

Urcete a v roviné zy graficky znazornéte definiéni obor dané funkce:

22 402
L ) = Dy = {lw, 4] € By -y # 5 # )]
2. f(z,y) = ;;jj;:;z Dy ={[z,y] € Ey: x < 2? + y* < 22}
3. flz,y) =V1—a2+/y? 1 Dy ={lz,y] € Ez: [z| < L;|y| > 1}]
4. f(z,y) =In(y? — 4o +8) Dy ={[z,y] € Ea:y* > 4(x —2)}]

5. f(z,y) =In(z®> —y)+ oz —2y+4 [Dy={[z,y] €Br:y<a’Ay<iz+2}]

6. f(z,y) = /sin (m (2% + %)) Dy =A{lz,y] € Eo: 2k < a?+y* <2k + 1}
7. f(z,y) = arcsin (2y (1 + z%) — 1) Dy ={[z,y] €E2: 0< y < 1+1$2 }
8. flz,y) = m(lvf ;22;7;22) Dy = {[e,y] € Bz :y > 22% Aa® + 32 < 1)]
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10 Parciadlni derivace

Postup pri vypoctu parcialni derivace:

1. vSechny proménné kromé té, podle které derivujeme, povazujeme za konstanty,

2. pro pocitani parcidlnich derivaci plati obvykla pravidla pro derivovéani.

10.1 Resené piiklady
Pi. 10.1.1 Vypocitejte prvni parcidlni derivace funkce

f(z,y) = 52y® — 2%y® + da®y® — y.
Resend

Pti derivaci podle proménné x povazujeme proménnou y za konstantu, tedy

of (z,y)

= 152%y* — 229> + Sxy?.
ox

Pti derivaci podle proménné y povazujeme proménnou x za konstantu, tedy

—8f((9:c, y) = 102y — 3a%y* + 8a?y — 49°.
Yy

Pi. 10.1.2 Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce

f(z,y) =

x
Resent
Derivujeme pomoci vzorce pro derivaci podilu

22 4y2 g2

2 2 _ a?
0f(x,y) VTP —a Y4y e VU TV T Ty

o ()
y? y?

VvV +y?- (22 +y?) (22 + y2)3
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1 __my
Of(ry) _ —w 5@ +9°) 7% 2y " \rrp ry _ zy
dy ( 2 - y2>2 7?2 4 y? Vi +y?- (22 +y?) (22 + y2)3

Pt. 10.1.3 Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce

f(z,y)=e"v.
Regend

Podle proménné x i y derivujeme jako slozenou funkci

of(@y) _ - (_1) _ e

ox
of (x,y)

—— =

dy

< |8
—~
&
N—
—
|
—_
N—
@\
N
|

Pr. 10.1.4 Vypocitejte prvni parcidlni derivace funkce

z+1

f(ﬁ,g) =z-e=v.
Reseni
P1i derivaci podle proménné z pouzijeme vzorec pro derivaci soucinu, proménnou ¥y

povazujeme za konstantu

— L — ey _|_:1;.exy .

Of(x,y)  =n1 so oy — (@4 1)y em s —y xl.< 1)
Oz (zy)* x%y '

Podle proménné y derivujeme jako slozenou funkci, proménnou x povazujeme za kon-

stantu

of (x,y) a1 —(z+1)x  en (_:v—i—l)

a—y:x.ery.l‘2—y2:ezy. y2

Pr. 10.1.5 Vypocitejte prvni parcidlni derivace funkce
f(z,y)=In (x+ x2+y2) :
Resent

1
Derivujeme podle vzorce (Inx) = — jako slozenou funkci
x
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Of(z,y) { Lo, o3 } 1 T

= A4+ (2" +y) 2 2t =——— |1+ —— | =
Ox T+ 2+ y? 2( ) z+ 2?4+ y? Va2 +y?

1 ?2+yita 1

4+ 42 P+ yE Pt

2 IRV ET

Ay x+ /22 +y?
y

— _ Y
\/x2+y2‘(x+ I2+y2) o2 Ay a? g2

of(x.y) _ L : F (x2+y2)7% ,24 N

Pr. 10.1.6 Vypocitejte prvni parcidlni derivace funkce

r—Y
T,y) = arct .
f(x,y) Sty
Resent
1
Derivujeme podle vzorce (arctgx)’ = 22 jako slozenou funkci
x
of(z,y) 1 (aty) —(z—y) _ 1 rHy-—x+y
or o—y ) x4+ 1y)? (@) -y’ r+vy)?
1+ (ﬁ) (@ +y) (o50)? (@ +)
(z +y)* 2y y

:x2+2xy+y2+x2_2xy+y2 (:U+y)2 :x2+y27

of (x,y) 1 @ty —(@—y) _ 1 Ty —aty
0 N )2 2 T (@)t (z—y)? 2 -
Yo () s y) @)? (@ +1)
(x + y)2 —2x —x

TPty =2y + ) (w4y)? 24y

Pt. 10.1.7 Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce
Y
flzy)=(z)".
Reseni

Plati: u(x’ y)U(l‘,y) — e”(fﬂﬂy)'lﬂu(w,y).

z¥-Inx

Derivujeme tedy f(z,y) =e

8f(x,y) — exy~lnoc X y_l,y—l ‘lnx +2v - l
Ox x)’

8f(a:, y) ¥ Inx

——— =e (2¥ -Inz-Inz).

dy
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Pi. 10.1.8 Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce

f(z,y)

Reseni

Derivujeme podle vzorce (Inx)’

of(z,y) 1

V¥

2+t

[% (x2+y2)’% ~2x—1} (\/W—&-x) - (W—x) {% (x2+y2)’%’ -2a:+1:|

ox - \/12+y27z )

Va2ty2ta

\/m-l—z ]

Va24y2

(iﬁ ).( 2y ) - (

(V)

) (SEF)

- \/x2+y2—x
2

2 (VaTi2)? o2 (VaTi?)

(Vo

Va2 4y? Va2 +y?

+:r) :

—2y2

Val+y?

— 1 .
o \/x2+y27x \/902+y2+m

—2y2 1 _

— 1 .
- \/x2+y27x \/x2+y2+x

—2y2

— 1 . . =
o \/x2+y27:1: \/x2+y2 \/x2+y2+x

of () _ 1

(12+y2712)-\/12+y2

(122 02) 2 2] (e~ (Vorri o) [3(e240?)

_ =2
\/x2+y2’

T V242 ’

dy
Va2+y2+a
yWalty2+ay  yVa2+y24ay
v 22 +y2+x

(\/m+r)2

2xy

22492

— Va2 4y? Va2 ty?
\/xQ +y2—z \/x2+y2 +x

1 —

_ 1
o \/x2+y27x

. \/:1:2+y2+:1:

2xy

— 1 . 2xy . —
\/x2+y2_$ \/xz_,_yz \/xz_,_yz_,,_x

(x2+y2_x2),\/x2+y2

— 2z
yy/22 4y

10.2 Neresené priklady k procviceni

Vypocitejte prvni parcidlni derivace dané funkce:

L f(z,y) =

333 +y3
x2 +y2

. f($7y>:

- flxy) = ev + gV

f(z,y) =In (\/xzfy>

f(z,y) =e"In(3 —y?)

2
flzy) =4/1— (%) + arcsin

[ P2y A
(z+y)” ]

T (aty)?? Y

2432222 2213
(@2 +y?)?

= =

1
— jako slozenou funkci, tipravami dostavame
x

—2x 1

y4+3a;2x2 —2z3y )
(z2+y2)*

[fg’ﬂ —=ev -i%—yxy_l,f; —ev (—ﬁ) +Inx-2Y

42y
2a(e+y)’

=
fi=emE—y).

T+y

Y

1 TY—Tr—yY
z2\/ zy+z+y’

=

fi=-%

7=

1
2(z+y) |

_ 2% |
= 57|

rYy—r—y
TY+T+y |
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10.3 Parcialni derivace vyssich radu

10.3.1 Resené piiklady

Pi. 10.3.1.1 Vypocitejte prvni a druhé parcialni derivace funkce
2

coS T
flzy) =
Yy
Resend
Of(x,y) —sinz®-2r-y —2z-sinz®
dr y? - y
of(x,y)  cosa?
dy
Of(x,y)  (—2sinz? —2wcosa?-2x)2y  2sinz’® + 4z° cosx?
or2 y? B Yy
O*f(xz,y)  2ycosx®  2cosz”
T
O*f(x,y)  2wsina®
oxdy  y?

Pi. 10.3.1.2 Vypocitejte prvni a druhé parcialni derivace funkce

f(x,y)=fv\/§+%-

Resend

0f(2,) 1y ey
Ox = Vit 3)" =V 3Vt
of (z,y) 1 1 x 1
Oy —Egy

9V’

Pflry) 1 1\ s
oy? 2 2 )V T 4/y3
Pflr,y) 1 _a 1 1 1
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10.3.2 Neresené priklady k procviceni

Vypocitejte prvni a druhé parcidlni derivace funkce:

L f(z,y) =In(z+y?)

"o 2y "no__

2. flzy)=zy+ 3

-/_ 1 ! T "o __ "o 1 " __ 2z
fz_y—i_g’fy_x_?? xm_07 zy_l y_27 yy_y_?)]

T

3. flz,y) = arcsinm

— Tty
4. f(x,y) = arctg o
f/_ 1 f/_ 1 "o —2 //_O "o —2y
r T a2y T 1y Jar T (1pe2)?0 oy Yy (142)2

r_ 1 e 2y " 1
fx - ;H_yQafy T orty T T ()20 YTy T (24y2)20 YWY T (z4y2)?

i 2_,2
fr= |yl 1= —z|y| no_ 2yl e _ wi(=*=2*) _
x x?4y27Jy y(a?+y?)’ Jxx (2+442)%7 I 2y y(x2+y2)% 7T yy (22+4y2)?
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11 Diferencial funkce

K vypoctu diferencidlu funkce z = f(z,y) v bodé [z, yo] pouzijeme vzorec:
df(zo,v0) = fo(wo,y0)dx + f, (0, yo)dy.

11.1 Resené piiklady

Pr. 11.1.1  Vypocitejte hodnotu diferencidlu zadané funkce v daném bodé a pro dané

prirustky dz,dy

flxyy) =z+y—J/x2+y?> vbodé[3,4; de=0,1;dy=0,2.

Resend

Spocitame parcidlni derivace funkce v bodé [3, 4]

8f(l’,y)7 1 2 2_% _ X
Ox -

8f(a:,y)_ 1 2 2*% — Yy

o =1 2(:5 +y°) 22y =1 Ty
o/(3.4) _
dy —

Plati tedy

df(3,4) =0,4-0,1+0,2-0,2 = 0,08

Pr. 11.1.2 Vypocitejte hodnotu diferencialu zadané funkce v daném bodé a pro dané

prirustky dz,dy

zT+y
1 -2y

f (z,y) = arctg v bodeé [1,2]; dx =0,02; dy = 0,01.

Resend

Spocitame parcidlni derivace funkce v bodé [1, 2]

of(x,y) 1 (A—azy) —(@+y)-(-y) _ 1 l—ay+tay+y®
- - 2 2
e (m)y  U-w CHEs -ay
(1—xy)2 1+ B 1+ 92 1

- 1—2zy+ 222 + 224+ 2zy + 42 (1—ay)? (1422 +y? (1 +2?) T
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0f(1,2) 1
or 2
0f(x.y) _ 1 (I—zy) —(r+y)-(z2) _ 1 l—ay+a®+ay
oy ety )2 — zy)? T ()t @y)? —ay)?
Y 1_‘_(%) (1—2zy) # (1—2zy)
B (1—zy)® 1422 1+ 22 1
12wy + a4 2y +y? (1—ay)? (422 +y2(1+2?)  14+y2
0f(1,2) 1
dr 5
Plati tedy

1 1
df (1,2) = 50,02+ 2 -0,01 = 0,012,

11.2 NereSené priklady k procviceni

Vypocitejte hodnotu diferencialu zadané funkce v daném bodé a pro dané prirustky:
1. f(x,y) = €™ v bodeé [1,2] pro de = —0,1, dy = 0,1

(—0,739]
2. f(z,y) = arctg ¥ v bodé [1,3] pro dz = 0,01, dy = —0,05

[0, 008]
2 .2
3. flw,y) = —2

v bodé [2,2] pro dz = 0,03, dy = 0,01

0, 02]
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12 Vypocet priblizné hodnoty vyrazu

K vypoctu priblizné hodnoty vyrazu pouzijeme vzorec:
f(@,y) = f(xo,90) + frlwo, %) - (v — x0) + f;(xo,yo) (Y — Yo)-

12.1 Resené piiklady
Pr. 12.1.1 Vypocitejte ptibliznou hodnotu vyrazu

In (/1,03 4 /0,98 — 1)

Resend

K vypoctu vyuzijeme funkéni hodnotu a parcidlni derivace funkce
flx,y)=1In ({"’/Ejt Vy — 1) v bodé [1, 1] a prirustky dz = 0,03,dy = —0, 02.

Vypocitdame hodnotu funkce a parcidlni derivace v bodé [1, 1]

f(1,1) =0,
of(x,y) _ 1 1oeofy 1
or  Yr+yy—1 3 dx 3’
of(x,y) _ 1 1o of(1,1) 1
oy Vr+ag—1 40" dy 4

Plati tedy

1 1
o (V2 + /5 — 1) ~ 0+ 50,03~ 0,02 = 0,005

Pr. 12.1.2 Vypocitejte pribliznou hodnotu vyrazu
2,98tg44° - In (/3,99 — 1) .

Resend

K vypoctu pouzijeme funkci

f(z,y,2) =x-tgy-In(y/z — 1) v bodé [3, 274} a s prirustky

— —0.02 T — —0.01.
dx 0,02,dy 180,dz 0,0

Vypocitame hodnotu funkce a parcidlni derivace v bodé [3, T 4]
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F(3.5.4) =0
af(giryaz):tgyln(\/z_l)7 af(37§’4):

8f(:zc,y,z)_x1n(\/§—1) af(37r )
dy

cos? ’ dy =0

0z 2z (V1) 0z
Plati tedy

3
2,98 tg 44° - In (\/3,99— 1) ~040-(—0,02)+0- 1% + 2+ (=0,01) = Z0.0075.

12.2 NeresSené priklady k procviceni
Vypocitejte pribliznou hodnotu vyrazu:

1. /2,982 + 4,052

(4, 948]
2. 1,002 - 2,0032 - 3,004

108, 97]
3. 0,97201

[0,94]
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13 Implicitné zadana funkce

13.1 Implicitné zadana funkce jedné proménné

13.1.1 Resené piiklady

Pi. 13.1.1.1  Urcete prvni a druhé parcialni derivace podle x funkce dané implicitné

?—zy+2°+z—y—1=0.

Resend

/
Fy
Pro parcidln{ derivace funkce F(x,y) = 2% — zy + 2y*> + v — y — 1 plati

a) | Podle vzorce y/(x) =

F =2z —y+1, Fy=—r+4y—1.
Dosazenim do vzorce dostavame

, y—2r—1

Y :4y—a:—1'

b) | Derivaci dané rovnice 2% — zy + 2y*> + v —y — 1 = 0 podle z, kde y = y(z).

2t —y—ay +4yy +1—y =0.

Vyjadienim 3’ dostavame

, y—2r—1

4 :4y—x—1'

Pro uréeni druhé derivace pouzijeme rovnici prvni derivace 2z —y—zy'+4yy’ +1—1y' = 0,

kterou znovu zderivujeme podle x
2 _ y/ _ xy// _ y/ +4(y/)2 _'_4yy// _ y// — O

Vyjadienim y” dostavame

y//: 4(:9,)2_23/—2
dy—x—1

Pr. 13.1.1.2 Najdéte rovnici tecny ke grafu funkce dané implicitné rovnici

e™ +siny + y? =1 v bodé [2,0].
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Resend

Pro rovnici tecény ke grafu funkce y = y(z) v bodé [xg, yo| plati vztah

Y —yo =y (w0) - (v — mp).

Derivaci rovnice e® + siny + y? = 1 uréime 3/

ye*?
Ty ! \TY / 2 /:O = :
ye™ + xy'e™ + cosyy + 2yy ; Y e + cosy + 2y

Vypocitdme hodnotu derivace v bodé [2, 0]
,0) =

y'(2 0.

Dosazenim do rovnice teény dostavame

<
I
o

H

Pi. 13.1.1.3 Najdéte rovnici normaly ke grafu funkce dané implicitné rovnici
25 4+ y° — 22y = 0 v bodé [1, 1].

Resend

Pro rovnici normély ke grafu funkce y = y(z) v bodé [z, yo| plati vztah

(x — ).

Derivaci rovnice z° + 3° — 2zy = 0 uréime 3/

52t + 5y°y — 2y — 2xy’ = 0,
, 2y — 5t
Y =5yl — o

Vypocitdme hodnotu derivace v bodé [1, 1]
J(1,1) = 1.

Dosazenim do rovnice normély dostavame

Y = .

13.2 Implicitné zadana funkce dvou proménnych

13.2.1 Resené piiklady
Pr. 13.2.1.1 Najdéte rovnici tecné roviny funkce dané implicitné

¥+ + 2% —3xyz — 2z —y—2=0vbodé [1,0,1].
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Resend

Uréime hodnotu parcidlni derivace 2/, v daném bodeé [1,0, 1]

2 =32 +32% 2 —3y(z+2-2)—-1-2, =0,

32° 4+ 3222, — 3yz — 3y, —1— 2, =0,
2 (32 — 3zy — 1) = 3yz + 1 — 322,

3yz + 1 — 322
" 1(1,0,1) = —1.
Z:L‘ 322 ?):Uy 1’ Zx(? ) ) —_

Uréime hodnotu parcialni derivace z;, v daném bodé [1,0, 1]

/o 2 2 / ! r
z, =3y +32° 2, —3v(2+y-z,)—1-2,=0,

3y2+322~z;—3xz—3xyz;—1—z;:(),
2, (32° = 3xy — 1) = 3zz + 1 — 3y°,

,:3xz+1—3y2

v 322 —3xy — 1’

2(1,0,1) = 2.

Dosazenim do rovnice tecné roviny

T2 — 20 = 2,(T0,Yo) - (¥ — 20) + 2,(0,Y0) * (Y —

Yo)

dostaneme
z—1=—-1(x—1)+2(y —0),
z—1=—-z+1+4 2y,
T:x—2y+2=0.

13.3 Neresené priklady k procviceni

1. Urcete prvni a druhé parcidlni derivaci podle = funkce dané implicitné rovnici

r+y—eY=0 y’:e—,
eV + 1

2. Urcete prvni a druhé parcidlni derivace podle x funkce dané implicitné rovnici

2y — 322

54y — 22y =0 =

2 +y* — 2xy {y 37— 23
3. Urcete rovnici tecné roviny v bodé [1, 1, 1] k plose

>+ —3rz+ax+y—2=0

"no__

"_ exiy(l B y/)Z'
er Y + 1

4y — 6z — 6y(y')?]
3y? — 2w

[T:3y —4z+1=0]
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14 Lokalni extrémy

Postup pti hleddni lokdlnich extrému funkce f(z,y):

—_

urc¢ime definiéni obor dané funkce,
2. vypocitdme parcidlni derivace f7, f; a polozime je rovny nule,

3. pomoci soustavy rovnic najdeme stacionarni body,

" " i

4. vypocitame parcialni derivace [y, f,, fyy

a hodnoty téchto derivaci ve sta-

cionarnich bodech,

5. pomoci Hessianu ve stacionarnich bodech rozhodneme o existenci a druhu

lokalnich extrému,

6. vysSetiime chovani funkce v okoli stacionarnich bodu, ve kterych je hodnota
Hessianu nulovd, a v okolf bodii, v nichz parcialni derivace f;, f, nejsou defi-

novany.

14.1 ResSené piiklady
Pr. 14.1.1 Stanovte lokdlni extrémy funkce

f(z,y) = 2* + 2zy + 3y* + 5z + 2.
Reseni

Stanovime defini¢ni obor funkce

Dy = E,.

Spocitame parcialni derivace
fi=2r+2y+5, fy, = 2w+ 6y +2.

Parcialni derivace polozime rovny nule, vznikne soustava dvou rovnic o dvou neznamych

20 4+2y+5 = 0 /-(-1)
2v+6y+2 = 0
4949 = 3
3
YT

Dosazenim do prvni rovnice dostavame
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3 13
2x+2~1+5:0,odkudx:—z.
VyteSenim soustavy ziskdavame tedy stacionarni bod P = [—%, %] .

Spocitame druhé parcidlni derivace v bodé P = [—Q §]

f:)lslx:27 faljly:27 f;/yZG,
13 3 13 3 13 3
N i R A e ) nmo[_22 2\ _
(20 (B
2 2
2 6

=12-4=8.

Plati

r(-2,3)>0 A H(-B.3)>o0.

T 4

7 vyse uvedené podminky vyplyva

P = [—Q, %] je lokdlni minimum, f (—%, %) = —7,375.

Pi. 14.1.2 Stanovte lokalni extrémy funkce
50 20
flzy)=2-y+—+—.
iy Yy
Regend
Uréime definiéni obor

Dy ={[z,y] € Ey;z #0Vy #0}.

Spocitame parcialni derivace
fi=y—5027%  fl=x-20y"

Vytesime soustavu rovnic

50
-5 = 0
20 20
2\ 2
Yy
— 50 = = 0
v (5)
4
Yy
y-—3g =V
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11 = 0 = nem4 teSeni
Yo =2,29 =5 = P =[5,2].

Spocitame druhé parcidlni derivace v bodé P = [5, 2]

f// — 1001,—3, f// _ 1’ f// 40y—3’

zy = vy

4
fa/:/x 572) = 57 fa/:/y<572) = 17 le//y(5’2) =9.
Sestavime a vypocitame Hessian
21
15

Plat{
" (52)>0 A H(52)>0.

7 vyse uvedené podminky vyplyva

P = [5,2] je lokdln{ minimum, f (5,2) = 30.

Pr. 14.1.3 Stanovte lokédlni extrémy funkce

flz,y) =3+ (x2 +y) eY.
Reseni

Uréime defini¢ni obor

Dy = E,.
Spocitame parcialni derivace

fi=2x-¢, fr=a%+e +y-e.

Vytesime soustavu rovnic

2v-e? = 0 /:e¥ =x=0
r?e’ +ev+y-e¥ = 0
eV +ye¥ =
e (1+y) =
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Spocitdme druhé parcidlni derivace v bodé P = [0, —1]

n o Y n o __ Y " 2.y Y Yy Yy
Jow =2€", [y, =22-¢", f xe’ 4+ e¥ 4 e¥ + yeY,

v

Ji(0,=1)=2¢"1 f1(0,-1)=0, fr(0,—1)=¢e".

Sestavime a vypoc¢itame Hessian v bodé P = [0, —1]

2t 0

efl

H(0,-1) = =(27"-e) —0=2e"

Plati
7 (0,-1)>0 A H(0,—-1)>0

7 vyse uvedené podminky vyplyva

P = [0, —1] je lokdln{ minimum, f (0, —1) = 2,632.

Pi. 14.1.4 Stanovte lokalni extrémy funkce
f(z,y) :3-ln%+2lny—|—ln(12—x—y).
Reseni

Uréime defini¢ni obor

D =A{lz,y €Ey;z>0 AN 0<y<I12—zx}.

Spocitame parcialni derivace

.31 21

= T mmemy BTy

Vyfesime soustavu rovnic
3-(12—x—y)—a =
2. (122 —y)—y =

—dx—3y = =36 /-(-1)
or—3y = —24
r = 6

Dosazenim do prvni rovnice dostavame

3-(12—6—y) —6 =0, odkud y = 4.
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Dostavame tedy stacionarni bod P = [6, 4].
Spocitdme druhé parcidlni derivace v bodé P = [6, 4]
3 1 1 2 1
,/____ //:_ /I:___
foe =0 (12— 2 —y)*’ oy 12—z —y)* T ¥ (12— —y)*
1 3
fa/c,x(6’4) = _ga f;:/y(674) = _17 fg///y(6?4) = _g'

Sestavime a vypocitame Hessian

H(6,4) = '

= ol

Plati

1(6,4) <0 A H(6,4)

7 vyse uvedené podminky vyplyva

> 0.

P = [6,4] je lokaln{ maximum, f(6,4) =5In2.

14.2 NeresSené priklady k procviceni

Stanovte lokalni extrémy dané funkce:
1. f(z,y) = 2zy — 32% — 2> + 10
2. flz,y) =9—(z-5)"+(y —4)°

3. flz,y) =e* - (z+y* + 2y)

e~

Cflzy) =z Jy—a*—y+6x+3

ot

flry) =3+ (22 4+ y) - e¥

|

lokmax f(z,y) = £(0,0) = 10]
[lokalni extrémy neexistuji]
[IOkmin f(xay) = f(%: _1> = _g]

[lokmax f(x,y) = f(4,4) = 15]

lokmin f(z,y) = f(0,—1) =3 — ﬂ
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15 Globalni extrémy

Postup pri hledani absolutnich extrémi funkce dvou proménnych:

1. uréime defini¢ni obor a graficky znazornime mnozinu M,
2. urcéime stacionarni body uvniti mnoziny,

3. vysetfime funkce na hranici mnoziny, tj. dosazeni rovnice kiivky, ktera tvoii
¢ast hranice, do funkce (vySetiujeme tedy extrémy vzniklé funkce jedné

promeénné),

4. zjistime funkéni hodnoty ve vSech takto nalezenych bodech a z nich vybereme

maximalni a minimélni ¢iselné hodnoty.

15.1 Resené piiklady

Pr. 15.1.1 Stanovte globalni extrémy funkce
f(x,y) = 2% + y* — vy — x — y na trojihelniku ABC o vrcholech
A=[-1,0],B=11,2],C =[3,0].

Redent

Uréime defini¢éni obor a graficky znazornime trojihelnik ABC

Df :EQ.
v,
C
2
A B
-1 0 1 2 3 x

Obrazek 13. Trojihelnik ABC

Spocitame prvni parcialni derivace

fi=2x—y—1, f;:2y—x—1.
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Uréime stacionarni body uvniti trojuhelniku fesenim soustavy

2c—y—1 = 0
2y —z—1 = 0 /-2
2r—y—1 =
—2r+4dy—2 =
3y = 3
y = 1=P =[1,1].

Z grafického znazornéni je ziejmé, ze bod P;[1, 1] lezi uvniti trojihelniku ABC.

Dosazovaci metodou stanovime stacionarni body na hranici trojihelniku
- usecky AB, BC, CA.
a) ‘Pro usecku AB plati: ‘

y=0 A z€(-1,3).
Zkouméme podezielé body funkce f(x,0) = 2% —x = hy(x).
Resfme rovnici #)(z) = 2z — 1 = 0, odkud z = 1.
Dosazenim do rovnice usecky dostaneme y = 0.

Jedinym podezielym bodem tsecky AB je tedy bod P, = [%, 0} :

b) ‘Pro usecku BC plati:

y=3—x AN xz€(1,3).

Zkouméame podezrelé body funkce

flx,3—2) =2 +(3—2)*~2(3—2)—2—(3—12) = 2*+9—6r+2°—3x+2°—r -3+ =

= 32° — 97 + 6 = hy(x).

Resfme rovnici h)(z) = 62 —9 = 0, odkud x = .
g
Jedinym podezielym bodem tsecky BC je tedy bod P = [%, %} .

Dosazenim do rovnice isecky dostaneme y =

c) ‘Pro usecku CA plati:

y=xz+1 AN ze(-11).

Zkoumame podezrelé body funkce
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flz,x+1) =2 +(x+1)—2(x+1)—z—(z+1) = 2* +2*+ 22+ 1 -2~z —0—2—1 =
= 2% — 2 = hs(x).

Resime rovnici 24(z) = 2z — 1 = 0, odkud z = 1.
3
5.
1

Jedinym podezielym bodem tsecky CA je tedy bod P, = [5, %} .

Dosazenim do rovnice usecky dostaneme y =

Stanovime funkén{ hodnoty funkce f(z,y) = 22 +y? — vy — x —y v podezielych bodech

a ve stacionarnich bodech trojihelniku ABC

f(P1>:f(171):_17

f(P) = f(3.0) = -1,
f(PZS):f(%?%) %7
fP) =135 = —1,
f(A) = f(=1,0) =2,
f(B) = f(3,0) =6,
f(€)=r1,2)=0.
Globalni minimum nastédva tedy v bodé P, = [1,1], f(1,1) = —1 a globaln{ maximum

v bodé B= [3,0], f(3,0) = 6.

Pr. 15.1.2 Stanovte globalni extrémy funkce
f(x,y) = y? + 22y — 42 — 6y na obdélniku ABCD o vrcholech
A=10,0],B=1[2,0,C=[0,3],D = [2,3].

Reseni

Uréime definic¢ni obor a graficky znazornime trojihelnik ABC

D; = E,.

v,

C D
3
2,-
1,-

B

0 1 2 @

Obrazek 14. Obdélnik ABCD
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Spocitame parcialni derivace dané funkce
fo=2y—4, f,=2y+2zx—6.

Resenfm soustavy uréime staciondrni body uvniti obdélniku ABCD

2y—4 = 0 =y=2
2u+2r—-6 = 0 =z=1

Resenim soustavy je bod P, = [1,2], ktery lezi uvniti obdélniku ABCD.

Dosazovaci metodou stanovime stacionarni body na hranici obdélniku - usecky AB,
AC, BD, CD.

a) ‘Pro usecku AB plati:

y=0 A z2€(0,2).

Zkouméame podezrelé body funkce

f(z,0) = =4z = hy(z),
hi(x) = —4 = na usecce AB neexistuji zddné podezielé body.

b) ‘Pro usecku AC plati: ‘

=0 A ye0,3).

Zkouméame podezrelé body funkce

£0,y) = y* — 6y = ha(2),
hy(z) =2y — 6 =0, odkud y = 3.
Jedinym podezielym bodem tsecky AC je bod P, = [0, 3].

c) ‘Pro usecku BD plati:‘

r=2 A ye(0,3).

Zkouméame podezrelé body funkce

f2y)=y* +4y =8 — 6y =y* — 2y — 8 = hy(),
hy(z) =2y —2 =0, odkud y = 1.
Jedinym podezielym bodem tsecky BD je bod P = [2,1].

d) | Pro tisecku CD platf: |

y=3 AN z€/(0,2).
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Zkoumame podezrelé body funkce
f(x,3) =9+ 6x —4x — 18 = 22 — 9 = hy(x),
hiy(x) =2 = na usecce CD neexistuji zadné podezielé body.
Stanovime funkén{ hodnoty funkce f(x,y) = y* + 22y — 4z — 6y v podezielych bodech
a ve vrcholech obdélniku ABCD

f(P) = f(1,2) = =8,

(

(
f(A) = £(0,0) =0,
f(B) = f(2,0) = =8,
f(C) = f(0,3) = =9,
f(D) = f(2,3) = 5.

Globalni minimum nastéava tedy v bodech P, = C' = [0, 3], f(0,3) = =9, Py = [2, 1],
f(2,1) = =9 a globalni maximum v bodé A= [0, 0], f(0,0) = 0.

Pi. 15.1.3 Stanovte globalni extrémy funkce

f(z,y) = 20° + 42 + y* — 22y na mnoziné M omezené y = 2> Ay = 4.
Resent
Urcime defini¢ni obor a graficky zndzornime mnozinu M

Df - EQ.

Prusec¢ikem paraboly a primky ziskdme body A,B - dosadime y = 4 do y = z° a
dostaneme 2% = 4 = x = +2, tedy A = [-2,4], B = [2,4].

\_ [/

Obréazek 15. Mnozina M
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Spocitame parcialni derivace dané funkce
fi =62 + 8z — 2y, fy =2y — 2.

Resenim soustavy urcime stacionarni body uvniti dané mnoziny

622+ 8xr — 2y =
20—2xr = 0 =y==x
62> +6x = 0 /:6
?4+r =
r-(r+1) =
T = O:>y1:()
To = —1:>y2:—1

Resenim jsou dva body P, = [0,0], P, = [-1, —1].
Z grafického znazornéni je ziejmé, ze bod P; = [0,0] lezi na dané mnoziné. Bod

Py = [—1, —1] nelezi na mnoziné = neni extrém.

Dosazovaci metodou stanovime stacionarni body na hranici dané mnoziny - hranici

tvoif pifmka y = 4 a parabola y = 22.

a) ‘Pro pifmku y = 4 plati:

y=4 N z€(-2,2).

Zkoumame podezielé body funkce

f(x,4) = 22° + 42 + 16 — 87 = hy(z).
Resime kvadratickou rovnici

R (x) = 62% + 8z — 8 = 0, odkud dostdvdme dva body 7, = —2, 29 =

(NI )

Y

Wl N

W
| IR

Na piimce y = 4 dostavame tedy dva podezielé body P = [—2,4], Py = [

b) | Pro parabolu y = z? plati:

y=2> A z€(-22).

Zkoumame podezielé body funkce

f(z,2?) = 22% + 42 + 2* — 22% = 2% 4 42” = hy().

Resime rovnici
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hhy(z) = 42° 4+ 8z = 0, odkud dostdvame z; = 0,75 = —2 = nem4d Fesen.

Jedinym podezielym bodem paraboly je bod Ps = [0, 0].

Stanovime funkéni hodnoty funkce f(x,y) = 223+ 42?4+ y* — 2zy v podezielych bodech

a v hrani¢nich bodech mnoziny

f(P1>:f(070): )
f(Ps) = f(=2,4) =32,
f(Py) = f(3,4) =13.04,
f(Fs) = f(0,0) =0,
f(A) = f(=2,4) =32,
f(B) = f(2,4) = 32

Globalni minimum na mnoziné M nastdva v bodech P, = P5 = [0,0], f(0,0) = 0,
globalni maximum nastava v bodech Py = A = [-2,4], f(—2,4) = 32,
B =1[2,4], f(2,4) = 32.

15.2 Neresené priklady k procviceni
Stanovte globalni extrémy funkci definovanych na danych mnozinach:

1. f(z,y) = 2* — y*® na kruhu 2* + 3> < 4
[MAX f(z,y) = f(2,0) = f(=2,0) = 4, MIN f(z,y) = f(0,2) = f(0,-2) = —4]

2. f(z,y) = 2® — 2y*> + 42y — 62 — 1 na mnoziné x > 0,y > 0,y < —x + 3
[MAX f(2,y) = £(0,0) = =1, MIN f(z,y) = f(0,3) = —19]

3. f(z,y) =z — 2y + 5 na trojihelniku vymezeném piimkami y =x + 1,y =3 — z,
=0
[MAX f(z,y) = f(0,1) = 3, MIN f(z,y) = f(0,3) = —1]

Vybrané priklady jsou c¢erpdny ze zdroju [1],]6],[9],[10],[11],[12],[13].
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16 Aplikace s pouzitim diferencidlniho poctu funkce vice proménnych

Pr. 16.1

Nosnik z materialu o materidlové konstanté C' je zatizen silou p. Délka nosniku je L,

vyska h a Sirka w. Silovym ptusobenim se nosnik prohne o

_ pL?
§=Cs.

Uzitim parcialnich derivaci vyjadiete rychlost zmény prohnuti nosniku v zavislosti

na vysce h a §itce w.

I

Resend

Jednotky jednotlivych veli¢in jsou: p

L

Obrézek 16. Nosnik

= 2kN, L =

w

lm, w = h

h

= 10 cm, C' =

5000. Jednotky veliciny C' jsou zvoleny tak, aby S vychazelo v centimetrech. Potom

dostavame S = 1 cm. Predpokladame, ze material nosniku ubyva tak, ze Ah = Aw =

—0, 1 cm/mésic.

Plati tedy

Spocitame parcialni derivace

05 _
ow
oS _
oh

Pro zadané hodnoty dosazenim dostavame

0S
o

Odkud

08 08

pL? —2 pL' 1

(=1 - _ -

p —4 p

P2 (3t = —30 2. .
e 3 SO h
1 aS 1
T AR TR
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oS oS
AS = o= Aw + 5o Ah = =0,1-(=0,1) +(-0,3) - (=0,1) = 0,04

Prohnuti nosniku se zvétsuje rychlosti 0,04 ¢cm/meésic.

Pr. 16.2
Maximalizace zisku v zavislosti na cené produktu a nakladech na reklamu.
Celkovy prijem R dané firmy za dany druh produktu je ddn soucinem ceny a poptdvky

po tomto produktu. Plati tedy obecny vztah

N

_ _ 54VA __ 54

Resent
Uvazujeme zavislost prijmu R firmy na cené produktu p a nakladech na reklamu A:
54v/A

VP

Daéle uvazujeme souvislost produkénich nakladu C' a poptavky po daném produktu ¢,

R=f(p,A) =

které vychéazi z obecného vztahu

54VA  108VA
/Y,

Pro zisk P firmy z daného produktu lze predpokladat vztah

C=2q neboli C=2-

P=R-C-A.

Po dosazeni do vyse uvedenych vzorct pro R a C' dostavame

BAVA 108VA | 54VA

— A) = _ R
P = f(p,A) 7 J \/F(p

—9) - A

Uréime parcialni derivace

oP 27VA 162V A 27¢_ or 27

W e e Y AT

Plati A > 0,p > 0. Polozenim parcialnich derivaci nule vyresime soustavu rovnic a

(p—2)—1.

urcime lokalni extrémy dané funkce
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27TV A
\/_(—p+6) = 0 =p=6
7 p=¢
27
p-2-1 = 0

Ap?

214 _

6vVA-6

Zjistime, zda pro p = 6, A = 54 skutecné nastava lokalni minimum nebo maximum.

Urcime druhé parcialni derivace

PP 1 3 15 81\/_
o~ [t )| A ) S
P |21VA e
8p8A_ \/]?<_p+6>] —2\/A-—p5( p+6)7
o*P 27 27
HA2 \/A—pg(p_2)_1] = 9 A?’p?’(p_ )

Sestavime Hessidn z druhych parcidlnich derivaci P = f(p, A) v bodé p = 6, A = 54

Hy(o.50 Z‘ w0 10) 2@(6 O 1| R ( L) 1
2\/ﬂ(6 6) 2m(6—2) 0 — 108 4 108 48
Plati
92P
62(6 54)<0 A H(6,54)>O

7 vyse uvedené podminky vyplyva, ze v daném bodé nastava lokalni maximum dané
funkce, tj. pti cené produktu p rovné 6 a nakladim na reklamu A rovnym 54 nastava

lokalni maximum.
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Pr. 16.3
Urcete rozméry pravoihlého otevieného bazénu tak, aby mél co nejmensi povrch pii

daném objemu V.

Obréazek 17. Bazén

Reseni

Oznacime si a délku, b vysku, c sitku bazénu. Plati zde zakladni vztahy pro vypocet
objemu ¢tyrbokého hranolu s obdélnikovou podstavou V' = abc a povrchu

S(a,b,c) = ab+2ac+2bc. Budeme tedy hledat minimum funkece S(a, b, ¢) pii podmince
V = abc, kde a,b,c > 0.

Vv
Ze vztahu V' = abc vyjadiime proménnou a jako a = b jejim dosazenim do funkce S
c

dostaneme funkci dvou proménnych

Vo2V
S(b,c)=—+ — + 2bc.
( 70) c + b + C
Spocitame parcialni derivace
oS 2V oS %
%——?4—26, %——94—26.

Vytesime soustavu rovnic
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2V %4
_?4’2(3 = 0 :>C:b—2
—KQ+2b = 0
C
%4
—ﬁ"f—Qb =0
()
b4
2b =

V
b = V2V

Dosazenim do vyjadieni proménné ¢ dostaneme ¢ = . Ziskavame tedy jeden

2

(vav)
podeziely bod [\3/ 2V, W} z lokélniho extrému funkce S.

Spocitame druhé parcialni derivace

P v s, os_ w
ob2 b3’ oboc o2 37

Sestavime a vypocéitame Hessian v daném bodé

1% v 2 4V 2V 812 8V/2
H 32V,—2 = =— - ——4= — = — — 4 =12
3 2 % ¥ 3 2V - V_G vz
2V c (Vav) 2
% 4V \%
Protoze W oy 2>0 A H|V2V,——— | > 0 nastavd v daném bodé

(vav)

lokalni minimum.

Vv
Dosazenim do vztahu a = e dostdvdme rozméry bazénu a = b = v/2V.
c

Aplikace jsou vybrdny ze zdroju [2],[13].
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ZAVER

Hlavnim cilem této bakalarské prace bylo vytvorit sbirku feSenych a nefesenych prikladu
z teorie diferencidlniho poc¢tu funkce vice proménnych, ktera hraje podstatnou roli
nejen v matematice, ale i v jejich fyzikalnich, technickych a ekonomickych aplikacich.
Je urcena jako studijni pomucka studentum FAI UTB v predmétu Matematika II.
Teoreticka ¢ast sbirky je rozdélena do osmi kapitol, kde jsou uvedeny definice a véty ob-
jasnujici zékladni pojmy z teorie diferencialniho poc¢tu funkce vice proménnych, které se
vyuzivaji pti praktickém feseni piikladi. K hlavnim pojmum patii metrické prostory,
parcidlni derivace, diferencidl funkce, implicitni funkce, lokalni a globalni extrémy.
Prakticka ¢ast sbirky obsahuje predevsim tesené piiklady s podrobnym popisem po-
stupu feseni, umoznujici studenttiim lepsi pochopeni dané problematiky. V zavéru kazdé
kapitoly je uvedena sada netesenych ptikladu s vysledky, uréenych k procviceni.
Préace je zpracovana v sazecim programu KTEX, ktery se pouziva zejména pro tvorbu
matematickych a védeckych dokumentu. Obrazky jsou vytvoreny pomoci grafického
baliku TikZ&PGF, coz je nastroj k vytvareni kvalitnich vektorovych ilustraci v mul-

tiplatformnim prostiedi TEXu.

CONCLUSION

The aim of this bachelor thesis was to create a collection of solved and unsolved exam-
ples from the theory of differential calculus, which plays an essential role not only in
mathematics but also in its physical, technical and economic applications. It should by
helpful as a study tool for students FAI UTB in the subject Mathematics II.

The theoretical part of the collection is divided into eight chapters, which provides defi-
nitions and sentences explaining the basic concepts of the theory of differential calculus,
which are used in solving practical examples. Key concepts include metric spaces, par-
tial derivatives, differential, implicit functions, local and global extrems. The practical
part of the collection contains mostly solved examples with detailed description of the
solution process, enabling students better understanding of the issue. At the end of
each chapter is a set of examples with unresolved outcomes for practice.

Work is processed in the typesetting program KTEX, which is mainly used for creating
mathematical and scientific documents. Images are created using a graphical package
TikZ&PGF, a tool for creating high-quality vector illustrations in a multi-platform en-
vironments TEX.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

N mnozina vSech ptirozenych ¢isel
R mnozina vSech redlnych c¢isel

7 mnozina vSech celych cisel
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