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Differential calculus of functions of more variables
collection of solved and unsolved examples

Lucie Vančurová
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ABSTRAKT

Ćılem bakalářské práce bylo vytvořit sb́ırku řešených a neřešených př́ıklad̊u z dife-

renciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných, která by měla sloužit jako studijńı opora

zejména student̊um bakalářského studia na FAI UTB v předmětu Matematika II. Sb́ırka

obsahuje předevš́ım řešené př́ıklady, které jim maj́ı pomoci k lepš́ımu pochopeńı a

zvládnut́ı dané problematiky.

Kĺıčová slova: eukleidovský prostor, funkce v́ıce proměnných, definičńı obor, parciálńı

derivace, stacionárńı bod, lokálńı minimum, lokálńı maximum, implicitńı funkce, dife-

renciál.

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis was to create a collection of solved and unsolved

examples of differential calculus of functions of more variables, which should serve as a

learning aid for bachelor students, studying Mathematics II at the Faculty of Applied

Informatics, UTB, Zĺın. The collection contains mainly solved examples to better help

understand and deal with the issue.

Keywords: euclid space, function of more variables, domain of definition, partial deri-

vate, stationary point, local minimum, local maximum, implicit function, differential.
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autorského zákona;
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10.3 Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u ......................................... 38
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK ..................................... 66
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ÚVOD

Jedńım ze základ̊u matematické analýzy je teorie diferenciálńıho počtu funkce v́ıce

proměnných. V mnoha technických, př́ırodovědných a ekonomických oborech se můžeme

setkat s veličinami, jejichž hodnoty záviśı na větš́ım počtu proměnných. Např́ıklad rych-

lost je závislá na čase a dráze, napět́ı v elektrickém obvodu na hodnotách proudu a od-

poru, ekonomický zisk na nákladech a ceně, apod. Právě teorie funkce v́ıce proměnných

popisuje takovéto závislosti.

Práce je rozdělena na teoretickou a praktickou část. V teoretické části jsou vysvětleny

základńı pojmy diferenciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných jako eukleidovský pros-

tor, limita a spojitost funkce, parciálńı derivace, totálńı diferenciál, implicitńı funkce,

lokálńı a globálńı extrémy. V praktické části jsou uvedeny řešené př́ıklady s podrobným

popisem postupu řešeńı, což umožňuje snazš́ı pochopeńı dané problematiky. K jej́ımu

úspěšnému zvládnut́ı jsou d̊uležité znalosti diferenciálńıho počtu funkce jedné proměnné

(derivace funkce, geometrický význam derivace funkce v bodě a totálńı diferenciál

funkce).

Celá práce je zpracována v sázećım systému LATEX, který umožňuje tvorbu matema-

tických a technických dokument̊u ve vysoké typografické kvalitě.
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I. TEORETICKÁ ČÁST
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1 Metrické prostory

Definice 1.1

Necht’ n ∈ N. Uspořádanou n-tićı reálných č́ısel (x1, . . . , xn) nazýváme

uspořádaný soubor n reálných č́ısel x1, . . . , xn kde index i č́ısla xi, i = 1, . . . , n, zna-

mená, že č́ıslo xi je v daném souboru na i-tém mı́stě. Množinu všech uspořádaných

n-tic reálných č́ısel (x1, . . . , xn) nazýváme n rozměrným reálným prostorem

a znač́ıme symbolem Rn. Reálná č́ısla x1, . . . , xn nazýváme souřadnicemi bodu

X = [x1, . . . , xn].

Definice 1.2

Necht’ M je libovolná neprázdná množina. Reálná funkce % definovaná na M2 taková,

že pro každé X, Y, Z ∈M plat́ı:

(1) %(X, Y ) ≥ 0 axiom nezápornosti

(2) %(X, Y ) = 0 ⇔ X = Y axiom totožnosti

(3) %(X, Y ) = %(Y,X) axiom symetrie

(4) %(X,Z) ≤ %(X, Y ) + %(Y, Z), trojúhelńıková nerovnost

se nazývá metrika na množině M a dvojici (M,%) nazýváme metrický prostor.

Prvky množiny M nazýváme body metrického prostoru (M,%), množinu M nosnou

množinou daného prostoru a č́ıslo %(X, Y ) vzdálenost́ı bod̊u X, Y v metrickém

prostoru (M,%).

Poznámka 1.1

Na množině Rn můžeme definovat r̊uzné druhy metrik, např. diskrétńı, součtová, ma-

ximálńı, eukleidovská, atd.

Definice 1.3

Necht’ n ∈ N. Dvojici En = (Rn, %) nazýváme n rozměrným eu-

kleidovským prostorem, jestliže pro každé dva body tohoto prostoru

X = [x1, . . . , xn] ∈ Rn, Y = [y1, . . . , yn] ∈ Rn je definována jejich metrika

% : Rn × Rn → R vztahem:

%(X, Y ) =
√

(y1 − x1)2 + · · ·+ (yn − xn)2. (1)

Metrika % se v tomto př́ıpadě nazývá eukleidovská metrika.
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Definice 1.4

Je dáno reálné č́ıslo δ > 0 a libovolný bod A = [a1, . . . , an] ∈ En. Okoĺım O(A)

bodu A nazýváme množinu

O(A) = {X ∈ En; %(X,A) < δ} ,
kde % je metrika v En.

Ryźım okoĺım bodu A rozumı́me množinu O(A)\ {A}.

Př́ıklad 1.1 Okoĺı bodu A v eukleidovské metrice %e :

(1) Okoĺım bodu A ∈ E1 je otevřený interval.

O a− δ a+ δa

A

Obrázek 1. Okoĺı bodu v E1

(2) Okoĺım bodu A ∈ E2 je otevřený kruh (kruh bez bod̊u lež́ıćıch na jeho hranici,

j́ıž je kružnice).

x

y

O

a2

a1

δ δ

δ

δ

A

Obrázek 2. Okoĺı bodu v E2

(3) Okoĺım bodu A ∈ E3 je otevřená koule (koule bez bod̊u tvoř́ıćı jej́ı povrch).

y

z

x

O

δ

a3

a1

a2

A

Obrázek 3. Okoĺı bodu v E3
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Definice 1.5

Uvažujme množinu M ⊂ En. Bod A se nazývá:

(1) vnitřńı bod množiny M , jestliže alespoň jedno jeho okoĺı je podmnožinou

množiny M ,

(2) hraničńı bod množiny M , jestliže každé jeho okoĺı obsahuje alespoň jeden

bod množiny M a současně alespoň jeden bod, který do množiny M nepatř́ı,

(3) vněǰśı bod množiny M , jestliže alespoň jedno jeho okoĺı neobsahuje žádný

bod množiny M .

Množina vnitřńıch bod̊u množiny M se nazývá vnitřek množiny M a znač́ı se

obvykle M◦.

Množina hraničńıch bod̊u množiny M se nazývá hranice množiny M a znač́ı se

obvykle h(M).

x

y

O

A

B

C

Obrázek 4. Vnitřńı, hraničńı a vněǰśı bod množiny M

Definice 1.6

Množina M ⊂ Ense nazývá:

(1) otevřená v En, jestliže každý bod této množiny je jej́ım vnitřńım bodem,

(2) uzavřená v En, jestliže obsahuje celou svou hranici,

(3) omezená v En, jestliže existuje koule s konečným poloměrem R taková, že M

lež́ı uvnitř této koule,

(4) kompaktńı v En, jestliže je současně omezená a uzavřená.
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Definice 1.7

Množina M ⊂ En se nazývá souvislá v En, jestliže každé dva jej́ı body lze spojit

lomenou čarou ( křivka složená z konečného počtu úseček), která celá lež́ı v M (tj.

každý jej́ı bod patř́ı do M).

Otevřená souvislá množina se nazývá oblast, uzavřená souvislá množina potom

uzavřená oblast.
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2 Reálná funkce n-reálných proměnných

Z hlediska historie počátek diferenciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných spadá do

druhé poloviny 18. stolet́ı a je spojen se jmény francouzských matematik̊u J. L. Lagrange

a A. M. Legendra a Švýcara L. Eulera.

Definice 2.1

Necht’ M ⊆ En, n ≥ 1,M 6= ∅. Zobrazeńı f : M → E1 se nazývá reálná funkce

n reálných proměnných a množina M se nazývá definičńı obor této funkce a

znač́ı se Df .

Poznámka 2.1

(1) Z předchoźı definice vyplývá, že ke každému bodu X = [x1, . . . , xn] ∈ M je

přǐrazeno právě jedno reálné č́ıslo y ∈ R.

(2) Reálné č́ıslo y znač́ıme f(x1, . . . , xn) nebo f(X) a nazýváme jej funkčńı hod-

notou v bodě X = [x1, . . . , xn].

(3) Množinu N = f(M) hodnot y, které jsou přǐrazeny jednotlivým bod̊um X ∈M,

nazýváme obor hodnot funkce f(X) a znač́ıme Hf .

(4) Funkci dvou proměnných budeme mı́sto y = f(x1, x2) zapisovat ve tvaru

z = f(x, y) a funkci tř́ı proměnných mı́sto y = f(x1, x2, x3) ve tvaru

u = f(x, y, z).

Definice 2.2

Necht’ f je funkce n proměnných definovaná na množině M ⊆ En, n ≥ 2. Grafem

G funkce f nazýváme množinu bod̊u

Gf = {[x1, x2, . . . , y] ∈ En+1; [x1, x2, . . . , xn] ∈M, y = f(x1, . . . , xn)}.
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3 Limita a spojitost funkce v́ıce proměnných

Limity funkce jsou jedńım ze základńıch pojmů diferenciálńıho počtu. Jde o lokálńı

vlastnost funkce, která popisuje chováńı funkce v ryźım okoĺı bodu, v němž limitu

určujeme. To znamená, že limita nezáviśı na funkčńı hodnotě funkce v tomto bodě.

Definice 3.1

Řekneme, že funkce f(X) má v bodě X0 ∈ En limitu rovnou L ∈ R∗ (množinu všech

reálných č́ısel R spolu s nevlastńımi body +∞,−∞ budeme označovat R∗), jestliže

pro každé okoĺı O(L) bodu L existuje ryźı okoĺı O(X0) bodu X0 takové, že pro každý

bod X ∈ O(X0) ∩Df plat́ı f(X) ∈ O(L). Ṕı̌seme

lim
X→X0

f(X) = L.

Poznámka 3.1

Pro funkci dvou proměnných z = f(x, y) zapisujeme limitu v bodě [x0, y0] ve tvaru

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L.

Poznámka 3.2

Rozd́ıl mezi limitou funkce jedné proměnné a v́ıce proměnných spoč́ıvá v tom, že

u funkce jedné proměnné se k limitńımu bodu můžeme bĺıžit pouze po př́ımce, kdežto

u funkce v́ıce proměnných je těchto možnost́ı nekonečně mnoho (k danému bodu se

můžeme bĺıžit po př́ımkách, parabolách atd.). Aby v daném bodě existovala limita,

nesmı́ záležet na cestě, po které se k danému bodu bĺıž́ıme. Pokud tedy dostaneme pro

r̊uzné cesty r̊uzné hodnoty limity, znamená to, že v daném bodě limita neexistuje.

Jestliže L ∈ R, nazývá se tato limita vlastńı, v př́ıpadě, že L = ±∞, mluv́ıme o limitě

nevlastńı. Bod X0 se nazývá limitńı bod.

Definice 3.2

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě X0 ∈ En, jestliže:

• existuje f(X0), tj. funkce f je v bodě X0 definována,

• existuje vlastńı lim
X→X0

f(X), tj. funkce f má v bodě X0 vlastńı limitu,

• plat́ı lim
X→X0

f(X) = f(X0).

Poznámka 3.2

Pro funkci dvou proměnných dostáváme

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).
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Definice 3.3

Řekneme, že funkce f je spojitá na množině M ⊆ E2, jestliže pro každý bod

[x0, y0] ∈M plat́ı

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).
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4 Parciálńı derivace

Daľśım základńım pojmem diferenciálńıho počtu je derivace funkce. Pro zavedeńı to-

hoto pojmu pro funkci v́ıce proměnných je d̊uležité připomenout definici a geometrický

význam derivace funkce jedné proměnné.

Derivace funkce f : R→ R v bodě x0 je limita f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Derivace funkce v bodě udává směrnici tečny ke křivce y = f(x) v bodě [x0, f(x0)].

Má-li funkce derivaci v bodě x0, je v tomto bodě spojitá a existuje také limita funkce.

4.1 Parciálńı derivace 1. řádu

Definice 4.1.1

Necht’ funkce f : E2 → E1 je definována v okoĺı bodu [x0, y0].

1. Má-li funkce g(x) = f(x, y0) jedné proměnné x v bodě x0 derivaci g′(x0),

nazýváme ji parciálńı derivaćı podle x funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] a znač́ıme

ji f ′x(x0, y0).

Plat́ı tedy f ′x(x0, y0) = lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
.

2. Má-li funkce h(y) = f(x0, y) jedné proměnné y v bodě y0 derivaci h′(y0)

nazýváme ji parciálńı derivaćı podle y funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] a znač́ıme

ji f ′y(x0, y0).

Plat́ı tedy f ′y(x0, y0) = lim
y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0
.

Poznámka 4.1.1

1. Má-li funkce z = f(x, y) parciálńı derivace ve všech bodech množiny

M ⊂ Df , jsou tyto derivace funkcemi proměnných x, y. Označujeme je

f ′x(x, y), f ′y(x, y), z′x, z
′
y,
∂

∂x
f(x, y),

∂

∂y
f(x, y).

2. Parciálńı derivace funkce n proměnných se definuj́ı analogicky.

Necht’ z = f(x1, . . . , xn) je funkce n proměnných a bod A = [a1, . . . , an] ∈ En.
Položme gi(xi) = f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an). Má-li funkce gi(xi) derivaci v

bodě A podle proměnné xi, nazývá se tato derivace parciálńı derivace funkce

f podle proměnné xi v bodě A a znač́ı se f ′xi(A), př́ıp. ∂f
∂xi

(A).



UTB ve Zĺıně, Fakulta aplikované informatiky 19

To znamená, že

f ′xi(A) = lim
xi→ai

gi(xi)− gi(ai)
xi − ai

=

= lim
xi→ai

f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an)

xi − ai
.

Parciálńı derivace f ′xi funkce n proměnných je tedy definována jako obyčejná

derivace podle jedné proměnné xi.

Poznámka 4.1.2

Geometrický význam parciálńıch derivaćı.

Uvažujme funkci z = f(x, y) definovanou na oblasti M a zvolme bod [x0, y0] ∈M.

1. Bodem [0, y0, 0] ved’me rovinu rovnoběžnou se souřadnou rovinou %xz. Jej́ı rovnice

bude y = y0. Pr̊usečnićı této roviny s grafem funkce z = f(x, y) je křivka g(x).

Sestroj́ıme-li tečnu tx k této křivce v bodě [x0, y0, f(x0, y0)] (v rovině y = y0), pak

směrnice této tečny je rovna parciálńı derivaci f ′x(x0, y0). Pro tuto směrnici plat́ı

f ′x(x0, y0) = tgα, kde α je úhel, který sv́ırá tato tečna s kladným směrem osy x.

2. Analogicky, rovina rovnoběžná se souřadnou rovinou %yz a procházej́ıćı bodem

[x0, 0, 0] má rovnici x = x0. Pr̊usečnićı této roviny s grafem funkce z = f(x, y) je

křivka h(y). Tečna ty sestrojená k této křivce v bodě [x0, y0, f(x0, y0)] (v rovině

x = x0) má směrnici, která je rovna parciálńı derivaci f ′y(x0, y0). Pro tuto směrnici

plat́ı f ′y(x0, y0) = tg β, kde β je úhel, který sv́ırá tato tečna s kladným směrem

osy y.

y

x

z

(x0, y0, f(x0, y0))

g(x)

h(y)

ty

tx

α

β

y0

x0

0
z = f(x, y)

f ′x(x0, y0) = tgα

f ′y(x0, y0) = tg β

Obrázek 5. Geometrický význam parciálńıch derivaćı
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4.2 Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u

Definice 4.2.1

Necht’ [x0, y0] ∈ Df ′x . Existuje-li parciálńı derivace funkce f ′x(x, y) podle proměnné x

v bodě [x0, y0] , nazýváme tuto derivaci parciálńı derivaćı 2. řádu podle x funkce

f v bodě [x0, y0] a znač́ıme f ′′xx(x0, y0), př́ıp.
∂2f

∂x2
(x0, y0). Existuje-li parciálńı derivace

funkce f ′x(x, y) podle proměnné y v bodě [x0, y0] , nazýváme tuto derivaci smı́̌senou

parciálńı derivaćı 2. řádu funkce f v bodě [x0, y0] a znač́ıme f ′′xy(x0, y0), př́ıp.

∂2f

∂y∂x
(x0, y0).

Obdobně definujeme parciálńı derivace 2. řádu f ′′yx(x0, y0) =
∂2f

∂x∂y
(x0, y0)

a f ′′yy(x0, y0) =
∂2f

∂y2
(x0, y0).

Poznámka 4.2.1

1. Má-li funkce z = f(x, y) na množině M ⊆ Df parciálńı derivace f ′x, f
′
y a pokud

existuj́ı na množině N ⊆ M parciálńı derivace funkćı f ′x, f
′
y podle x, př́ıp. podle

y, pak je znač́ıme

f ′′xx =
∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂2f

∂x2
= z′′xx

f ′′xy =
∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂y∂x
= z′′xy

f ′′yx =
∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x∂y
= z′′yx

f ′′yy =
∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂2f

∂y2
= z′′yy

2. Parciálńı derivace k-tého řádu (k ≥ 3) definujeme jako parciálńı derivace derivaćı

(k − 1)-tého řádu.
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5 Totálńı diferenciál

Věta 5.1

Necht’ funkce z = f(x, y) má definované a spojité parciálńı derivace v okoĺı bodu [x0, y0].

Pak plat́ı:

1. funkce z = f(x, y) je v bodě [x0, y0] spojitá,

2. rovina o rovnici

z = f(x0, y0) + f ′x(x0, y0) · (x− x0) + f ′y(x0, y0) · (y − y0)
je tečná rovina ke grafu funkce z = f(x, y) v bodě [x0, y0, f(x0, y0)],

Poznámka 5.1

Normála grafu funkce z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, f(x0, y0)] je př́ımka n kolmá k

tečné rovině grafu v bodě dotyku T. Směrový vektor této normály je roven normálovému

vektoru tečné roviny, takže parametrické vyjádřeńı normály, kde t ∈ R je

x = x0 + f ′x(x0, y0) · t,

y = y0 + f ′y(x0, y0) · t,

z = f(x0, y0)− t.

Definice 5.1

Má-li funkce z = f(x, y) v bodě [x0, y0] a v jeho okoĺı spojité parciálńı derivace

f ′x(x0, y0) a f ′y(x0, y0), nazýváme totálńım (úplným) diferenciálem funkce f(x, y)

v bodě [x0, y0] výraz:

df(x0, y0) = f ′x(x0, y0)dx+ f ′y(x0, y0)dy.

Poznámka 5.2

1. Př́ır̊ustky dx, dy zapisujeme také ve tvaru dx = x− x0, dy = y − y0.

2. Je-li funkce f hladká (má na M spojité všechny parciálńı derivace) v každém

bodě množiny M, má v každém bodě této množiny diferenciál. Ṕı̌seme

df(x, y) = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy.

3. Diferenciál se použ́ıvá k přibližnému výpočtu funkčńıch hodnot.

f(x, y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(x0, y0) · (x− x0) + f ′y(x0, y0) · (y − y0).
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6 Lokálńı extrémy

Důležitou část́ı diferenciálńıho počtu je vyšetřováńı extrémů funkćı. V každodenńım

životě se s nimi setkáváme téměř na každém kroku. Např́ıklad při každém ekono-

mickém rozhodováńı se ř́ıd́ıme požadavkem minimálńıch náklad̊u a maximálńıho zisku.

Také př́ırodovědné děje prob́ıhaj́ı tak, že zkoumané veličiny nabývaj́ı největš́ıch nebo

nejmenš́ıch hodnot (vykonaná práce, spotřebová energie).

Při vyšetřováńı lokálńıch extrémů studujeme danou funkci pouze lokálně, tj. v okoĺı

nějakého bodu.

Definice 6.1

Řekneme, že funkce f : En → E1 má v bodě X0 ∈ En lokálńı maximum (mini-

mum), jestliže existuje okoĺı O(X0) bodu X0 takové, že pro každý bod X ∈ O(X0)

plat́ı

f(X) ≤ f(X0) pro lokálńı maximum,

f(X) ≥ f(X0) pro lokálńı minimum.

Jsou-li nerovnosti v těchto vztaźıch ostré, mluv́ıme o ostrých lokálńıch maxi-

mech a minimech. (Ostrá) lokálńı maxima a minima se nazývaj́ı (ostré) lokálńı

extrémy.

Definice 6.2

Necht’ f : En → E1. Řekneme, že bod X0 ∈ En je stacionárńı bod funkce f, jestliže

v bodě X0 existuj́ı všechny parciálńı derivace funkce f a plat́ı
∂f

∂xi
(X0) = 0, i = 1, . . . , n.

Věta 6.1 (Nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému)

Necht’ funkce f : En → E1 má v bodě X0 ∈ En lokálńı extrém a v tomto bodě existuj́ı

všechny parciálńı derivace funkce f. Pak je bod X0 jej́ım stacionárńım bodem.

Věta 6.2 (Postačuj́ıćı podmı́nka existence lokálńıho extrému)

Necht’ funkce f : E2 → E1 má v bodě [x0, y0] a nějakém jeho okoĺı spojité parciálńı

derivace druhého řádu a necht’ [x0, y0] je jej́ı stacionárńı bod. Označme symbolem H

následuj́ıćı determinant

H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣ f ′′xx(x0, y0) f ′′xy(x0, y0)

f ′′xy(x0, y0) f ′′yy(x0, y0)

∣∣∣∣∣ .
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Nastane právě jeden z následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

• Je-li H(x0, y0) > 0 a f ′′xx(x0, y0) > 0, pak má funkce f v bodě [x0, y0] ostré

lokálńı minimum.

• Je-li H(x0, y0) > 0 a f ′′xx(x0, y0) < 0, pak má funkce f v bodě [x0, y0] ostré

lokálńı maximum.

• Je-li H(x0, y0) < 0, pak nemá funkce f v bodě [x0, y0] lokálńı extrém.

• Je-li H(x0, y0) = 0, pak nelze rozhodnout o existenci a kvalitě lokálńıho extrému

pomoćı druhých derivaćı.

Poznámka 6.1

Determinant uvedený v předchoźı větě se nazývá Hess̊uv determinant nebo-li Hessián.
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7 Absolutńı (globálńı) extrémy

Hledáme-li největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce v dané oblasti, hledáme tzv. absolutńı

extrémy funkce (globálńı extrémy).

Definice 7.1

Necht’ f : En → E1,M ⊂ Df . Řekneme, že bod X0 ∈ M je bodem absolutńıho

maxima (minima) funkce f na M, jestliže pro každý bod X ∈M plat́ı:

f(X) ≤ f(X0) pro absolutńı maximum,

f(X) ≥ f(X0) pro absolutńı minimum.

Jsou-li nerovnosti v těchto vztaźıch ostré, mluv́ıme o ostrých absolutńıch maximech

a minimech. Absolutńı maxima a minima nazýváme absolutńı (globálńı) extrémy.
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8 Funkce zadaná implicitně

Definice 8.1

Necht’ F je funkce tř́ı proměnných, tj. F : E3 → E1,

M = {[x, y, z] ∈ Df ;F (x, y, z) = 0} a necht’ pro bod [x0, y0, z0] ∈ Df plat́ı

F (x0, y0, z0) = 0.

Jestliže existuje okoĺı U(x0, y0, z0) bodu [x0, y0, z0] , U(x0, y0, z0) ⊆ Df takové, že

množina M ∩ U je totožná s grafem funkce z = f(x, y), pak řekneme, že funkce f je

v okoĺı bodu [x0, y0, z0] implicitně definována (určena) rovnićı F (x, y, z) = 0.

Věta 8.1 (Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci funkce zadané implicitně)

Necht’ funkce F : E3 → E1 je definována a spojitá na množině

R = {[x, y, z] ∈ Df : |x− x0| < δ, |y − y0| < δ, |z − z0| < δ}
a necht’ F (x0, y0, z0) = 0.

Dále necht’ funkce F má spojitou parciálńı derivaci F ′z(x, y, z) v bodě [x0, y0, z0] a plat́ı

F ′z(x0, y0, z0) 6= 0.

Pak existuje okoĺı bodu [x0, y0, z0] , v němž je rovnost́ı F (x, y, z) = 0 implicitně defi-

nována právě jedna spojitá funkce z = f(x, y).

Má-li nav́ıc funkce F v bodě [x0, y0, z0] spojité parciálńı derivace F ′x, F
′
y, má implicitně

určená funkce f v bodě [x0, y0, z0], parciálńı derivace a plat́ı

f ′x(x0, y0) = −F
′
x(x0, y0, z0)

F ′z(x0, y0, z0)
,

f ′y(x0, y0) = −
F ′y(x0, y0, z0)

F ′z(x0, y0, z0)
.

Při vypracováńı teoretické části bylo použito zdroj̊u [1],[5],[10],[11].
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II. PRAKTICKÁ ČÁST
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9 Definičńı obory

Postup při vyšetřováńı definičńıho oboru funkce z = f(x, y):

1. poṕı̌seme definičńı obor systémem nerovnost́ı,

2. urč́ıme geometrické oblasti, odpov́ıdaj́ıćı těmto nerovnostem,

3. definičńı obor graficky znázorńıme.

9.1 Řešené př́ıklady

9.1.1 Racionálńı lomené funkce

Racionálńı lomené funkce R(x, y) = Pm(x,y)
Qn(x,y)

maj́ı definičńı obor celou rovinu xy mimo

bod̊u, pro které je funkce ve jmenovateli rovna nule, tedy Qn(x, y) = 0.

Př. 9.1.1.1 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) =
x+ y

9x2 + 16y2 − 144
.

Řešeńı

Plat́ı podmı́nka

9x2 + 16y2 − 144 6= 0.

Úpravou dostaneme

9x2 + 16y2 6= 144,
x2

16
+
y2

9
6= 1.

Źıskali jsme středovou rovnici elipsy se středem S = [0, 0] a poloosami a = 4, b = 3.

Definičńı obor funkce f je množina

Df =
{

[x, y] ∈ E2 : x2

16
+ y2

9
6= 1
}
.
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+ y2

9
= 1

Obrázek 6. Definičńı obor funkce f (x, y) = x+y
9x2+16y2−144

9.1.2 Iracionálńı funkce

Iracionálńı funkce z = 2n
√
f(x, y) jsou definovány pro body [x, y], pro které plat́ı, že

argument sudé odmocniny je vždy nezáporný, tedy f(x, y) ≥ 0.

Př. 9.1.2.1 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) = 4
√

(9− x2 − y2) (x2 + y2 − 4).

Řešeńı

Muśı být splněna podmı́nka

(
9− x2 − y2

) (
x2 + y2 − 4

)
≥ 0.

Plat́ı tedy

[(
9− x2 − y2 ≥ 0

)
∧
(
x2 + y2 − 4 ≥ 0

)]
∨
[(

9− x2 − y2 ≤ 0
)
∧
(
x2 + y2 − 4 ≤ 0

)]
.

Úpravou dostaneme

[(
x2 + y2 ≤ 9

)
∧
(
x2 + y2 ≥ 4

)]
∨
[(
x2 + y2 ≥ 9

)
∧
(
x2 + y2 ≤ 4

)]
.

Rovnice x2 +y2 = 9 je rovnićı kružnice se středem v bodě S = [0, 0] a poloměrem r = 3

a kružnice x2 + y2 = 4 má střed v bodě S = [0, 0] a poloměr r = 2.

Definičńı obor funkce f je množina

Df = {[x, y] ∈ E2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9} .
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0 2 3 x

y

x2 + y2 = 9

x2 + y2 = 4

Obrázek 7. Definičńı obor funkce f (x, y) = 4
√

(9− x2 − y2) (x2 + y2 − 4)

Př. 9.1.2.2 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) =

√
6x− x2 − y2

x2 − y
.

Řešeńı

Plat́ı podmı́nky

6x− x2 − y2

x2 − y
≥ 0 ∧ x2 − y 6= 0.

To nastane, právě když

[(
6x− x2 − y2 ≥ 0

)
∧
(
x2 − y > 0

)]
∨
[(

6x− x2 − y2 ≤ 0
)
∧
(
x2 − y < 0

)]
.

Úpravou a doplněńım na úplný čtverec dostaneme

[
(x− 3)2 + y2 ≤ 9 ∧ y < x2

]
∨
[
(x− 3)2 + y2 ≥ 9 ∧ y > x2

]
.

Definičńı obor funkce f je množina

Df =
{

[x, y] ∈ E2 :
[
(x− 3)2 + y2 ≤ 9 ∧ y < x2

]
∨
[
(x− 3)2 + y2 ≥ 9 ∧ y > x2

]}
.
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y

(x− 3)2 + y2 = 9

y = x2

Obrázek 8. Definičńı obor funkce f (x, y) =
√

6x−x2−y2
x2−y

9.1.3 Logaritmické funkce

Logaritmické funkce z = loga f(x, y) jsou definovány pro body [x, y], pro které plat́ı,

že argument logaritmu je vždy kladný, tedy f(x, y) > 0.

Př. 9.1.3.1 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) = ln [sin (x+ y)] .

Řešeńı

Muśı být splněna podmı́nka

sin (x+ y) > 0.

Plat́ı

(x+ y) ∈ (0 + 2kπ, π + 2kπ) ,

k ∈ Z,

x+ y 6= 0 + 2kπ,

x+ y 6= π + 2kπ,

k = 1 : x+ y 6= 2π ⇒ y 6= 2π − x ∧ x+ y 6= 3π ⇒ y 6= 3π − x,
k = 2 : x+ y 6= 4π ⇒ y 6= 4π − x ∧ x+ y 6= 5π ⇒ y 6= 5π − x,
k = 3 : x+ y 6= 6π ⇒ y 6= 6π − x ∧ x+ y 6= 7π ⇒ y 6= 7π − x,

...
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2kπ < x+ y < π + 2kπ, k ∈ Z⇒ −x+ 2kπ < y < −x+ (2k + 1)π, k ∈ Z.

Definičńı obor funkce f je množina

Df = {[x, y] ∈ E2 : −x+ 2kπ < y < −x+ (2k + 1)π, k ∈ Z} .

0

2π

3π

4π

5π

6π

7π

x

y

y = 2π − x

y = 3π − x

y = 4π − x
y = 5π − x

y = 6π − x
y = 7π − x

Obrázek 9. Definičńı obor funkce f (x, y) = ln [sin (x+ y)]

Př. 9.1.3.2 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) = ln [x ln (y − x)] .

Řešeńı

Muśı být splněny podmı́nky

[x ln (y − x)] > 0 ∧ (y − x) > 0.

Součin [x ln (y − x)] > 0 je kladný, právě když

[x > 0 ∧ ln (y − x) > 0] ∨ [x < 0 ∧ ln (y − x) < 0] .

Odkud dostaneme

[x > 0 ∧ ln (y − x) > ln 1] ∨ [x < 0 ∧ ln (y − x) < ln 1] .

Odlogaritmováńım a úpravou dostáváme

(x > 0 ∧ y > x+ 1) ∨ (x < 0 ∧ y < x+ 1) .

Definičńı obor funkce f je množina
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Df = {[x, y] ∈ E2 : (x > 0 ∧ y > x+ 1) ∨ (x < 0 ∧ y > x ∧ y < x+ 1)} .

1

y = x + 1

y = x

0 x

y

Obrázek 10. Definičńı obor funkce f (x, y) = ln [x ln (y − x)]

9.1.4 Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce z = arcsin f(x, y), z = arccos f(x, y) jsou definovány pro body

[x, y], které jsou omezeny nerovnostmi −1 ≤ f(x, y) ≤ 1.

Př. 9.1.4.1 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) = arccos
x

x+ y
.

Řešeńı

Plat́ı nerovnosti

−1 ≤ x

x+ y
≤ 1 ∧ y 6= −x.

Dostáváme dva předpoklady:

a) x+ y > 0, tedy x > −y

−x− y ≤ x ∧ x ≤ x+ y,

y ≥ −2x ∧ y ≥ 0,

b) x+ y < 0, tedy x < −y

−x− y ≥ x ∧ x ≥ x+ y,

y ≤ −2x ∧ y ≤ 0.

Definičńı obor funkce f je množina

Df =
{

[x, y] ∈ E2 : −1 ≤ x
x+y
≤ 1 ∧ y 6= x

}
.
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y = −2x

0 x

y

Obrázek 11. Definičńı obor funkce f (x, y) = arccos x
x+y

.

Př. 9.1.4.2 Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor funkce

f (x, y) = arcsin
x

y2
+ arccos(1− y).

Řešeńı

Plat́ı nerovnosti

−1 ≤ x

y2
≤ 1 ∧ −1 ≤ (1− y) ≤ 1 ∧ y 6= 0.

Z prvńı nerovnosti úpravou dostáváme

−1 ≤ x
y2

∧ x
y2
≤ 1,

y2 ≥ −x ∧ y2 ≥ x.

Z druhé nerovnosti dostáváme

−1 ≤ 1− y ∧ 1− y ≤ 1,

y ≤ 2 ∧ y ≥ 0.

Definičńı obor funkce f je množina

Df = {[x, y] ∈ E2 : y2 ≥ −x ∧ y2 ≥ x ∧ y ≤ 2 ∧ y > 0} .

2y = 2

4−4

y2 = xy2 = −x

0 x

y

Obrázek 12. Definičńı obor funkce f (x, y) = arcsin x
y2

+ arccos(1− y)
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9.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Určete a v rovině xy graficky znázorněte definičńı obor dané funkce:

1. f(x, y) =
x2 + y2 + 1

x2 − y2
[Df = {[x, y] ∈ E2 : y 6= x; y 6= −x}]

2. f(x, y) =
√

x2+y2−x
2x−x2−y2 [Df = {[x, y] ∈ E2 : x ≤ x2 + y2 < 2x}]

3. f(x, y) =
√

1− x2 +
√
y2 − 1 [Df = {[x, y] ∈ E2 : |x| ≤ 1; |y| ≥ 1}]

4. f(x, y) = ln (y2 − 4x+ 8) [Df = {[x, y] ∈ E2 : y2 > 4(x− 2)}]

5. f(x, y) = ln(x2 − y) +
√
x− 2y + 4

[
Df =

{
[x, y] ∈ E2 : y < x2 ∧ y < 1

2
x+ 2

}]
6. f(x, y) =

√
sin (π (x2 + y2)) [Df = {[x, y] ∈ E2 : 2k ≤ x2 + y2 ≤ 2k + 1}]

7. f(x, y) = arcsin (2y (1 + x2)− 1)
[
Df =

{
[x, y] ∈ E2 : 0 ≤ y ≤ 1

1+x2

}]
8. f(x, y) =

√
y − 2x2

ln(1− x2 − y2)
[Df = {[x, y] ∈ E2 : y ≥ 2x2 ∧ x2 + y2 < 1}]
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10 Parciálńı derivace

Postup při výpočtu parciálńı derivace:

1. všechny proměnné kromě té, podle které derivujeme, považujeme za konstanty,

2. pro poč́ıtáńı parciálńıch derivaćı plat́ı obvyklá pravidla pro derivováńı.

10.1 Řešené př́ıklady

Př. 10.1.1 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = 5x3y2 − x2y3 + 4x2y2 − y4.

Řešeńı

Při derivaci podle proměnné x považujeme proměnnou y za konstantu, tedy

∂f(x, y)

∂x
= 15x2y2 − 2xy3 + 8xy2.

Při derivaci podle proměnné y považujeme proměnnou x za konstantu, tedy

∂f(x, y)

∂y
= 10x3y − 3x2y2 + 8x2y − 4y3.

Př. 10.1.2 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) =
x√

x2 + y2
.

Řešeńı

Derivujeme pomoćı vzorce pro derivaci pod́ılu

∂f(x, y)

∂x
=

√
x2 + y2 − x · 1

2
(x2 + y2)−

1
2 · 2x(√

x2 + y2
)2 =

√
x2 + y2 − x2√

x2+y2

x2 + y2
=

x2+y2−x2√
x2+y2

x2 + y2
=

=
y2√

x2 + y2 · (x2 + y2)
=

y2√
(x2 + y2)3

,
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∂f(x, y)

∂y
=
−x · 1

2
(x2 + y2)

− 1
2 · 2y(√

x2 + y2
)2 =

− xy√
x2+y2

x2 + y2
= − xy√

x2 + y2 · (x2 + y2)
= − xy√

(x2 + y2)3
.

Př. 10.1.3 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = e−
x
y .

Řešeńı

Podle proměnné x i y derivujeme jako složenou funkci

∂f(x, y)

∂x
= e−

x
y ·
(
−1

y

)
= −e−

x
y

y
,

∂f(x, y)

∂y
= e−

x
y · (−x) · (−1) y−2 =

x

y2
· e−

x
y .

Př. 10.1.4 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = x · e
x+1
xy .

Řešeńı

Při derivaci podle proměnné x použijeme vzorec pro derivaci součinu, proměnnou y

považujeme za konstantu

∂f(x, y)

∂x
= e

x+1
xy + x · e

x+1
xy · xy − (x+ 1) · y

(xy)2
= e

x+1
xy + x · e

x+1
xy · −y

x2y2
= e

x+1
xy ·

(
1− 1

xy

)
.

Podle proměnné y derivujeme jako složenou funkci, proměnnou x považujeme za kon-

stantu

∂f(x, y)

∂y
= x · e

x+1
xy · − (x+ 1)x

x2y2
= e

x+1
xy ·

(
−x+ 1

y2

)
.

Př. 10.1.5 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = ln
(
x+

√
x2 + y2

)
.

Řešeńı

Derivujeme podle vzorce (lnx)′ =
1

x
jako složenou funkci
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∂f(x, y)

∂x
=

1

x+
√
x2 + y2

·
[
1 +

1

2

(
x2 + y2

)− 1
2 · 2x

]
=

1

x+
√
x2 + y2

·

(
1 +

x√
x2 + y2

)
=

=
1

x+
√
x2 + y2

·
√
x2 + y2 + x√
x2 + y2

=
1√

x2 + y2
,

∂f(x, y)

∂y
=

1

x+
√
x2 + y2

·
[

1

2

(
x2 + y2

)− 1
2 · 2y

]
=

y√
x2+y2

x+
√
x2 + y2

=

=
y√

x2 + y2 ·
(
x+

√
x2 + y2

) =
y

x
√
x2 + y2 + x2 + y2

.

Př. 10.1.6 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = arctg
x− y
x+ y

.

Řešeńı

Derivujeme podle vzorce (arctg x)′ =
1

1 + x2
jako složenou funkci

∂f(x, y)

∂x
=

1

1 +
(
x−y
x+y

)2 · (x+ y)− (x− y)

(x+ y)2
=

1
(x+y)2+(x−y)2

(x+y)2

· x+ y − x+ y

(x+ y)2
=

=
(x+ y)2

x2 + 2xy + y2 + x2 − 2xy + y2
· 2y

(x+ y)2
=

y

x2 + y2
,

∂f(x, y)

∂y
=

1

1 +
(
x−y
x+y

)2 · − (x+ y)− (x− y)

(x+ y)2
=

1
(x+y)2+(x−y)2

(x+y)2

· −x− y − x+ y

(x+ y)2
=

=
(x+ y)2

x2 + 2xy + y2 + x2 − 2xy + y2
· −2x

(x+ y)2
=

−x
x2 + y2

.

Př. 10.1.7 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = (x)x
y

.

Řešeńı

Plat́ı: u(x, y)v(x,y) = ev(x,y)·lnu(x,y).

Derivujeme tedy f(x, y) = ex
y ·lnx

∂f(x, y)

∂x
= ex

y ·lnx ·
(
y · xy−1 · lnx+ xy · 1

x

)
,

∂f(x, y)

∂y
= ex

y ·lnx · (xy · lnx · lnx) .
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Př. 10.1.8 Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace funkce

f (x, y) = ln

√
x2 + y2 − x√
x2 + y2 + x

.

Řešeńı

Derivujeme podle vzorce (lnx)′ =
1

x
jako složenou funkci, úpravami dostáváme

∂f(x,y)
∂x

= 1√
x2+y2−x√
x2+y2+x

·

[
1
2(x2+y2)

− 1
2 ·2x−1

]
·
(√

x2+y2+x
)
−
(√

x2+y2−x
)
·
[
1
2(x2+y2)

− 1
2 ·2x+1

]
(√

x2+y2+x
)2 =

=

√
x2+y2+x√
x2+y2−x

·

(
x−
√
x2+y2√

x2+y2

)
·
(√

x2+y2+x
)
−
(√

x2+y2−x
)
·
(
x+
√
x2+y2√
x2+y2

)
(√

x2+y2+x
)2 =

= 1√
x2+y2−x

·
x2−(

√
x2+y2)

2

√
x2+y2

+
x2−(

√
x2+y2)

2

√
x2+y2√

x2+y2+x
= 1√

x2+y2−x
·

−2y2√
x2+y2√
x2+y2+x

=

= 1√
x2+y2−x

· −2y2√
x2+y2

· 1√
x2+y2+x

= −2y2

(x2+y2−x2)·
√
x2+y2

= −2√
x2+y2

,

∂f(x,y)
∂y

= 1√
x2+y2−x√
x2+y2+x

·

[
1
2(x2+y2)

− 1
2 ·2y

]
·
(√

x2+y2+x
)
−
(√

x2+y2−x
)
·
[
1
2(x2+y2)

− 1
2 ·2y

]
(√

x2+y2+x
)2 =

=

√
x2+y2+x√
x2+y2−x

·
y
√
x2+y2+xy√
x2+y2

− y
√
x2+y2+xy√
x2+y2√

x2+y2+x
= 1√

x2+y2−x
·

2xy√
x2+y2√
x2+y2+x

=

= 1√
x2+y2−x

· 2xy√
x2+y2

· 1√
x2+y2+x

= 2xy

(x2+y2−x2)·
√
x2+y2

= 2x

y
√
x2+y2

.

10.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace dané funkce:

1. f(x, y) = x−y
x+y

[
f ′x = 2y

(x+y)2
, f ′y = −2x

(x+y)2

]
2. f(x, y) = x3+y3

x2+y2

[
f ′x = x4+3x2x2−2xy3

(x2+y2)2
, f ′y = y4+3x2x2−2x3y

(x2+y2)2

]
3. f(x, y) = e

x
y + xy

[
f ′x = e

x
y · 1

y
+ yxy−1, f ′y = e

x
y

(
−x
y

)
+ lnx · xy

]
4. f(x, y) = ln

(√
x2

x+y

) [
f ′x = x+2y

2x(x+y)
, f ′y = − 1

2(x+y)

]
5. f(x, y) = ex ln (3− y2)

[
f ′x = ex ln (3− y2) , f ′y = 2exy

−3+y2

]
6. f(x, y) =

√
1−

(
x+y
xy

)2
+ arcsin x+y

xy

[
f ′x = − 1

x2

√
xy−x−y
xy+x+y

, f ′y = − 1
y2

√
xy−x−y
xy+x+y

]
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10.3 Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u

10.3.1 Řešené př́ıklady

Př. 10.3.1.1 Vypoč́ıtejte prvńı a druhé parciálńı derivace funkce

f (x, y) =
cosx2

y
.

Řešeńı

∂f(x, y)

∂x
=
− sinx2 · 2x · y

y2
=
−2x · sinx2

y

∂f(x, y)

∂y
= −cosx2

y2

∂2f(x, y)

∂x2
=

(−2 sinx2 − 2x cosx2 · 2x) 2y

y2
= −2 sinx2 + 4x2 cosx2

y

∂2f(x, y)

∂y2
=

2y cosx2

y4
=

2 cosx2

y3

∂2f(x, y)

∂x∂y
=

2x sinx2

y2

Př. 10.3.1.2 Vypoč́ıtejte prvńı a druhé parciálńı derivace funkce

f (x, y) = x
√
y +

y
3
√
x
.

Řešeńı

∂f(x, y)

∂x
=
√
y + y ·

(
−1

3

)
x−

4
3 =
√
y − y

3
3
√
x4

∂f(x, y)

∂y
= x · 1

2
y−

1
2 +

1
3
√
x

=
x

2
√
y

+
1
3
√
x

∂2f(x, y)

∂x2
= −1

3
y ·
(
−4

3

)
x−

7
3 =

4y

9
3
√
x7

∂2f(x, y)

∂y2
=

1

2
x ·
(
−1

2

)
y−

3
2 = − x

4
√
y3

∂2f(x, y)

∂x∂y
=

1

2
y−

1
2 − 1

3x 3
√
x

=
1

2
√
y
− 1

3x 3
√
x
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10.3.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Vypoč́ıtejte prvńı a druhé parciálńı derivace funkce:

1. f(x, y) = ln (x+ y2)[
f ′x = 1

x+y2
, f ′y = 2y

x+y2
, f ′′xx = − 1

(x+y2)2
, f ′′xy = − 2y

(x+y2)2
, f ′′yy =

2(x−y2)
(x+y2)2

]
2. f(x, y) = xy + x

y[
f ′x = y + 1

y
, f ′y = x− x

y2
, f ′′xx = 0, f ′′xy = 1− 1

y2
, f ′′yy = 2x

y3

]
3. f(x, y) = arcsin x√

x2+y2[
f ′x = |y|

x2+y2
, f ′y = −x|y|

y(x2+y2)
, f ′′xx = −2x|y|

(x2+y2)2
, f ′′xy =

|y|(x2−y2)
y(x2+y2)2

, f ′′yy = 2x|y|
(x2+y2)2

]
4. f(x, y) = arctg x+y

1−xy[
f ′x = 1

1+x2
, f ′y = 1

1+y2
, f ′′xx = −2x

(1+x2)2
, f ′′xy = 0, f ′′yy = −2y

(1+y2)2

]
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11 Diferenciál funkce

K výpočtu diferenciálu funkce z = f(x, y) v bodě [x0, y0] použijeme vzorec:

df(x0, y0) = f ′x(x0, y0)dx+ f ′y(x0, y0)dy.

11.1 Řešené př́ıklady

Př. 11.1.1 Vypoč́ıtejte hodnotu diferenciálu zadané funkce v daném bodě a pro dané

př́ır̊ustky dx,dy

f (x, y) = x+ y −
√
x2 + y2 v bodě [3, 4]; dx = 0, 1; dy = 0, 2.

Řešeńı

Spoč́ıtáme parciálńı derivace funkce v bodě [3, 4]

∂f(x, y)

∂x
= 1− 1

2

(
x2 + y2

)− 1
2 · 2x = 1− x√

x2 + y2
,

∂f(3, 4)

∂x
= 0, 4,

∂f(x, y)

∂y
= 1− 1

2

(
x2 + y2

)− 1
2 · 2y = 1− y√

x2 + y2
,

∂f(3, 4)

∂y
= 0, 2.

Plat́ı tedy

df (3, 4) = 0, 4 · 0, 1 + 0, 2 · 0, 2 = 0, 08.

Př. 11.1.2 Vypoč́ıtejte hodnotu diferenciálu zadané funkce v daném bodě a pro dané

př́ır̊ustky dx,dy

f (x, y) = arctg
x+ y

1− xy
v bodě [1, 2]; dx = 0, 02; dy = 0, 01.

Řešeńı

Spoč́ıtáme parciálńı derivace funkce v bodě [1, 2]

∂f(x, y)

∂x
=

1

1 +
(
x+y
1−xy

)2 ·(1− xy)− (x+ y) · (−y)

(1− xy)2
=

1
(1−xy)2+(x+y)2

(1−xy)2
·1− xy + xy + y2

(1− xy)2
=

=
(1− xy)2

1− 2xy + x2y2 + x2 + 2xy + y2
· 1 + y2

(1− xy)2
=

1 + y2

(1 + x2) + y2 (1 + x2)
=

1

1 + x2
,
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∂f(1, 2)

∂x
=

1

2
,

∂f(x, y)

∂y
=

1

1 +
(
x+y
1−xy

)2 ·(1− xy)− (x+ y) · (−x)

(1− xy)2
=

1
(1−xy)2+(x+y)2

(1−xy)2
·1− xy + x2 + xy

(1− xy)2
=

=
(1− xy)2

1− 2xy + x2y2 + x2 + 2xy + y2
· 1 + x2

(1− xy)2
=

1 + x2

(1 + x2) + y2 (1 + x2)
=

1

1 + y2
,

∂f(1, 2)

∂x
=

1

5
.

Plat́ı tedy

df (1, 2) =
1

2
· 0, 02 +

1

5
· 0, 01 = 0, 012.

11.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Vypoč́ıtejte hodnotu diferenciálu zadané funkce v daném bodě a pro dané př́ır̊ustky:

1. f(x, y) = exy v bodě [1, 2] pro dx = −0, 1, dy = 0, 1 [−0, 739]

2. f(x, y) = arctg x
y

v bodě [1, 3] pro dx = 0, 01, dy = −0, 05 [0, 008]

3. f(x, y) =
x2 − y2

xy
v bodě [2, 2] pro dx = 0, 03, dy = 0, 01 [0, 02]
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12 Výpočet přibližné hodnoty výrazu

K výpočtu přibližné hodnoty výrazu použijeme vzorec:

f(x, y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(x0, y0) · (x− x0) + f ′y(x0, y0) · (y − y0).

12.1 Řešené př́ıklady

Př. 12.1.1 Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu výrazu

ln
(

3
√

1, 03 + 4
√

0, 98− 1
)
.

Řešeńı

K výpočtu využijeme funkčńı hodnotu a parciálńı derivace funkce

f(x, y) = ln
(

3
√
x+ 4
√
y − 1

)
v bodě [1, 1] a př́ır̊ustky dx = 0, 03, dy = −0, 02.

Vypoč́ıtáme hodnotu funkce a parciálńı derivace v bodě [1, 1]

f (1, 1) = 0,

∂f(x, y)

∂x
=

1
3
√
x+ 4
√
y − 1

· 1

3
x−

2
3 ,

∂f(1, 1)

∂x
=

1

3
,

∂f(x, y)

∂y
=

1
3
√
x+ 4
√
y − 1

· 1

4
y−

3
4 ,

∂f(1, 1)

∂y
=

1

4
.

Plat́ı tedy

ln
(

3
√
x+ 4
√
y − 1

)
≈ 0 +

1

3
· 0, 03− 1

4
· 0, 02 = 0, 005.

Př. 12.1.2 Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu výrazu

2, 98 tg 44◦ · ln
(√

3, 99− 1
)
.

Řešeńı

K výpočtu použijeme funkci

f(x, y, z) = x · tg y · ln (
√
z − 1) v bodě

[
3, π

4
, 4
]

a s př́ır̊ustky

dx = −0, 02, dy =
π

180
, dz = −0, 01.

Vypoč́ıtáme hodnotu funkce a parciálńı derivace v bodě
[
3, π

4
, 4
]
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f
(

3,
π

4
, 4
)

= 0,

∂f(x, y, z)

∂x
= tg y · ln

(√
z − 1

)
,

∂f(3, π
4
, 4)

∂x
= 0,

∂f(x, y, z)

∂y
=
x · ln (

√
z − 1)

cos2 x
,

∂f(3, π
4
, 4)

∂y
= 0,

∂f(x, y, z)

∂z
=

x · tg y
2
√
z · (
√
z − 1)

,
∂f(3, π

4
, 4)

∂z
=

3

4
.

Plat́ı tedy

2, 98 tg 44◦ · ln
(√

3, 99− 1
)
≈ 0 + 0 · (−0, 02) + 0 · π

180
+

3

4
· (−0, 01) = −0, 0075.

12.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu výrazu:

1.
√

2, 982 + 4, 052 [4, 948]

2. 1, 002 · 2, 0032 · 3, 0043 [108, 97]

3. 0, 972,01 [0, 94]
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13 Implicitně zadaná funkce

13.1 Implicitně zadaná funkce jedné proměnné

13.1.1 Řešené př́ıklady

Př. 13.1.1.1 Určete prvńı a druhé parciálńı derivace podle x funkce dané implicitně

x2 − xy + 2y2 + x− y − 1 = 0.

Řešeńı

a) Podle vzorce y′(x) = −F
′
x

F ′y
.

Pro parciálńı derivace funkce F (x, y) = x2 − xy + 2y2 + x− y − 1 plat́ı

F ′x = 2x− y + 1, F ′y = −x+ 4y − 1.

Dosazeńım do vzorce dostáváme

y′ =
y − 2x− 1

4y − x− 1
.

b) Derivaćı dané rovnice x2 − xy + 2y2 + x− y − 1 = 0 podle x, kde y = y(x).

2x− y − xy′ + 4yy′ + 1− y′ = 0.

Vyjádřeńım y′ dostáváme

y′ =
y − 2x− 1

4y − x− 1
.

Pro určeńı druhé derivace použijeme rovnici prvńı derivace 2x−y−xy′+4yy′+1−y′ = 0,

kterou znovu zderivujeme podle x

2− y′ − xy′′ − y′ + 4(y′)2 + 4yy′′ − y′′ = 0.

Vyjádřeńım y′′ dostáváme

y′′ =
4(y′)2 − 2y′ − 2

4y − x− 1
.

Př. 13.1.1.2 Najděte rovnici tečny ke grafu funkce dané implicitně rovnićı

exy + sin y + y2 = 1 v bodě [2, 0].
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Řešeńı

Pro rovnici tečny ke grafu funkce y = y(x) v bodě [x0, y0] plat́ı vztah

y − y0 = y′(x0) · (x− x0).

Derivaćı rovnice exy + sin y + y2 = 1 urč́ıme y′

yexy + xy′exy + cos yy′ + 2yy′ = 0, y′ =
yexy

xexy + cos y + 2y
.

Vypoč́ıtáme hodnotu derivace v bodě [2, 0]

y′(2, 0) = 0.

Dosazeńım do rovnice tečny dostáváme

y = 0.

Př. 13.1.1.3 Najděte rovnici normály ke grafu funkce dané implicitně rovnićı

x5 + y5 − 2xy = 0 v bodě [1, 1].

Řešeńı

Pro rovnici normály ke grafu funkce y = y(x) v bodě [x0, y0] plat́ı vztah

y − y0 = − 1

y′(x0)
· (x− x0).

Derivaćı rovnice x5 + y5 − 2xy = 0 urč́ıme y′

5x4 + 5y5y′ − 2y − 2xy′ = 0,

y′ =
2y − 5x4

5y4 − 2x
.

Vypoč́ıtáme hodnotu derivace v bodě [1, 1]

y′(1, 1) = −1.

Dosazeńım do rovnice normály dostáváme

y = x.

13.2 Implicitně zadaná funkce dvou proměnných

13.2.1 Řešené př́ıklady

Př. 13.2.1.1 Najděte rovnici tečné roviny funkce dané implicitně

x3 + y3 + z3 − 3xyz − x− y − z = 0 v bodě [1, 0, 1].
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Řešeńı

Urč́ıme hodnotu parciálńı derivace z′x v daném bodě [1, 0, 1]

z′x = 3x2 + 3z2 · z′x − 3y(z + x · z′x)− 1− z′x = 0,

3x2 + 3z2 · z′x − 3yz − 3xyz′x − 1− z′x = 0,

z′x(3z
2 − 3xy − 1) = 3yz + 1− 3x2,

z′x =
3yz + 1− 3x2

3z2 − 3xy − 1
, z′x(1, 0, 1) = −1.

Urč́ıme hodnotu parciálńı derivace z′y v daném bodě [1, 0, 1]

z′y = 3y2 + 3z2 · z′y − 3x(z + y · z′y)− 1− z′y = 0,

3y2 + 3z2 · z′y − 3xz − 3xyz′y − 1− z′y = 0,

z′y(3z
2 − 3xy − 1) = 3xz + 1− 3y2,

z′y =
3xz + 1− 3y2

3z2 − 3xy − 1
, z′y(1, 0, 1) = 2.

Dosazeńım do rovnice tečné roviny

τ : z − z0 = z′x(x0, y0) · (x− x0) + z′y(x0, y0) · (y − y0)

dostaneme

z − 1 = −1(x− 1) + 2(y − 0),

z − 1 = −x+ 1 + 2y,

τ : x− 2y + z = 0.

13.3 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

1. Určete prvńı a druhé parciálńı derivaci podle x funkce dané implicitně rovnićı

x+ y − ex−y = 0

[
y′ =

ex−y − 1

ex−y + 1
, y′′ =

ex−y(1− y′)2

ex−y + 1

]
2. Určete prvńı a druhé parciálńı derivace podle x funkce dané implicitně rovnićı

x3 + y3 − 2xy = 0

[
y′ =

2y − 3x2

3y2 − 2x
, y′′ =

4y′ − 6x− 6y(y′)2

3y2 − 2x

]
3. Určete rovnici tečné roviny v bodě [1, 1, 1] k ploše

x2 + y2 − 3xz + x+ y − z = 0 [τ : 3y − 4z + 1 = 0]
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14 Lokálńı extrémy

Postup při hledáńı lokálńıch extrémů funkce f(x, y):

1. urč́ıme definičńı obor dané funkce,

2. vypoč́ıtáme parciálńı derivace f ′x, f
′
y a polož́ıme je rovny nule,

3. pomoćı soustavy rovnic najdeme stacionárńı body,

4. vypoč́ıtáme parciálńı derivace f ′′xx, f
′′
xy, f

′′
yy a hodnoty těchto derivaćı ve sta-

cionárńıch bodech,

5. pomoćı Hessiánu ve stacionárńıch bodech rozhodneme o existenci a druhu

lokálńıch extrémů,

6. vyšetř́ıme chováńı funkce v okoĺı stacionárńıch bod̊u, ve kterých je hodnota

Hessiánu nulová, a v okoĺı bod̊u, v nichž parciálńı derivace f ′x, f
′
y nejsou defi-

novány.

14.1 Řešené př́ıklady

Př. 14.1.1 Stanovte lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2 + 5x+ 2y.

Řešeńı

Stanov́ıme definičńı obor funkce

Df = E2.

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

f ′x = 2x+ 2y + 5, f ′y = 2x+ 6y + 2.

Parciálńı derivace polož́ıme rovny nule, vznikne soustava dvou rovnic o dvou neznámých

2x+ 2y + 5 = 0 / · (−1)

2x+ 6y + 2 = 0

4y = 3

y =
3

4

Dosazeńım do prvńı rovnice dostáváme
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2x+ 2 · 3

4
+ 5 = 0 , odkud x = −13

4
.

Vyřešeńım soustavy źıskáváme tedy stacionárńı bod P =
[
−13

4
, 3
4

]
.

Spoč́ıtáme druhé parciálńı derivace v bodě P =
[
−13

4
, 3
4

]
f ′′xx = 2, f ′′xy = 2, f ′′yy = 6,

f ′′xx

(
−13

4
,
3

4

)
= 2, f ′′xy

(
−13

4
,
3

4

)
= 2, f ′′yy

(
−13

4
,
3

4

)
= 6,

H

(
−13

4
,
3

4

)
=

∣∣∣∣∣ 2 2

2 6

∣∣∣∣∣ = 12− 4 = 8.

Plat́ı

f ′′xx
(
−13

4
, 3
4

)
> 0 ∧ H

(
−13

4
, 3
4

)
> 0.

Z výše uvedené podmı́nky vyplývá

P =
[
−13

4
, 3
4

]
je lokálńı minimum, f

(
−13

4
, 3
4

)
= −7, 375.

Př. 14.1.2 Stanovte lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x · y +
50

x
+

20

y
.

Řešeńı

Urč́ıme definičńı obor

Df = {[x, y] ∈ E2;x 6= 0 ∨ y 6= 0} .

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

f ′x = y − 50x−2, f ′y = x− 20y−2.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic

y − 50

x2
= 0

x− 20

y2
= 0 ⇒ x =

20

y2

y − 50

(
y2

20

)2

= 0

y − y4

8
= 0

y · (8− y3) = 0
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y1 = 0⇒ nemá řešeńı

y2 = 2, x2 = 5⇒ P = [5, 2].

Spoč́ıtáme druhé parciálńı derivace v bodě P = [5, 2]

f ′′xx = 100x−3, f ′′xy = 1, f ′′yy = 40y−3,

f ′′xx(5, 2) =
4

5
, f ′′xy(5, 2) = 1, f ′′yy(5, 2) = 5.

Sestav́ıme a vypoč́ıtáme Hessián

H(5, 2) =

∣∣∣∣∣ 4
5

1

1 5

∣∣∣∣∣ = 4− 1 = 3.

Plat́ı

f ′′xx(5, 2) > 0 ∧ H(5, 2) > 0.

Z výše uvedené podmı́nky vyplývá

P = [5, 2] je lokálńı minimum, f (5, 2) = 30.

Př. 14.1.3 Stanovte lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 3 +
(
x2 + y

)
· ey.

Řešeńı

Urč́ıme definičńı obor

Df = E2.

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

f ′x = 2x · ey, f ′y = x2ey + ey + y · ey.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic

2x · ey = 0 / : ey ⇒ x = 0

x2ey + ey + y · ey = 0

ey + yey = 0

ey · (1 + y) = 0

y = −1 ⇒ P = [0,−1].
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Spoč́ıtáme druhé parciálńı derivace v bodě P = [0,−1]

f ′′xx = 2ey, f ′′xy = 2x · ey, f ′′yy = x2ey + ey + ey + yey,

f ′′xx(0,−1) = 2e−1, f ′′xy(0,−1) = 0, f ′′yy(0,−1) = e−1.

Sestav́ıme a vypoč́ıtáme Hessián v bodě P = [0,−1]

H(0,−1) =

∣∣∣∣∣ 2e−1 0

0 e−1

∣∣∣∣∣ =
(
2e−1 · e−1

)
− 0 = 2e−2.

Plat́ı

f ′′xx(0,−1) > 0 ∧ H(0,−1) > 0

Z výše uvedené podmı́nky vyplývá

P = [0,−1] je lokálńı minimum, f (0,−1) = 2, 632.

Př. 14.1.4 Stanovte lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 3 · ln x
6

+ 2 ln y + ln (12− x− y) .

Řešeńı

Urč́ıme definičńı obor

Df = {[x, y] ∈ E2;x > 0 ∧ 0 < y < 12− x} .

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

f ′x =
3

x
− 1

12− x− y
, f ′y =

2

y
− 1

12− x− y
.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic

3 · (12− x− y)− x = 0

2 · (12− x− y)− y = 0

−4x− 3y = −36 / · (−1)

−2x− 3y = −24

x = 6

Dosazeńım do prvńı rovnice dostáváme

3 · (12− 6− y)− 6 = 0 , odkud y = 4.
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Dostáváme tedy stacionárńı bod P = [6, 4].

Spoč́ıtáme druhé parciálńı derivace v bodě P = [6, 4]

f ′′xx = − 3

x2
− 1

(12− x− y)2
, f ′′xy = − 1

(12− x− y)2
, f ′′yy = − 2

y2
− 1

(12− x− y)2
,

f ′′xx(6, 4) = −1

3
, f ′′xy(6, 4) = −1

4
, f ′′yy(6, 4) = −3

8
.

Sestav́ıme a vypoč́ıtáme Hessián

H(6, 4) =

∣∣∣∣∣ −1
3
−1

4

−1
4
−3

8

∣∣∣∣∣ 1

8
− 1

16
=

1

16
.

Plat́ı

f ′′xx(6, 4) < 0 ∧ H(6, 4) > 0.

Z výše uvedené podmı́nky vyplývá

P = [6, 4] je lokálńı maximum, f(6, 4) = 5 ln 2.

14.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Stanovte lokálńı extrémy dané funkce:

1. f(x, y) = 2xy − 3x2 − 2y2 + 10 [lokmax f(x, y) = f(0, 0) = 10]

2. f(x, y) = 9− (x− 5)2 + (y − 4)2 [lokálńı extrémy neexistuj́ı]

3. f(x, y) = e2x · (x+ y2 + 2y)
[
lokmin f(x, y) = f(1

2
,−1) = −e

2

]
4. f(x, y) = x · √y − x2 − y + 6x+ 3 [lokmax f(x, y) = f(4, 4) = 15]

5. f(x, y) = 3 + (x2 + y) · ey
[
lokmin f(x, y) = f(0,−1) = 3− 1

e

]
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15 Globálńı extrémy

Postup při hledáńı absolutńıch extrémů funkce dvou proměnných:

1. urč́ıme definičńı obor a graficky znázorńıme množinu M ,

2. urč́ıme stacionárńı body uvnitř množiny,

3. vyšetř́ıme funkce na hranici množiny, tj. dosazeńı rovnice křivky, která tvoř́ı

část hranice, do funkce (vyšetřujeme tedy extrémy vzniklé funkce jedné

proměnné),

4. zjist́ıme funkčńı hodnoty ve všech takto nalezených bodech a z nich vybereme

maximálńı a minimálńı č́ıselné hodnoty.

15.1 Řešené př́ıklady

Př. 15.1.1 Stanovte globálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 − xy − x− y na trojúhelńıku ABC o vrcholech

A = [−1, 0], B = [1, 2], C = [3, 0].

Řešeńı

Urč́ıme definičńı obor a graficky znázorńıme trojúhelńık ABC

Df = E2.

x

y

0 321−1

2

1

A B

C

Obrázek 13. Trojúhelńık ABC

Spoč́ıtáme prvńı parciálńı derivace

f ′x = 2x− y − 1, f ′y = 2y − x− 1.
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Urč́ıme stacionárńı body uvnitř trojúhelńıku řešeńım soustavy

2x− y − 1 = 0

2y − x− 1 = 0 / · 2

2x− y − 1 = 0

−2x+ 4y − 2 = 0

3y = 3

y = 1⇒ P1 = [1, 1].

Z grafického znázorněńı je zřejmé, že bod P1[1, 1] lež́ı uvnitř trojúhelńıku ABC.

Dosazovaćı metodou stanov́ıme stacionárńı body na hranici trojúhelńıku

- úsečky AB, BC, CA.

a) Pro úsečku AB plat́ı:

y = 0 ∧ x ∈ 〈−1, 3〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce f(x, 0) = x2 − x = h1(x).

Řeš́ıme rovnici h′1(x) = 2x− 1 = 0, odkud x = 1
2
.

Dosazeńım do rovnice úsečky dostaneme y = 0.

Jediným podezřelým bodem úsečky AB je tedy bod P2 =
[
1
2
, 0
]
.

b) Pro úsečku BC plat́ı:

y = 3− x ∧ x ∈ 〈1, 3〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce

f(x, 3−x) = x2+(3−x)2−x(3−x)−x−(3−x) = x2+9−6x+x2−3x+x2−x−3+x =

= 3x2 − 9x+ 6 = h2(x).

Řeš́ıme rovnici h′2(x) = 6x− 9 = 0, odkud x = 3
2
.

Dosazeńım do rovnice úsečky dostaneme y = 3
2
.

Jediným podezřelým bodem úsečky BC je tedy bod P3 =
[
3
2
, 3
2

]
.

c) Pro úsečku CA plat́ı:

y = x+ 1 ∧ x ∈ 〈−1, 1〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce
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f(x, x+1) = x2+(x+1)2−x(x+1)−x−(x+1) = x2+x2+2x+1−x2−x−x−x−1 =

= x2 − x = h3(x).

Řeš́ıme rovnici h′3(x) = 2x− 1 = 0, odkud x = 1
2
.

Dosazeńım do rovnice úsečky dostaneme y = 3
2
.

Jediným podezřelým bodem úsečky CA je tedy bod P4 =
[
1
2
, 3
2

]
.

Stanov́ıme funkčńı hodnoty funkce f(x, y) = x2 +y2−xy−x−y v podezřelých bodech

a ve stacionárńıch bodech trojúhelńıku ABC

f(P1) = f(1, 1) = −1,

f(P2) = f(1
2
, 0) = −1

4
,

f(P3) = f(3
2
, 3
2
) = −3

4
,

f(P4) = f(1
2
, 3
2
) = −1

4
,

f(A) = f(−1, 0) = 2,

f(B) = f(3, 0) = 6,

f(C) = f(1, 2) = 0.

Globálńı minimum nastává tedy v bodě P1 = [1, 1], f(1, 1) = −1 a globálńı maximum

v bodě B= [3, 0], f(3, 0) = 6.

Př. 15.1.2 Stanovte globálńı extrémy funkce

f(x, y) = y2 + 2xy − 4x− 6y na obdélńıku ABCD o vrcholech

A = [0, 0], B = [2, 0], C = [0, 3], D = [2, 3].

Řešeńı

Urč́ıme definičńı obor a graficky znázorńıme trojúhelńık ABC

Df = E2.

x

y

0 21

1

2

3

A B

C D

Obrázek 14. Obdélńık ABCD
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Spoč́ıtáme parciálńı derivace dané funkce

f ′x = 2y − 4, f ′y = 2y + 2x− 6.

Řešeńım soustavy urč́ıme stacionárńı body uvnitř obdélńıku ABCD

2y − 4 = 0 ⇒ y = 2,

2y + 2x− 6 = 0 ⇒ x = 1.

Řešeńım soustavy je bod P1 = [1, 2], který lež́ı uvnitř obdélńıku ABCD.

Dosazovaćı metodou stanov́ıme stacionárńı body na hranici obdélńıku - úsečky AB,

AC, BD, CD.

a) Pro úsečku AB plat́ı:

y = 0 ∧ x ∈ 〈0, 2〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce

f(x, 0) = −4x = h1(x),

h′1(x) = −4 ⇒ na úsečce AB neexistuj́ı žádné podezřelé body.

b) Pro úsečku AC plat́ı:

x = 0 ∧ y ∈ 〈0, 3〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce

f(0, y) = y2 − 6y = h2(x),

h′2(x) = 2y − 6 = 0, odkud y = 3.

Jediným podezřelým bodem úsečky AC je bod P2 = [0, 3].

c) Pro úsečku BD plat́ı:

x = 2 ∧ y ∈ 〈0, 3〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce

f(2, y) = y2 + 4y − 8− 6y = y2 − 2y − 8 = h3(x),

h′3(x) = 2y − 2 = 0, odkud y = 1.

Jediným podezřelým bodem úsečky BD je bod P3 = [2, 1].

d) Pro úsečku CD plat́ı:

y = 3 ∧ x ∈ 〈0, 2〉 .
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Zkoumáme podezřelé body funkce

f(x, 3) = 9 + 6x− 4x− 18 = 2x− 9 = h4(x),

h′4(x) = 2 ⇒ na úsečce CD neexistuj́ı žádné podezřelé body.

Stanov́ıme funkčńı hodnoty funkce f(x, y) = y2 + 2xy− 4x− 6y v podezřelých bodech

a ve vrcholech obdélńıku ABCD

f(P1) = f(1, 2) = −8,

f(P2) = f(0, 3) = −9,

f(P3) = f(2, 1) = −9,

f(A) = f(0, 0) = 0,

f(B) = f(2, 0) = −8,

f(C) = f(0, 3) = −9,

f(D) = f(2, 3) = −5.

Globálńı minimum nastává tedy v bodech P2 = C = [0, 3], f(0, 3) = −9, P3 = [2, 1],

f(2, 1) = −9 a globálńı maximum v bodě A= [0, 0], f(0, 0) = 0.

Př. 15.1.3 Stanovte globálńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy na množině M omezené y = x2 ∧ y = 4.

Řešeńı

Urč́ıme definičńı obor a graficky znázorńıme množinu M

Df = E2.

Pr̊useč́ıkem paraboly a př́ımky źıskáme body A,B - dosad́ıme y = 4 do y = x2 a

dostaneme x2 = 4⇒ x = ±2, tedy A = [−2, 4], B = [2, 4].

x

y

0 2−2

1

2

3

4

y = x2

y = 4

Obrázek 15. Množina M
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Spoč́ıtáme parciálńı derivace dané funkce

f ′x = 6x2 + 8x− 2y, f ′y = 2y − 2x.

Řešeńım soustavy urč́ıme stacionárńı body uvnitř dané množiny

6x2 + 8x− 2y = 0

2y − 2x = 0 ⇒ y = x

6x2 + 6x = 0 / : 6

x2 + x = 0

x · (x+ 1) = 0

x1 = 0⇒ y1 = 0

x2 = −1⇒ y2 = −1

Řešeńım jsou dva body P1 = [0, 0], P2 = [−1,−1].

Z grafického znázorněńı je zřejmé, že bod P1 = [0, 0] lež́ı na dané množině. Bod

P2 = [−1,−1] nelež́ı na množině ⇒ neńı extrém.

Dosazovaćı metodou stanov́ıme stacionárńı body na hranici dané množiny - hranici

tvoř́ı př́ımka y = 4 a parabola y = x2.

a) Pro př́ımku y = 4 plat́ı:

y = 4 ∧ x ∈ 〈−2, 2〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce

f(x, 4) = 2x3 + 4x2 + 16− 8x = h1(x).

Řeš́ıme kvadratickou rovnici

h′1(x) = 6x2 + 8x− 8 = 0, odkud dostáváme dva body x1 = −2, x2 =
2

3
.

Na př́ımce y = 4 dostáváme tedy dva podezřelé body P3 = [−2, 4], P4 =

[
2

3
, 4

]
.

b) Pro parabolu y = x2 plat́ı:

y = x2 ∧ x ∈ 〈−2, 2〉 .
Zkoumáme podezřelé body funkce

f(x, x2) = 2x3 + 4x2 + x4 − 2x3 = x4 + 4x2 = h2(x).

Řeš́ıme rovnici
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h′2(x) = 4x3 + 8x = 0, odkud dostáváme x1 = 0, x22 = −2⇒ nemá řešeńı.

Jediným podezřelým bodem paraboly je bod P5 = [0, 0].

Stanov́ıme funkčńı hodnoty funkce f(x, y) = 2x3+4x2+y2−2xy v podezřelých bodech

a v hraničńıch bodech množiny

f(P1) = f(0, 0) = 0,

f(P3) = f(−2, 4) = 32,

f(P4) = f
(
2
3
, 4
)

= 13.04,

f(P5) = f(0, 0) = 0,

f(A) = f(−2, 4) = 32,

f(B) = f(2, 4) = 32.

Globálńı minimum na množině M nastává v bodech P1 = P5 = [0, 0], f(0, 0) = 0,

globálńı maximum nastává v bodech P3 = A = [−2, 4], f(−2, 4) = 32,

B = [2, 4], f(2, 4) = 32.

15.2 Neřešené př́ıklady k procvičeńı

Stanovte globálńı extrémy funkćı definovaných na daných množinách:

1. f(x, y) = x2 − y2 na kruhu x2 + y2 ≤ 4

[MAX f(x, y) = f(2, 0) = f(−2, 0) = 4,MIN f(x, y) = f(0, 2) = f(0,−2) = −4]

2. f(x, y) = x2 − 2y2 + 4xy − 6x− 1 na množině x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ −x+ 3

[MAX f(x, y) = f(0, 0) = −1,MIN f(x, y) = f(0, 3) = −19]

3. f(x, y) = x− 2y + 5 na trojúhelńıku vymezeném př́ımkami y = x+ 1, y = 3− x,
x = 0

[MAX f(x, y) = f(0, 1) = 3,MIN f(x, y) = f(0, 3) = −1]

Vybrané př́ıklady jsou čerpány ze zdroj̊u [1],[6],[9],[10],[11],[12],[13].
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16 Aplikace s použit́ım diferenciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných

Př. 16.1

Nosńık z materiálu o materiálové konstantě C je zat́ıžen silou p. Délka nosńıku je L,

výška h a š́ırka w. Silovým p̊usobeńım se nosńık prohne o

S = C
pL2

wh3
.

Užit́ım parciálńıch derivaćı vyjádřete rychlost změny prohnut́ı nosńıku v závislosti

na výšce h a š́ı̌rce w.

Obrázek 16. Nosńık

Řešeńı

Jednotky jednotlivých veličin jsou: p = 2 kN, L = 1 m, w = h = 10 cm, C =

5000. Jednotky veličiny C jsou zvoleny tak, aby S vycházelo v centimetrech. Potom

dostáváme S = 1 cm. Předpokládáme, že materiál nosńıku ubývá tak, že ∆h = ∆w =

−0, 1 cm/měśıc.

Plat́ı tedy

∆S =
∂S

∂w
∆w +

∂S

∂h
∆h.

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

∂S

∂w
= C

pL4

h3
· (−1)w−2 = −C pL

4

wh3
· 1

w
,

∂S

∂h
= C

pL4

w
· (−3)h−4 = −3C

pL4

wh3
· 1

h
.

Pro zadané hodnoty dosazeńım dostáváme

∂S

∂w
= −1 · 1

10
= −0, 1 a

∂S

∂h
= −3 · 1

10
= −0, 3.

Odkud
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∆S =
∂S

∂w
∆w +

∂S

∂h
∆h = −0, 1 · (−0, 1) + (−0, 3) · (−0, 1) = 0, 04.

Prohnut́ı nosńıku se zvětšuje rychlost́ı 0, 04 cm/měśıc.

Př. 16.2

Maximalizace zisku v závislosti na ceně produktu a nákladech na reklamu.

Celkový př́ıjem R dané firmy za daný druh produktu je dán součinem ceny a poptávky

po tomto produktu. Plat́ı tedy obecný vztah

R = p · q(p,A) = p · 54
√
A√
p3

= 54
√
A√
p
.

Řešeńı

Uvažujeme závislost př́ıjmu R firmy na ceně produktu p a nákladech na reklamu A:

R = f(p,A) =
54
√
A

√
p
.

Dále uvažujeme souvislost produkčńıch náklad̊u C a poptávky po daném produktu q,

které vycháźı z obecného vztahu

C = 2q neboli C = 2 · 54
√
A√
p3

=
108
√
A√

p3
.

Pro zisk P firmy z daného produktu lze předpokládat vztah

P = R− C − A.

Po dosazeńı do výše uvedených vzorc̊u pro R a C dostáváme

P = f(p,A) =
54
√
A

√
p
− 108

√
A√

p3
− A =

54
√
A√
p3

(p− 2)− A.

Urč́ıme parciálńı derivace

∂P

∂p
= −27

√
A√
p3

+
162
√
A√

p5
=

27
√
A√
p5

(−p+ 6),
∂P

∂A
=

27√
Ap3

(p− 2)− 1.

Plat́ı A > 0, p > 0. Položeńım parciálńıch derivaćı nule vyřeš́ıme soustavu rovnic a

urč́ıme lokálńı extrémy dané funkce
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27
√
A√
p5

(−p+ 6) = 0 ⇒ p = 6

27√
Ap3

(p− 2)− 1 = 0

27 · 4
6
√
A · 6

= 1

A =

(
9 · 2√

6

)2

⇒ A = 54

Zjist́ıme, zda pro p = 6, A = 54 skutečně nastává lokálńı minimum nebo maximum.

Urč́ıme druhé parciálńı derivace

∂2P

∂p2
=

[
54
√
A

(
− 1

2
√
p3

+
3√
p5

)]
= 54

√
A

(
3

4
√
p5
− 15

2
√
p7

)
=

81
√
A

2
√
p7

(p− 10),

∂2P

∂p∂A
=

[
27
√
A√
p5

(−p+ 6)

]
=

27

2
√
A · p5

(−p+ 6),

∂2P

∂A2
=

[
27√
A · p3

(p− 2)− 1

]
= − 27

2
√
A3p3

(p− 2).

Sestav́ıme Hessián z druhých parciálńıch derivaćı P = f(p,A) v bodě p = 6, A = 54

Hf(6,54) =

∣∣∣∣∣ 81
√
54

2
√
67

(6− 10) 27

2
√
54·65

(6− 6)
27

2
√
54·65

(6− 6) − 27

2
√
543·63

(6− 2)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −9
4

0

0 − 1
108

∣∣∣∣∣ = −9

4
·
(
− 1

108

)
−0 =

1

48
.

Plat́ı

∂2P

∂p2
(6, 54) < 0 ∧ H(6, 54) > 0.

Z výše uvedené podmı́nky vyplývá, že v daném bodě nastává lokálńı maximum dané

funkce, tj. při ceně produktu p rovné 6 a náklad̊um na reklamu A rovným 54 nastává

lokálńı maximum.
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Př. 16.3

Určete rozměry pravoúhlého otevřeného bazénu tak, aby měl co nejmenš́ı povrch při

daném objemu V .

Obrázek 17. Bazén

Řešeńı

Označ́ıme si a délku, b výšku, c š́ı̌rku bazénu. Plat́ı zde základńı vztahy pro výpočet

objemu čtyřbokého hranolu s obdélńıkovou podstavou V = abc a povrchu

S(a, b, c) = ab+2ac+2bc. Budeme tedy hledat minimum funkce S(a, b, c) při podmı́nce

V = abc, kde a, b, c > 0.

Ze vztahu V = abc vyjádř́ıme proměnnou a jako a =
V

bc
, jej́ım dosazeńım do funkce S

dostaneme funkci dvou proměnných

S(b, c) =
V

c
+

2V

b
+ 2bc.

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

∂S

∂b
= −2V

b2
+ 2c,

∂S

∂c
= −V

c2
+ 2b.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic
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−2V

b2
+ 2c = 0 ⇒ c =

V

b2

−V
c2

+ 2b = 0

− V(
V
b2

)2 + 2b = 0

2b =
b4

V
b = 3

√
2V

Dosazeńım do vyjádřeńı proměnné c dostaneme c =
V(

3
√

2V
)2 . Źıskáváme tedy jeden

podezřelý bod

[
3
√

2V , V

( 3√2V )
2

]
z lokálńıho extrému funkce S.

Spoč́ıtáme druhé parciálńı derivace

∂2S

∂b2
=

4V

b3
,

∂2S

∂b∂c
= 2,

∂2S

∂c2
=

2V

c3
.

Sestav́ıme a vypoč́ıtáme Hessián v daném bodě

H

 3
√

2V ,
V(

3
√

2V
)2
 =

∣∣∣∣∣ 4V
b3

2

2 2V
c3

∣∣∣∣∣ =
4V

b3
· 2V

c3
− 4 =

8V 2

2V · V 3

( 3√2V )
6

=
8V 2

V 2

2

− 4 = 12.

Protože
4V

b3
=

4V

2V
= 2 > 0 ∧ H

 3
√

2V ,
V(

3
√

2V
)2
 > 0 nastává v daném bodě

lokálńı minimum.

Dosazeńım do vztahu a =
V

bc
dostáváme rozměry bazénu a = b = 3

√
2V .

Aplikace jsou vybrány ze zdroj̊u [2],[13].
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ZÁVĚR

Hlavńım ćılem této bakalářské práce bylo vytvořit sb́ırku řešených a neřešených př́ıklad̊u

z teorie diferenciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných, která hraje podstatnou roli

nejen v matematice, ale i v jej́ıch fyzikálńıch, technických a ekonomických aplikaćıch.

Je určena jako studijńı pomůcka student̊um FAI UTB v předmětu Matematika II.

Teoretická část sb́ırky je rozdělena do osmi kapitol, kde jsou uvedeny definice a věty ob-

jasňuj́ıćı základńı pojmy z teorie diferenciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných, které se

využ́ıvaj́ı při praktickém řešeńı př́ıklad̊u. K hlavńım pojmům patř́ı metrické prostory,

parciálńı derivace, diferenciál funkce, implicitńı funkce, lokálńı a globálńı extrémy.

Praktická část sb́ırky obsahuje předevš́ım řešené př́ıklady s podrobným popisem po-

stupu řešeńı, umožňuj́ıćı student̊um lepš́ı pochopeńı dané problematiky. V závěru každé

kapitoly je uvedena sada neřešených př́ıklad̊u s výsledky, určených k procvičeńı.

Práce je zpracována v sázećım programu LATEX, který se použ́ıvá zejména pro tvorbu

matematických a vědeckých dokument̊u. Obrázky jsou vytvořeny pomoćı grafického

baĺıku TikZ&PGF, což je nástroj k vytvářeńı kvalitńıch vektorových ilustraćı v mul-

tiplatformńım prostřed́ı TEXu.

CONCLUSION

The aim of this bachelor thesis was to create a collection of solved and unsolved exam-

ples from the theory of differential calculus, which plays an essential role not only in

mathematics but also in its physical, technical and economic applications. It should by

helpful as a study tool for students FAI UTB in the subject Mathematics II.

The theoretical part of the collection is divided into eight chapters, which provides defi-

nitions and sentences explaining the basic concepts of the theory of differential calculus,

which are used in solving practical examples. Key concepts include metric spaces, par-

tial derivatives, differential, implicit functions, local and global extrems. The practical

part of the collection contains mostly solved examples with detailed description of the

solution process, enabling students better understanding of the issue. At the end of

each chapter is a set of examples with unresolved outcomes for practice.

Work is processed in the typesetting program LATEX, which is mainly used for creating

mathematical and scientific documents. Images are created using a graphical package

TikZ&PGF, a tool for creating high-quality vector illustrations in a multi-platform en-

vironments TEX.
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řady., Zĺın, 2009. ISBN 978-80-7318-856-6.
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK

N množina všech přirozených č́ısel

R množina všech reálných č́ısel

Z množina všech celých č́ısel
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Obr. 7. Definičńı obor funkce f (x, y) = 4
√

(9− x2 − y2) (x2 + y2 − 4) ................ 28
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