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Uvod

V praxi je ¢asto vyhodné (teoreticky i experimentélné) pouzivat harmonickych funkei exp(wwt), nebot
jsou snadno prakticky realizovatelné (resp. jejich imaginarni ¢ redlnd ¢dst) a maji vyhodné matematické
vlastnosti (zvlasté vzhledem k derivaci a integrovani). Ukazuje se, Ze za dosti Sirokych podminek lze
kazdou funkci vyjadrit jako soucet ¢i integraci harmonickych funkci, ovSem kazdé s jinou vahou a fazo-
vym posuvem (zpravidla jsou obé hodnoty zahrnuty do komplexni vahové funkce). Vahové funkce tedy
udava, jaké frekvence w je nutno pouzit v superpozici, aby bylo mozno z harmonickych funkci zpétné
sestavit ptivodni funkci. Pravé tato vahova funkce (spektrum) byva oznacovéna jako (trigonometricka)
Fourierova transformace (FT).

Defini¢ni vzorec pro FT je integralem a pro praktickou realizaci neni prilis vhodny:

e jeho analytické reseni existuje jen v omezeném poctu pripadl a je nutno jej tedy feSit numericky
(tedy pfechodem nekoneény integrdl — koneénd sumace),

e v piipadé pocitacového zpracovani nemame spojitou funkci, ale jen jeji hodnoty v diskrétnich vzor-
kovacich okamzicich.

Z téchto divodi se definuje diskrétni Fourierova transformace (DFT), kter4 je jiz polynomem a jejimi
vstupy a vystupy jsou posloupnosti hodnot. Nevyhodou této definice je jeji zna¢né ¢asova narocnost, ktera
roste se ¢tvercem délky vstupni posloupnosti. Proto byl vypracovan algoritmus, ktery vychazi z vlastnosti
exponencialnich diskrétnich funkci a vyrazné snizuje potfebnou dobu vypoctu. Tento algoritmus je zvykem
nazyvat rychla Fourierova transformace (FFT — Fast Fourier Transform).

Fourierova transformace se ukazala byt G¢innou metodou zpracovani riizngch signalt. Casto je vy-
uzivano jeji vlastnosti prevodu konvoluce na nasobeni, coz umoznuje u nékterych soustav zavést tzv.
prenosovou (frekvenéni) funkci, kterd vhodnym zptsobem charakterizuje dynamické vlastnosti soustavy.
Metoda umoznuje provadét frekvencni filtraci, tedy odstranovat ze signalu ¢asti s riznymi frekvencemi,
coZ miiZze napf. snizit droven Sumu v signilu. Operace ve frekvenéni oblasti mohou upravovat obrazy
takovym zptisobem, aby napi. doslo ke zvyraznéni hran, k odstranéni ,prouzkovani“ ¢i ke zvyraznéni
nékterych struktur v obraze.

Vyraznym uplatnénim FT je také skutecnost, ze mnohé fyzikalni jevy mohou byt aproximovany prave
Fourierovou transformaci. V optice se jedna o jevy difrakce v tzv. Fraunhofferové aproximaci, zobrazeni
tenkou ¢ockou do ohniskové roviny a dalsi. Zde umoziiuje FFT vyrazné zjednoduSeni prace, nebot neni
tfeba sestavovat optické aparatury, ale sta¢i pouze pouZzit kameru a nasnimat napf. difrakéni clonu. Tento
zpuisob navic umoznuje snadnou archivaci vysledk a dalsi zpracovani obrazu pocitacem.

Teoreticky lze aparat Fourierovy transformace zobecnit tim, ze nebudeme jako ,bazové“ funkce uva-
Zovat jen exponencidlni funkce, ale libovolny systém funkci, které splituji nékolik podminek (pfedevsim
uplnost). Tyto zobecnéné Fourierovy transformace mohou mit velmi riiznorodé vlastnosti, které lze
vyuzit v mnozstvi aplikaci. Jako pfiklad tohoto zobecnéni lze uvést napf. vinkovou transformaci, ktera vy-
uziva systém funkci, odvozeny od zakladni funkce pomoci posunuti a zmény méritka. V této transformaci
dochéazi k transformaci jednorozmérného prostoru do dvourozmérného prostoru, ktery ma tentyz fyzikalni
rozmér. Timto se lisi od Fourierovy transformace, ktera prevadi napf. prostor s fyzikdlnim rozmérem [m]
do prostoru [m~1].



1 Fourierova transformace

Fourierova transformace je matematicka metoda, kterd je ispéSné pouzitelna k analyzovani obrazt
(signaltt). V obecném piipadé se jednd o vyjadreni funkce popisujici obraz v jinych proménnych pomoci
integralni transformace (v podstaté vyjadfeni funkce v jiné bézi). Ve specidlnim pfipadé se uvaZzuje
tzv. trigonometricka Fourierova transformace, kterd za bazové funkce poklada sin(kt), cos(kt) nebo
v komplexnim tvaru exp(zkt), kde k je celé ¢islo v pfipadé Fourierovy fady nebo redlna proménna v ptipadé
Fourierovy transformace.

1.1 Fourierova rada periodické funkce

Nejjednodussi odvozeni Fourierovy transformace vychazi z tzv. Fourierovy fady periodické funkce
, jejiz motivaci lze nalézt ve sklddani anizochronnich harmonickych kmiti téhoz sméru s takovymi
frekvencemi, aby vysledna funkce mohla byt periodicka, tedy 17 = nT},, kde n je celé ¢islo. Funkce dana
touto superpozici bude mit tvar

f(t)=Bo+ i A, sin(nwit) + i B, cos(nwst),

n=1

(1)

n=1

kde A,,, By, jsou koeficienty tvofici tzv. spektrum funkce f(-).

Koeficienty Fourierovy fady Nejprve budeme uvaZovat funkci periodickou na intervalu (0,77) a
budeme predpokladat platnost vyse uvedeného rozvoje pro néjakou kombinaci koeficienta A,,, B,,. Obé
strany rovnosti vynasobime funkeci sin(mw,t) a prointegrujeme pies interval délky T i—’lr Dostaneme
rovnici

T

T1 o0 Tl
f (@) sin(mwyt) dt By / sin(mwyt) dt + Z A, / sin(mwit) sin(nwqt) dt
0 0

n=1

oo T
Z B, / sin(mws t) cos(nwyt) dt
n=1 0

0

+

a vyuzitim ortogonality funkci 1,sin, cos dostaneme

Ty

f(#) sin(mwyt) dt

0

Am Tl
5

Podobné postupujeme pii urceni koeficientti B,, a tim ziskdme vztahy

2 (M

Am = — f() sin(mwyt) dt, (2)
Tl 0
2 (T

B, = — f(t) cos(mwyt) dt, (3)
Ty Jo
I

By = ?1 ; f()de. (4)

Fourierovu fadu muzeme vyjadrit také v
pro funkce cos(z), sin(z), exp(uz), jako

ft) =

kde pro koeficienty C,, plati vztah
2

Cy

Ty

T
/ f(t) exp(—wnwit) dt.
0

komplexnim tvaru, vezmeme-li do tuvahy Eulerovy vztahy

Z Cy, exp(inwit),

n—=—oo

(5)



Podminky platnosti rozvoje Vyjadfeni periodické funkce pomoci fady je pouze formalni. Neni
zarueno, Ze limita posloupnosti ¢asteénych souétii této fady v bodé ¢y se bude skuteéné rovnat f(to).
Lze pouze tvrdit: konverguje-li fada stejnomérné na intervalu (0,71) k funkci f(t), pak je tato funkce
na intervalu spojité a pro koeficienty A,, B,, plati vztahy . (Je mozno sestrojit funkce, jejichz Fou-
rierova fada nekonverguje v zddném bodé.) Nas v8ak zajima opacény problém — kdy k funkci f(t) existuje
Fourierova fada. Aby bylo moZno funkci f(t) vyjadiit fadou, musi spliiovat napf. tzv. Dirichletovy pod-
minky:

(t) je na intervalu (0,7}) ohranicena,

Ly
2. f(t) mé na intervalu (0,T}) nejvys koneény pocet bodl nespojitosti prvniho druhu,
3. f

)
)
(t) ma na intervalu (0,77) alespoii jednu z téchto vlastnosti:
(a) méa konecny pocet bodt ostrého lokalniho extrému,

)

(b) je po ¢astech monotdnni,
(c) je po ¢astech hladka.
Jestlize funkce f(¢) tyto podminky spliiuje, pak v kazdém bodé spojitosti ji lze rozvinout v fadu (1)
tak, Ze je f(t) souctem této fady a v kazdém bodé ¢y nespojitosti prvniho druhu je soudet této Fady
roven %( lim+ f(@®)+ lim f(¢)). Dirichletovy podminky jsou v8ak pouze postacujici, nikoliv nutné. Exis-
t—to t—to~
tuji funkce, které tyto podminky nespliuji a presto jim prifazena Fourierova fada konverguje tak, ze

jejim souctem je rozvijena funkce. Lze nalézt mnozstvi podminek konvergence a také uvazovat vice typt

konvergenci [Llj2}}4].

1.2 Fourierova transformace

Vyraz pro Fourierovu transformaci mizeme odvodit z Fourierovy fady provedenim limitniho procesu
T — oo, tedy zvolenim nekonec¢né doby periody, ¢imz umoznime vyuziti této metody i pro signaly, které
nejsou periodické [1].

Dosadime-li do fady ({1J) vzorce pro koeficienty , vyuzitim zakladnich trigonometrickych vztahi
(pro cos(T — t)) dostanemd'|

ﬂﬂ:%/if@&+%§:/zﬂmmmmﬁ—m&. )
2 n=1v""7=2

Budeme-li uvazovat pouze funkce absolutné integrovatelné na celé realné ose
(/7 |f(t)] dt < o0), pak prvni ¢len bude mit v limité pro 73 — oo nulovou hodnotu. V druhém é&lenu

mame aritmetickou posloupnost nw; s konstantni diferenci wy. Oznacéime-li nw; = w a Aw = wy = %,
dostaneme
1 & (1
— < . f @) cos(w(r — t))dt> Aw.
_ 21
2

n=1
Vyraz sumace vyjadiuje v limité€ 77 — oo integralni soucet a rovnice prejde ve dvojny integral
1 oo o
ﬂﬂ:—/ / F(t) cos(w(r — 1)) dt dw. (8)
™ Jo —0o0
Dosadime-li do podle Eulerova vzorce za funkci cos, dostaneme koneény vyraz pro Fourieruv integral
1 o0 o0
f(r)=— / { / f()e ™D dt| dw. (9)
27T — 00 — 00

1Dale budeme uvazovat interval rozkladu funkce symetricky polozeny kolem nuly.




Tento vztah se da zapsat v symetrickém tvaru jako

f(r) = \/% /O:O L/% /Z f(t)e ! dt} "7 dw.

Vyraz uvnit¥ hranaté zévorky povazujeme za Fourierovu transformaci funkce f(t) a zbyld ¢ast vztahu
udéavé inverzni Fourierovu transformaci :

1 > —wt _
1 > 1wt _ —

Podminky existence obrazu Pfi odvozovani (limitnim pfechodu) Fourierova integralu byly pouzity
predpoklady o integrovatelnosti funkce f(¢) a o jeji rozvinutelnosti ve Fourierovu fadu na kazdém inter-
valu {(a,b) (tedy vyhovuje Dirichletovym podminkam), p¥i¢emz se pfedpokladalo, Ze integral vyjadiuje
funkci f(¢) ve vSech bodech spojitosti. Fourierova transformace vSak miize existovat i k funkcim, které
tyto podminky nesplnuji. Navic je mozno definovat Fourierovy obrazy i k distribucim; tyto vSak nemusi
spliiovat nékteré déle uvedené vlastnosti (napt. F{d(¢)} = const., coZ nespliiuje podminku nulovosti pro
w — 00).

Poznamka: V literatufe je moZno najit vice definic transformace, které se lisi koeficientem 27. Dfive
uvedeny vztah je v symetrizovaném tvaru, ale je mozno priradit bud celou hodnotu 27 jednomu z integralt
(u druhého nebude zadn4a konstanta), nebo 27 pfesunout do exponentu integrandu (pak jsou bez konstant
oba integraly). Rozdily v definicich se mohou promitnout do dalsich vztahii (napt. Parsevalovy véty).

1.2.1 Zakladni vlastnosti

Pro praktické vyuziti Fourierovy transformace jsou dulezité jeji nasledujici vlastnosti [1}19]:

Linearita 7 vlastnosti integralu plyne vztah

Flaf(t) +bg(t)} = aF{f(t)} + bF{g(t)}

pro libovolné a, b (i komplexni), z ¢ehoZ plyne linearita Fourierovy transformace.

Zména méFitka a posun v €ase Je-li v argumentu funkce f(t) provedena zména mé¥itka, pak plati

(pro a #0) 1
Ff(at)} = —F(%).

lal

Provedeme-li v argumentu posunuti 7, pak pro obraz plati
F =7} =F{f ()} x 7.
Modulaéni véta Je-li posunuti 7 provedeno ve spektréilni oblasti, pak plati
Flw—1)=F{f(t)e"},

tedy posunuti se projevi modulaci.

Dualita transformace Pro dvojnasobné uziti Fourierovy transformace plati

F{F{I0)}} = f(-w),

kde je nutno po provedeni prvni transformace formalné zaménit w za t.



Derivace originalu Ma-li funkce f(t) na kazdém intervalu konec¢né délky derivaci ve smyslu abso-
lutné spojité funkce f’(t) a obé tyto funkce jsou lebesgueovsky integrovatelné (popf. obé v kvadrétu)
na intervalu (—oo, 00), pak plati

F{I(0)} = wF{f(t)},
tedy operace derivovani v origindlu pfechdzi na nésobeni v obraze. Opétovnym pouzitim lze odvodit
vztah i pro vyssi derivace (n-tého fadu), v némz je vyraz w nahrazen (ww)”.

Derivovani obrazu Necht jsou funkce f(t) atf(t) lebesgueovsky integrovatelné (popf. obé v kvadrétu),
pak plati
/
F{tf)} =o(Ff®})
tedy derivovani obrazu pfechazi v nasobeni originalu ¢. Obdobné pro vyssi fady derivace se vyskytnou
vztahy ", t" f(t).

Integrace originalu Existuji-li Fourierovy transformace funkei f(t), [ f(¢) dt, pak

t
1
H{ [ _smar} = Zruo,
oo w
tedy integrace v obraze pfejde v déleni vyrazem w, pro n-ndsobnou integraci se vyskytuje nasobeni (ww)™.

Obraz realné funkce Je-li funkce f(t) redlnd a jestlize k ni existuje jeji Fourieriv obraz F(w), pak
plati pro komplexni sdruzeni
F(w) = F*(—w).

Obraz konvoluce a souéinu Necht jsou funkce f(t), g(t) integrovatelné na intervalu (—oo, 00), pak
pro obraz konvoluce téchto funkeci plati

F {/Z F(r)gt—1) dT} = F{r®)) x Fle®)},

tedy konvoluce originalti je ekvivalentni nasobeni obrazi. Obdobné pro soucdin funkei f(¢)g(t) plati
Fi®) = [ PG - dr

Parsevalova véta Je-li f(¢) absolutné integrovatelnd a omezend pro skoro vSechna ¢, pak

IR R

— 00 — 0o

Limitni vlastnosti Je-li [~ |f(t)| dt < oo, pak pro Fouriertiv obraz F(w) plati

[ee]

lim F(w) = 0.

w—00

Periodizace funkce Mg¢jme funkei f(t) a vytvorme z ni periodickou funkei f(¢) = > 02 f(t —nTh).
Pro obraz této funkce plati

F{ft)} = Z F{ft—nTy)} = Z F{f(t)ye 2mwnTy,

Pouzijeme-li vztahu

i o*m = i 5(j = 1),

1=—00 1=—00



kde 0(-) je Diracova distribuce, dostaneme vysledny vztah

FUW)}=F{f®)} Y 6(v—nl),

1=—00

tedy vysledkem periodizace originélu je diskretizace jeho spektra (tato vlastnost plyne i ze zpisobu od-
vozeni Fourierovy transformace z Fourierovy fady). Popsany zpusob umoziiuje viibec formalné zavést
Fouriertv obraz periodické funkce, nebot periodickd funkce nemutze spliiovat podminku absolutni inte-
grovatelnosti.

Vztah plati i obracené, diskretizaci origindlu ziskdme periodické spektrum (tvofené posloupnosti -
funkei).

Princip neuréitosti Uvazujme funkei f(t) se spojitou derivaci (pro jednoduchost) a nulovou pro do-
statetné vysoké abs. hodnoty t. Disperze této funkce vzhledem k bodu a je déna vztahem Dy(a) =

[ = a)’|f(t)|* dt. Hodnotu a, pro kterou je D{(a) minimalni, nazyvame stiedni argument funkce

f. Necht dale je b stfedni argument Fourierovy transformace funkce f(¢) a predpokladejme a = b = 0.
Uvazujme funkci parametru 7

1= [ s+l a

kterou rozepsanim, integraci per partes a pouzitim Parsevalovy rovnosti pro f’(¢) upravime do tvaru
I(1) = Dy (0) — 7| f||* + 7 Dp(0) > 0.
Diskriminant tohoto vyrazu musi byt nekladny:
I7]* = 4D (0)Dr(0) <0,

z ¢ehoz plyne pro normovanou funkei f(t)
Dy (0)Dp(0) > -, (12)

vyjadieno slovné : ¢im vice je funkce f(t) soustfedéna kolem stfedniho argumentu, tim méné je soustfedéna
okolo svého stfedniho argumentu jeji Fourierova transformace F(w).

1.2.2 Priklady

Pro ilustraci charakteru Fourierovy transformace bude v tomto oddile uvedeno par ptikladd (bez pri-
béznych vypocth).

Diracova ¢-funkce Hledejme obraz funkce, kterd vytvari nekonecné tenky impuls, ktery méa ovsem
kone¢nou plochu (spravnéji bychom méli uvazovat distribuci). Takovito funkce mé definiéni ptedpis
6(0) = coad(t) = 0 prot # 0, pficemz plati [, 6(t)f(t) dt = f£(0), kde f(-) je libovolnd funkce a integracni
interval L obsahuje bod ¢ = 0. Fourierovu transformaci §-funkce miiZzeme lehce spoéitat z uvedeného
integralniho vztahu:

1 e 1 1
F{o(t)} = Nors /_OO S(t)e ™t dt = Nor e_Wt|t:O = Vo Obraz §-funkce

Vysledek lze interpretovat tak, ze presné lokalizovany impuls je rozprostien v celé frekvenéni oblasti. To
ma zavazny dusledek v tom, ze frekvencni filtrace je nevhodné k odstranovani impulsniho Sumu.

Konstantni funkce K analyze spektra konstantni funkce vyuZijeme piedchozi vysledek a sudost 4-
funkce, dualitu a linearitu transformace a rozepsani funkce f(t) = konst. = k = k - 1. Jednoduchy
vypocet dava

F{k} = kF{1} = V2rké(w). Obraz konstanty



Jednotkovy skok Dilezitou (teoretickou) funkci v mnoha oblastech je jednotkovy skok s predpisem
n(t) =0 prot <0 an(t) =1prot > 0, ktery napf. umoziiuje stanovovat odezvy systému pii pfecho-
dovych jevech (pfipojeni stejnosmérného napéti apod.). Jeho Fourierovu transformaci lze odvodit pfimo
z definiéniho vzorce nebo z poznatku, Ze pro skok plati n(t) = fioo 0(7) dr a tedy z vlastnosti o integraci
originalu plyne

¢ 1 1 Obraz jednotkového
Fawy=r{[_snar = Zrom- o

W 2Tw

Gaussova funkce Pro modelovani z oblasti pravdépodobnosti i jinych méa velky vyznam Gaussova

2
_i2 . RS L
funkce v(t) = e +2, kde o > 0 je parametr uréujici ,Sifku“ funkce. Stanoveni jejtho obrazu provedeme
z defini¢niho vztahu, v némz obé exponencialy slou¢ime a exponenty prevedeme na soucet ¢tverce a ¢asti

2
nezavislé na t a vyuzijeme vztahu ffooo e o7 = /7ol Tedy lze psat

2

1 W2g2 [ L swo )2 —7a\
Famy= o= [ e a- Lo B, Obraz Gaussovy
—00

z ¢ehoz je vidét, ze tvar funkce se zachové, ale §ifky origindlu a obrazu jsou si (v souladu s principem
neurc¢itosti) nepfimo tmérné.

1.2.3 Globalni charakter transformace

P1i studiu vlastnosti Fourierovy transformace nelze zapomenout na jeji globalni charakter. V transfor-
movaném obraze se projevujici periodické jevy, coz jsou charakteristiky ,rozméaznuté” pres cely original,
budou ,stlaceny* do jediného frekvencniho bodu. Fourierova analyza ma ovSem vyznam, pokud jsou tyto
periody pfitomny v celém defini¢nim oboru. Uvazujme napf. tyto dvé funkce, obsahujici stejné ,tvotici®
funkce:

fi(t) = sint+ sin2t,
sint t<0,
=) = { sin2t ¢ > 0.

V prvni funkci jsou obé frekvence zastoupeny v celém def. oboru a ve spektru se objevi dvé slozky
tak, jak bychom ocekavali. Ve druhém pfipadé jsou frekvence zastoupeny jen v poloviné def. oboru a
vysledné Fourierovo spektrum neposkytuje jasny obraz o zastoupenych frekvencich. V tomto pripadé
by bylo vyhodnéjsi pouzit okénkovou transformaci, kterda by pracovala pouze s ¢asti obrazu — jednou
polovinou.

1.2.4 Transformace ndhodnych procesu

Prozatim jsme vzdy uvazovali funkci f(t), kterd byla deterministickd — jeji hodnoty bylo mozno
kdykoliv pfedem ur¢it. Fourierovou transformaci jsme k ni ur¢ili jeji spektrum (obraz) F(w), které je
obecné komplexni funkci a dé se tedy rozepsat na amplitudové spektrum |F(w)| a fazové spektrum
argF(w). Tato transformace byla vzéjemné jednozna¢na, tedy spektru bylo mozno pfifadit zpétné ptivodni
funkei.

Uvazujeme-li ndhodny proces, mame k dispozici vzdy jen nékolik jeho konkrétnich realizaci (déle
uvazujeme jen jednu — f(t)). K této realizaci mizeme sice sestrojit Fourieriiv obraz, nicméné tento by
necharakterizoval ndhodny proces, protoze zpétnou transformaci bychom dostavali stale tutéz funkci —
odstranila by se nahodnost. K popisu nahodnych procesti je proto nutno zavést jiné charakteristiky.
Pouziva se tzv. (jednostrannd) spektralni vykonova hustota G(w) @, kterd se stanovuje méfenim
vykonu signalu, ktery je omezen frekvenéné na izké pasmo (w,w + Aw) a ¢asové na dobu Ty

To

1
lim — [, (w, Aw) dt

. 1
G(w)= lim — AT )

Aw—0 Aw ’ (13)




Tato charakteristika je urcena ¢tvercem amplitudového spektra, tedy ztracime informaci o fazi signalu
a tim i jednoznacénost transformace. Navic touto cestou ziskavame pouze odhad vykonového spektra,
protoze spektra stanovend ze dvou rtznych realizaci téhoz ndhodného procesu budou sice podobné, ale
obecné rtzna. Vykonové spektrum lze samoziejmé zavést i u deterministického signalu, ale u néj pred-
stavuje zbyte¢nou ztratu informace. Nahodnymi procesy se dale zabyvat nebudeme.

1.2.5 Souvislost s Laplaceovou transformaci

UvaZujme funkci jednotkového skoku f(t) = 1 prot¢ > 0, f(¢) = 0 pro ¢t < 0. Tato funkce neni absolutné
integrovatelnd a nelze k ni pfimo z defini¢niho vztahu nalézt Fouriertiv obraz. Lze vSak nalézt obraz
k funkci exp(—at) pro libovolné kladné a a ¢t > 0. Budeme-li limitovat a — 0, dostaneme z této funkce
jednotkovy skok. Provedeme-li limitni proces i v obraze, mtzeme jej tedy povazovat za Fouriertiv obraz
jednotkového skoku. Podobny proces je nutno provadét i u jinych funkci, nabizi se tedy moznost zavést
pfimo transformaci, kterd by jiz v sobé zahrnovala nasobeni klesajici exponencidlou. Takova transformace
se nazyva (jednostrannd) Laplaceova transformace a je definovana pro vSechny funkce nulové v zépornych
casech vztahem

U0y =) = | " fe at, (14)

kde p je komplexni ¢islo odpovidajici w ve Fourierové transformaci. Inverzni transformace je definovana
vztahem

1 a-+100
t) = — F(p)d 15
10 =50 [ Fo)an (15)
kde a je pouze integra¢ni parametr®, na jehoz hodnoté nezalezi. Je vidét, ze Fouriertiv obraz funkce lze
dostat z Laplaceova obrazu (za jistych pfedpokladii) zédménou p — w.

1.3 Diskrétni transformace

V piipadé pocitac¢ového zpracovani signalti mame k dispozici vzdy jen vzorky funkce f(t) v diskrét-
nich ¢asovych okamzicich (tyto tvori origindlni posloupnost {f;};=__ ). Zavidime tedy tzv. diskrétni
Fourierovu transformaci, kterou dostaneme formalnim nahrazenim integralu integralnim souctem s dé-
lenim odpovidajicim periodé vzorkovani T; (zpravidla se voli ekvidistantni okamziky). Definiéni vztah

pro diskrétni Fourierovu transformaci tedy je [619]

00
Fk: Z fiefz27rkiT1’ (16)

1=—00

kde {F}},- . je obrazova posloupnost. Nemiizeme vSak hovofit o Fourierové transformaci posloupnosti,
ale pouze funkce. Abychom odvodili vztah (16]), budeme vzorkovat spojitou funkci f(t) (plati f(iT1) = f;)
posloupnosti §-funkci a na tuto funkci uplatnime spojitou Fourierovu transformaci:

fO) = >0 FET)I—iTy)
Fr) = 3 JT)e ™

a ve funkci F' provedeme vzorkovani, nebot diskrétni signdl mtze byt vyjaddien spodetnou bézi.

Pro praxi ma vétsi vyznam tzv. konecna diskrétni Fourierova transformace, u niz sumace probiha pouze
v mezich od 0 do N —1, kde N je pocet vzorku. Zakladni vztah pro diskrétni kone¢nou transformaci tedy
je

F, = Z fie 2R (17)



a symbolicky ji oznacime jako N
{Frte—o = For{f(0)}-

Podle vztahu muzeme uréit jen N riznych hodnot spektra, nebot exponencialni funkce je periodicka
s periodou N. Vysledkem transformace je tedy bud N-¢lennd posloupnost nebo periodickd nekonecéné
posloupnost. Inverzni diskrétni Fourierova transformace je dana vztahem

1 & z27r
fi= Z (18)

coz lze dokdzat dosazenim z ((17).

Poznamka 1: Aby byla zaru¢ena rozmérové spravnost, méla by ve vzorcich (17)]18)) byt i vzorkovaci
perioda T} (z pfechodu dt — T7). Ve vétsing literatury se v8ak tato konstanta vynechava.

Poznamka 2: Spektra jsou rozdilnéd, nahlizime-li na f; jako na posloupnost N vzorkt nebo jako
na ,spojitou” funkci definovanou pro vSechny ¢asy ¢ a nulovou mimo okamziky i77. V prvém pripadé
mé spektrum pouze N slozek, ve druhém nekoneéné mnoho, ale prvnich N slozek je (az na nésobek)
shodnych s prvym piipadem.

Poznamka 3: Vliv diskretizace na tvar spektra budeme demonstrovat na obdélnikové funkci, ktera
je jednotkova v intervalu ( Ty /2,Ty/2), jinde nulovd. Budeme-li poéitat spojitou transformaci této spojité
funkce, dostaneme tvar 2% (viz obr. = )). Budeme-li obdélnikovou funkci diskretizovat a uplatnime na ni

spojitou transformaci, dostaneme tvar W, kde N je pocet vzorku (viz obr. )) Tato funkce jiz

je periodicka s periodou 27 a je zfejmé, Ze tim dochézi ke zkresleni spektra (vzhledem ke spojité funkei).
Provedeme-li z diskretizované obdélnikové funkce (s poc¢tem vzorkit N) diskrétni transformaci (také N-
prvkovou), dostaneme obr. ) Tato funkce mé jedinou nenulovou hodnotu pro 7 = 0. Je to dano tim, ze
volba poc¢tu ,kroka“ diskretizace a transformace je takova, Ze neni mozno odlisit, zda-1i transformujeme
obdélnikovou funkci nebo funkci jednotkovou na celém intervalu (—oo,00). Aby se objevila maxima a
minima jako v predchozich p¥ipadech, je tfeba provést diskretizaci i transformaci napf. s 2N vzorky
(pfi zachovéni periody vzorkovani). I v tomto p¥ipadé bude spektrum zkresleno periodizaci. Aby byl vliv
periodizace maly, muselo by spojité spektrum spojité funkce od maxima rychle klesat k nule.

W 7
2) \J \/ b) () bttt

Obrazek 1: Vliv diskretizace na spektrum.

Vétsina vlastnosti spojité transformace je platnd i pro diskrétni transformaci, jen je nutno nahradit
prislusné integraly sumacemi a posunuti musi odpovidat vzorkovacim okamzikim.
Napf. misto véty o obrazu derivace plati véta o obrazu diference :

N—
ki k
Z fz 1 7127rﬁ _ (1 76127TW)F]C.

=0

Pro konecéné posloupnosti signalu uvedeme jesté nékteré dalsi vlastnosti [5].
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Doplnéni nulami Potfebujeme-li ze signalu s N vzorky signél o délce r N, kde r je celé ¢islo, mizeme
signél doplnit nulami (vznikne posloupnost f/). Pro Fourierovu transformaci upraveného signalu plati

rN—1 N—

N— k
ki ki
Fk_E:f/—ﬂ—N: '_127N:§ —z27rN.

=0

i

—

Il
=)

Je-li k délitelné r, pak je mezi spektry souvislost
F| = Fy,
neni-li délitelné, je souvislost pouze ptres ptivodni posloupnost.

Opakovani Signal mtzeme prodlouzit také postupnym opakovanim r—kréat vsech hodnot. Pro trans-
formaci takovéhoto signalu f; pak plati

rN—1 N— r—1 (i Nk
r Foo—2m ki § ¥ o S EAD L
fDN{fl} = fie rN rN =
=0 =0 j:O
N-1 —
3 e
=0 j=0

Druhé sumace je rovna r nebo 0, kdyz je nebo neni k délitelné r, tedy mezi spektry signala f; a ﬁ plati
o rF (%)  pro k délitelnd r
7Y 0 pro ostatni 0 < k <rN —1

Zi¥edé&ni r-krét zfedénou posloupnosti budeme rozumét posloupnost, ve které je za kazdy ¢len (ptvodni
posloupnosti) vlozeno p — 1 nul, tedy plati

_ ) fj proi=rj . _ _
gz—{o pro i # 1 7=0,1,...,N —1.

Pro obraz {G}} dostavame

rN—1 N-1
_ ik _ irk
G, = E gie 2TIN — grj€ 2TIN —
1= 7=0
N-1 _
= e Ty k=0,1,...,rN 1
= fie prok=0,1,...,rN —1,
j=0

coz znamena, ze obrazem p-krat ziredéné posloupnosti je p-krat opakovana posloupnost.

Parsevalova véta V diskrétni verzi mé tato véta pro redlnou vstupni posloupnost tvar
N—-1 p Nt
2 L 2
Z fi=v > |F
=0 k=0

1.3.1 Maticové vyjadreni transformace

Vytvoime ze vstupnich hodnot f; sloupcovy vektor tvaru ™= (fo, f1,..., fxv—1) (¥ oznacuje trans-
pozici matice), z transformovanych hodnot Fj vytvoiime vektor TF= (Fy, Fy,..., Fx_1). Pak mizeme
Fourierovu diskrétni transformaci vyjadiit ve tvaru

F=Xf,
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kde 3 je ¢tvercova matice transformace fadu N

o o0 o0 . o0
o ot o2 . oN-1
> o o? ot R o2(N-1)

o0 gN-1 S2(N-1) o(N=1)(N-1)

o je N-ty primitivni kofen jednotky, tedy o = e~ . Inverzni Fourierovu transformaci lze vyjadrit
vztahem

f=X%"'F,
kde 7! je matice inverzni k ¥ a je ddna vztahem X! = %E*. Z vlastnosti matice 3 uvedme alespon
reguldrnost a symetri¢nost 'S=%, 7(£7!) = £~ a unitarnost ()" = LX~!. Charakteristickd &isla
dané matice jsou VN, —v'N, —1v/N, 1/ N, oviem kazdé s jinou nasobnosti zévisejici na ¥adu matice.

1.4 Zobecnéni pro dva rozméry

Dvourozmérnou Fourierovu transformaci mizeme definovat v bazi z funkei exp[—u(kz + ly)] tak, aby
zustaly zachovany vlastnosti platné pro jednoduchou transformaci. Definujeme tedy:

1 oo oo
FGO=FUew) = 5 [ [ s ey, (19)
_ 1 oo oo o
fan)=F 0 = o [ [ PCgete9aca (20)
Pro diskrétni (konecnou) verzi budeme transformaci definovat vztahem
N;—1Ns—1 ik ji
Fia= 32 > fuge W, (21)
i=0 ;=0

Tuto transformaci mizeme zapsat také ve tvaru

Ni—1 [ N2—1

Fk,l: Z Z fi,jeiﬂﬂ% 67227‘-%7 (22)

i=0 | j=0

coz je v podstaté zapis dvou jednorozmérnych transformaci, nejprve transformace provedené ,,po sloup-
cich® a poté ,,po fadcich® a samoziejmé lze poradi vypoctu prehodit.

Vlastnosti této transformace jsou shodné s vlastnostmi jednorozmérné po pripadné zaméné operaci
jednorozmérnych dvourozmérnymi (napf. dvourozmérnd konvoluce, . .. ). Jako dalsi vlastnosti uvedeme :

1. Lze-li psat f(z,y) = fi(x)f2(y), pak je mozno psat také transformovanou funkci ve tvaru F((,€) =
F1(¢)F2(€), pokud ovSem vSechny obrazy existuji.

2. Obraz kruhové symetrické funkce je také kruhové symetricky.

Posunuti Z definice diskrétni Fourierovy transformace vyplyva, Ze transformace obdélniku bude
periodickou funkci, kterd bude maximalnich hodnot nabyvat v rozich. Naproti tomu difrakce na obdélniku
(viz dale) bude mit maximum uprostied. Tento rozdil je dan definici , v niZ sumace probihd od 0
do N —1, zatimco ,fyzikdlné“ by vyhovovala sumace od —N/2 do N/2. K zajisténi shody obou obrazu je
mozno spoéteny obraz posunout o polovinu periody podél obou os (poé¢itacové lze realizovat prohozenim
jednotlivych ¢tvrtin). Toto posunuti je moZno provést, protoze transformace je periodicks, viz obr. [4] kde

je vykreslerﬁ kvadrat modulu transformace ¢tverce 5 x 5 bodi, u néhoz je f; ; rovno nule mimo ¢tverec

2Pro lepsi nazornost je vystup vykreslen jako funkce spojityjch argumentt k, [, ale smysl maji samoziejmé pouze body
prislusné celociselnym k, [.
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a jedné uvnitf étverce (velikost celého obrazu je 512 x 512 bodi). Pro tento obrazec mé Fourieruv obraz

tvar
4 4 .
147l
Fip, = E E et2m 515 .

i=0 j=0

Na hornim obrazku je jedna perioda transformace s maximy v rozich, na spodnim dvé periody v obou
smérech. Je vidét, Ze posunutim o pil periody podél obou os dosahneme vystiedéni maxima.

1.5 Fyzikalni aplikace

Fourierova transformace mé ve fyzice Cetnad vyuziti, a to jak v experimentalni, tak i v teoretické.
V teoretické fyzice jde pfedevs§sim o metody FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, napf. feSeni tako-
véto linedrni rovnice jen pro monochromatické funkce a vysledna funkce fesici dany problém (s poé. a
okrajovymi podminkami) se vytvori (vaZenou) sumaci FeSeni monochromatickych.

V nasledujicim textu bude ukazano nékolik prikladt vyuziti transformace ve fyzice.

1.5.1 Prenos soustavy

Méjme linedrni soustavu, na jejiz vstup ptisobi funkce f(t), kterd vyvola na vystupu reakei g(t). Jelikoz
je soustava linedrni, je vystupni funkce vaZenou superpozici vstupni funkce v rznjych ¢asech 7 [7]

sy = [ s

—00

kde h(t, 7) je vdhovou funkci. Budeme-li uvazovat soustavu ¢asové invariantni, musi platit h(¢, 7) = h(t—7)
a prava strana predeslé rovnice se stane konvoluci. Vyuzijeme-li Fourierovy transformace a konvolu¢niho
teorému, dostaneme jednoduchy vztah

kde H(w) je pFfenosova funkce soustavy.

Vyznam zavedeni prenosovych funkei je v tom, ze umoznuji jednoduché stanoveni pfenosu celé sestavy,
zndme-li pfenosy jednotlivych prvki (bez zavedeni pfenost by bylo nutno pracovat s diferencidlnimi
rovnicemi). Napft. sériové spojeni dvou prvki s pienosy Hi(w), Ha(w) mé vysledny pienos Hj(w) =
H,(w)Hz(w) a paralelni spojeni Hy(w) = Hy(w) + Ha(w).

1.5.2 Difrakce

Vyjdéme z Helmholtzovy rovnice pro (bezéasovou) vlnovou funkci ¢ a FeSme ji pomoci Greenovy
integralni véty tak, Ze napiSeme tutéz rovnici pro funkci 1y = M, vynasobime ji 1 a odecteme

od prvni rovnice ndsobené 1, ¢imz dostaneme YAy — oAy = 0 a aplikaci Greenovy véty dostaneme

fiw grad 1y — o grad ) dS = 0.

Provedeme-li integraci tak, Ze kolem bodu ry opiSeme malou kouli a integral pies plochu S rozdélime
na dva, vycislime hodnoty a poté budeme zmensovat polomér koule k nule, dostaneme tzv. Kirchhoffiv
integrdlni vzorec

1 _ — o
PY(R) = E%S (eXp(Tmr)grad W —1p grad exp(rmr)) ds. (23)

Pro vypocitani integralu rozdélime int. plochu na tii ¢asti : plochu stinitka, plochu otvoru a kulovou
plochu s polomérem hodné velkym. Budeme ptredpokladat, Ze na plose otvoru se hodnoty v a gradientu
lis jen zanedbatelné od stavu bez stinitka, a Ze na ploSe stinitka a kulové plochy je ¢ = grad ¢» = 0.
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Budeme-li dale predpokladat, ze vzdalenost zdroje a bodu pozorovani od bodu stinitka jsou rg > A, 7 > A,
dostaneme pro bodovy zdroj svétla tzv. Fresneluv—Kirchhoffiv difrakéni vzorec:

1A e—zn(r-{-ro) o= o o=
P(R) = ™ Js e {cos(r,S) — cos(7o, S)] ds, (24)

kde cos(+, -) je kosinus thlu mezi vektory. Méni-li se ¢len [-] jen malo (je pfiblizné cos 7) a vzdalenosti r, o
lze nahradit vzdélenostmi od pocatku soufadnic (v ploSe otvoru), dostaneme z

A
o) = ) [ i g,
S

RRpA
Rozvineme-li vzdélenosti rg,r v fadu a zanedbdme-li ¢leny vyssich f4d neZ linedrni (coZ lze provést,
vzhledem k periodicité funkce exp(x), jen tehdy, jsou-li nelinearni ¢leny mnohem mensi nez 27), dostaneme
vzorec ve tvaru

w(R) = B/ e~ w(Cz+Ey) ds,
S

kde ¢, ¢ jsou smeérové kosiny polohového vektoru bodu R k osdm z,y. Zavedeme-li funkci amplitudové
propustnosti I'(z,y), kterd je jednotkova v bodech otvoru a nulovd mimo néj, mizZeme rozsitit integraci
pres cely prostor a vysledna vina je imérna dvourozmérné Fourierové transformaci funkce propustnostﬂ

V(R) = (¢, &) ~ F{T(z,y)}; (25)

pro ¢tvercovy a kruhovy otvor je difrakéni obrazec vykreslen na obr. 2}

a) b)

Obrazek 2: Difrakce na ¢étvercovém a kruhovém otvoru.

Je v8ak nutno upozornit, ze dand metoda uvazuje pouze skalarni funkci, zatimco elektromagnetické
pole ma vektorovy charakter, ¢imz se dopousti dalstho zjednoduseni.

Poznamka 1: Moznost zanedbéni ¢lenii vysSich neZ linedrnich nastava tehdy, jsou-li R, Ry ,,neko-
neéné“ (lze zajistit pouzitim ¢ocky se zdrojem v ohnisku), nebo plati-li R = — Ry (tedy i pfi kone¢nych
vzdéalenostech). Posledni podminka vychazi z Gvahy, Ze pfi rozvoji funkce v Taylorovu fadu absolutni
hodnoty jednotlivych ¢lent s rostouci mocninou argumentu klesaji. Predpoklada se, ze tato vlastnost
zastava priblizné zachovana i pfi nulovém kvadratickém ¢lenu.

Poznamka 2: Predpoklad nulovosti funkce ¢ a grad i na plose koneéné velikosti je matematicky
nespravny, nebot takovato funkce by musela byt nulovd v celém prostoru. Nicméné fyzikdlné tato apro-
ximace vyhovuje.

30dlisnost exponentu oproti definici (19 v pfedeslém vzorci nema na vyjadfeni podstatny vliv, x je zahrnuto do ¢arko-
vanych proménnych.
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Poznamka 3: Pii difrakénich jevech s pouze absorpénimi stinitky se hlavni maxima nachazeji vzdy
uprostied. Je to mozno demonstrovat tim, ze vzorec pro Fourierovu transformaci je ve své podstaté spo-
jitym skladanim komplexnich vektortl, jejichz smér uréuje jednotkovy ¢len e**(¢*+¥) nisobeny nulovou
nebo jednotkovou velikosti. Takovy soucet nabyva nejvétsi hodnoty tehdy, jsou-li vektory skladany podél
primky, tedy pro ( =& = 0.

Poznamka 4: Omezenou platnost pojimani difrakce coby Fourierovy transformace lze ukazat timto
postupem. Z platnosti relaci neurcitosti je zfejmé, Ze polomér osvétlujictho svazku a sitka difrakéniho
obrazce si jsou nepfimo umérné. Tedy pfi zvétSovani kruhového otvoru by se mél difrakéni obrazec
postupné zuzovat az na nulovou hodnotu. Z experimentu je vSak zfejmé, ze od jisté velikosti clony bude
mit obrazec Sifku pravé rovnu priméru osvétlujiciho svazku.

Experimentalni difrakéni usporadani Piiklad sestaveni difrakéni aparatury je uveden na obr.
Osvétleni clony je provedeno He—Ne laserem, jehoZ vystup je roztazen a homogenizovan kolimatorem (tvo-
Fenym dvéma ¢ockami a clonkou s kruhovym otvorem o prameéru nékolika pum). Pro zajisténi podminek
Fraunhofferovy difrakce je pouzita spojnd ¢ocka umisténd tak, aby se zdroj zafeni jevil v nekonecné
vzdalenosti. Difrakéni obrazec dopada na stinitko, odkud je sniman kamerou.

i 000

Kolimator Clona
Cocka Stinitko

Obrazek 3: Optické schéma difrakéni aparatury.

Poznamka 1: Pro pfipad, kdy tvar clony ziskdvame optickou projekci a nasniménim kamerou, je
nutno rozsirit definici funkce amplitudové propustnosti, protoze nelze ocekévat nahlé skoky intenzity
na hranicich clony, ale ,pozvolné* prubéhy. Rozsifena definice vychazi z hodnot komplexnich amplitud
optické viny pfed a za clonou

komplexni amplituda viny tésné za clonou

I'(z,y) = ~ : . .
(z,9) komplexni amplituda vlny tésné pred clonou

Uvedené definice pfidéva funkci I komplexni charakter, protoze mtze dojit i ke zméné faze (tato situace

ovSem nemiize nastat, stanovujeme-li I' kamerou).

Poznamka 2: Pfi snimdni obrazu kamerou ziskdvdme pouze informaci o rozloZeni intenzity (jedné se
o kvadraticky opticky detektor), ztracime tedy fazi. Tento zptlisob tedy neumoziiuje pocitat difrakéni
jevy zpusobené pravé fazovymi ¢leny (nehomogenitou faze v plose clony). Pfi tomto zptisobu zpracovani
tedy miizeme podéitat jen se ¢tvercem absolutni velikosti |I'(z, y)|2 V pfipadé, ze by clony byly idealné
vyrobeny a projekce clon by probihala dle pravidel geometrické optiky, neslo by o zadné zkresleni, protoze
02 =0, 12 = 1. V ostatnich pifpadech by bylo nutno ziskané originaly nejprve odmocnit (abychom ziskali
IT'(z,y)]), coz ovem neni (v celoéiselném oboru, bézné pouzivaném pii pocitacovém zpracovani obrazi)
prosta operace, a muze tudiz vnést dalsi chyby.

1.5.3 Reciproka mfizka

Pojem reciproké mrizky je vyuzivan v krystalografii a fyzice pevnych latek, v nichz umoznuje zjedno-
dusit teoretické popisy. Tato konstrukce je v tzkém vztahu s difrakci rentgenova zafeni, kterd slouzi
jako zékladni nastroj vyzkumu struktury krystalt. Uvazujme idedlni krystal, ktery je tvofen bodo-
vymi nepohyblivymi atomy umisténymi pfesné v bodech krystalové mfize, tedy s polohovymi vektory
7= ud + vb+ wc, kde u, v, w jsou cela ¢isla. Pfedpokladejme, ze funkce popisujici rozlozeni miizkovych
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boda je dana superpozici Diracovych d—funkeci, posunutych do koncovyjch bodu vektoru 7 a spoctéme jeji
Fourierovu transformaci (trojrozmérnou), ¢imz dostavame

]—‘{ S 6(?0—(ud'+vg+w€))}: 3 5(1%’0—(@5(;: +ch;: +zq“;b ))

u,v,Ww=—00 Rk l=—00 9] a (bxo) a (bxe

kde k mé charakter vinového vektoru (s fyzikdlnim rozmérem reciprokym k 7) a nahrazuje proménné &,
¢ z dvojrozmérného pripadu. Transformovana funkce muze byt interpretovana jako mnozina mfizkovych
bodt v reciprokém prostoru, v némz je primitivni buiika popsana tfemi vektory
L L L
—_— = 3 - 3 = Pl — = .
a-(bx?) a-(bxa a-(bx?a)

Jako poznamka muze byt uvedeno, ze uvedenou soustavu bazovych vektort také dostaneme, budeme-li

pro vektor g FeSit soustavu rovnic
h=g-dk=g-bl=g-cC

Jeji feéeni je jednoznacéné a g = ha* + kb* + 1&*. Ekvivalentni formou zad4ni je pozadavek, aby platilo
€ - € = di, kde €; = d,b,ca e = a*,b",c* v tomtéz poradi, coz je totéz co predchozi soustava pro
h=k=1=1

1.5.4 Zobrazeni ¢ockou

Tenka sférickd Cocka transformuje rovinnou vlnu dopadajici pod malymi thly 6,,6, na parabolic-
kou vlnu sfokusovanou do bodu (8, f, 0, fc), kde f. je ohniskovd vzdélenost. Jednotlivym smértm vin
tedy pripadaji rizné body v obrazové ohniskové roviné ¢ocky. Bude-li dopadat na ¢ocku optickd vina
s rozlozenim f(z,y) v pfedmétové ohniskové roving, mizeme ji rozlozit (Fourierovou transformaci) na ro-
vinné vlny, pfi¢emz vlna $ifici se pod thlem 6, = A(, 6, = A{ bude mit amplitudu Gmérnou Fourierové
transformaci F(C §). Amplituda v obrazové ohniskové roviné tedy bude mit v bodé (z,y) hodnotu amér-

nou F' (% R Sy 3 ). Pro stanoveni konstanty imeérnosti nejprve vyjadiime pfenosové funkce volného prostoru

délky d (e~ e Ad(¢P+¢ )), prenosovou funkci ¢ocky (e”(”“ +y*)/Af <), vynasobime amplitudu vlny pfenoso-
vymi funkcemi a zintegrujeme ptes vSechny hodnoty ¢, £. Budeme-li vyslednou vlnu pozorovat v ohniskové
roving, bude pro jeji rozlozeni platit (v tzv. Fresnelové aproximaci) [7]:

T _ L —12K fe z Y
o) = e PG ) (26)

1.5.5 Relace neurdéitosti

V kvantové mechanice se l1ze setkat s veli¢inami, jejichZ hodnoty neni mozno presné stanovit soucasné
s hodnotami jinych veli¢in — operatory téchto veli¢in spolu tzv. nekomutuji, nebot vysledek postupného
pusobeni operatorti na vlnovou funkci obecné zavisi na poradi. Z matematického hlediska tyto operatory
nemaji spoleéné vlastni funkce, ale jsou k sobé ve vztahu (obecné) Fourierovy transformace, z ¢ehoz dle
vzorce plyne vzpominand neurcitost, protoze prave disperzi Dy lze ztotoznit s kvadratem nepfesnosti
méfeni a pfedpoklad ¢ (z) — 0 pro x — 00 je zdkladnim pfedpokladem kvantové mechaniky pro vézané
stavy.

Jako priklad lze uvést vztah mezi vinovou funkci ¥ v z— a p-reprezentaci

1 o0 X
voloe) = o / o(2)ePe da

a tvar komutatoru [z, p,| = ¢, z ¢ehoz plyne

2

(Bpa)?) (B =

(symboly (-) oznac¢uji kvantovou stfedni hodnotu).
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1.6 Fourierova transformace ve zpracovani obrazu

Zpracovani obrazi lze rozdélit na tfi tématické ¢asti — restaurovani obrazu, zkvalitiovani zobrazeni
a segmentaci obrazu [11].

Restaurovani obrazu

Restaurovani obrazi je proces, pii némz se snazime prevést obraz do takového stavu, v jakém byl
pred degradaci (napf. vlivem Sumu v pfenosové cesté). K tspésnému provedeni restaurace je nutno znat
predevsim zptisob degradace. V praxi se ve vétsiné pripadt vystaci, pfedpoklddame-li poskozeni zpt-
sobené linedrnim systémem s prostorové invariantni odezvou. Ptsobeni takového systému na obraz lze
vystihnout konvolu¢nim integralem a tedy charakterizovat ve spektralni oblasti soucinem puvodniho
spektra obrazu F((, ) a prenosové funkce H((, ). Proces rekonstrukce pak nélezi ve vytvoreni filtru
s prenosovou funkei Hf(¢,£) = H (¢, €). Obecné nemusi hledany filtr existovat, pak se hleda podle
vhodné zvolenych kritérii ,optimalni“ filtr.

Prikladem muze byt zaznam interferenéniho obrazce slouceného s aditivnim Sumem. Nezasumeény
interferencni obrazec bude blizky dvourozmérnému sinusovému signélu, jeho spektrum bude tedy nenu-
lové jen v blizkém okoli primeérné frekvence. Zasumény obraz bude mit i dalsi slozky nenulové. Idealni
filtr k restaurovani bude mit jednotkovou velikost pro frekvence lezici v kruhu se stfedem na pramérné
frekvenci a nulovou pro ostatni; optimalni velikost poloméru kruhu se musi urcit na zakladé zvolenych
kritérii.

Zkvalitniovani zobrazeni

Pfi procesu zkvalitiiovani zobrazeni neni prioritni snaha dosazeni maximalni vérnosti vysledného ob-
razu, ale zdiraznéni nékterych charakteristickych ryst. Muze se jednat napf. o intenzitni mapovdni,
pfi némz se nelinedrnim zptisobem méni stupnice Sedi v obraze, nebo pseudokolorovdnt, kde se monochro-
maticky obraz pro lidsky zrak zvyrazni na zakladé kontrastu mezi jednotlivymi barvami, které jsou
pfifazeny ptvodnim stupiitim Sedi.

Z hlediska Fourierovy transformace jsou vyznamné napf. procesy zostfovani obrysi, pfi nichz se zvy-
raznuji nahlé intenzitni prechody v obraze zesilenim spektralnich slozek s vyssimi hodnotami prostorovych
frekvenci (v prostorové oblasti odpovida derivaci obrazu).

Segmentace obrazu

V predchozich metodach zpracovani slo pouze o takovou tupravu obrazu, aby se z néj ziskalo vice
vizualni informace. V procesech segmentace se jedna o analyzu obrazu, kterd spociva ve vytvoreni popisu
obrazu. Mezi pouzivané metody patf{ napt. komparace (,,Sedivy“ obraz se pfevede na ¢ernobily tak, Ze
se porovnava intenzita v daném bodé s referencni hodnotou a na zakladé porovnani se pfifadi hodnota 0
nebo 1), detekce rozhrani (stanovuji se ¢ary nahlych zmén intenzity) nebo vyhledavani obrazc.

2 Rychlé algoritmy

Provadeéni vypoctu diskrétni Fourierovy transformace je velmi ¢asové naro¢né. Vzorec je vlastné
ekvivalentni vycisleni hodnoty polynomu stupné N — 1 s koeficienty f; v bodé e~ 2" N . Jak zZnamo,
optimalnim postupem pro vypocet polynomii je Hornerovo schéma, které potirebuje N — 1 néasobeni a
s¢itani, coz pro celou transformaci dava pocet operaci 2 x N x (N — 1), tedy pfiblizné N? operaci. Uz
pro maly pocet vzorka ¢as vypoc¢tu netimérné narusta. Proto je nutno uzit k vypoctu jinych algoritmi,
které vyuzivaji specidlnich vlastnosti definice transformace. Dilezitym krokem ve vytvareni casové tspory
je minimalizace po¢tu nésobeni, nebot na vSech vypocetnich systémech je ndsobeni ¢asové narocnéjsi nez
s¢itani, coz plati obzvlasté pro komplexni ¢isla.
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2.1 Algoritmus Cooleyho a Tukeyho — redukce ¢asu

Algoritmus je zaloZen na definici Fourierovy transformace

Fk—Zfz(_lN> ;

kterou muizeme rozepsat do tvaru (pfedpokladdme, Ze N je mocninou dvou) |12]

., = fo (eﬂ%’*)o bt fol(e—l%”)k(Nfl) _
= {fo (e_l%ﬂ)o s (e_l%ﬂ)zk . fN_z( .2z )(N 2)k:| N o
* (eﬂ%ﬂ)k {fl (eﬂ%ﬂ)o + f3 (6_2%)21€ + ot fN—1( l%")(N Q)k]

Zavorky na pravé strané pfedstavuji Fourierovy transformace dvou ,vektort* (fo, fa, ..., fn—2) a (f1, f3,

..y fn—1), kazdého o N/2 slozkéach, z nichz se éisla F), snadno zkombinuji. Tedy prvni polovina éisel
Fy. se ziskd rozdélenim transformace na dvé transformace o poloviéni velikosti. Zbyla ¢ast Fj pro k =
N/2,...,N — 1 se ziskd z tvahy, Ze plati

(eﬂ%)i - (eﬂ%)(mm,i =0,...,(N/2) — 1

k
, P g2 ’ o . P
a proto se vyrazy pro Fj, F}1 n/2 1i$i jen hodnotou (e N ) , zatimco transformace vektora jsou stejné.

Oznacime-li zavorky ve vztahu jako Fk, Fy, pak plati

A “\ K o N <\ K o
Fp = Fp + (eﬂ%) Fy, Fryny2 = Fr — (eﬂ%) Fy (28)

prok =0,...,(N/2)—1. Uvedeny postup se d4 samoziejmé dale opakovat az do kroku, ve kterém budou
vzorky ve skupinach po dvou. SniZeni doby vypoétu plyne z tvahy 2 x (N/2)? = N2/2 < N2. Pro odhad
rychlosti tohoto postupu plati, Ze existuje konstanta a takova, Ze provedeni transformace vyzaduje Cas
nejvyse alV log N. Nejvyse proto, Zze néktera nasobeni jsou nasobeni jednickou, tedy neni tfeba je provadét.

Provadéni algoritmu Princip konkrétniho Vypoctu bude demonstrovan na prlkladu transformace
pro N = 4. Uvazujme tedy posloupnost prvki { fz}z o ajeji transformaci Fj, = ZZ o fie —27%  Pouzijeme-
li jednou rozklad transformace (dle C-T algoritmu), dostaneme

f0+f26727rk [f1+f3e 7,7rk] 77,7r2

coz pro jednotlivé hodnoty k dava

k=0 [fo+ f2] + [f1+f3],
k=1 [fO_fQ] - ’L[ ]’ (29)
k=2 [fot+f] - [f1+f3]7
k=3 [fo—fo] + o[fi—f3].

Je tedy vidét, ze pfi vypocltu je nutno nejprve spocitat hodnoty tvaru f; = fi12 a z nich poté urcit
vysledky podobnym zkombinovanim. Vypocet tedy muze probihat tak, Ze se nejprve spoctou hodnoty
FOQ = fo £ ofs, F173 = fi £ o1f3, kde 0 = 01 = e = 1+10. Ve druhém kroku se spocitaji konecné
hodnoty Fp o = FO + aﬁ‘g, Fi 3 = Fl + 011{7‘3, kde 0 = e " =1+10 a 01 = ce 'z = —1. Tento postup
Ize jiz jednodusSe zobecnit pro libovolné N, které je mocninou dvojky. Pro lepsi orientaci v poli je vSak
vhodnéjsi vstupni posloupnost prerovnat, protoze v jednotlivych souctech se s¢itaji prvky v tzv. bitové
prevraceném kédu (napf. ptivodnimu bindrnimu ¢éislu 0011010 odpovidé éislo 0101100).
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2.2 Algoritmus s redukci kmitoc¢tu

. w2 1 . o N-1 - ey . s
Algoritmus spociva v rozdéleni posloupnosti vzorkt {f;}, na dvé polovi¢ni s pfirozenym uspotfa-
(. o N/2)—1 N—1 . e . . . . . .
ddnim vzorku { fl}(() /2 Afitn /2 - Provedeme-li defini¢ni transformaci, uvidime, Ze je mozno vystupni
posloupnost rozdélit na sudou a lichou ¢éast, kde sudd ¢ast je ddna transformaci N/2-¢lenné souctové
posloupnosti vstupnich dvou a lichd ¢ast je dana transformaci rozdilové posloupnost. Postup rozdéleni

Ize opét opakovat aZ na dvojice vzorki. Pro odhad doby vypoctu plati totéZz jako u redukce Casové —
aNlog N.

Inverzni transformace Oba dva algoritmy mtzeme pouzit i pro vypocet inverzni transformace

1 Nt o\ Ki
=3 2 E(eF)
k=0

protoze provedeme-li komplexni sdruzeni a vynasobeni N, dostavame

N-1 e ki
];)Fk(e N) : (30)

coz predstavuje pfimou transformaci vzorki F a hledany signal mazeme ziskat vydélenim NN a komplex-
nim sdruzenim.

2.3 Slouceny algoritmus

Tento algoritmus je zalozen na vlastnosti transformace redlnych posloupnosti, na jeji redundantnosti:
Fy, = Fy_,. Pii provaddéni transformace se zérovenl vypocitavaji Fourierovy koeficienty pro dveé nezévislé
posloupnosti f;, g; tak, Ze se spocita transformace posloupnosti f; + 1g;. Z téchto hodnot se pak pfi-
slusné koeficienty urci jako linearni kombinace realné a imaginarni ¢asti. Za vstupni posloupnosti 1ze vzit
napi. dva nasledujici fadky obrazu, pak je doba vypoc¢tu polovi¢ni. Metoda neumoznuje dalsi snizovani
narocnosti.

2.4 Algoritmus FFT s prvociselnym rozkladem

Pfestoze je Cooleyho a Tukeytv algoritmus velmi rychly, je moZno sestavit algoritmy (v nékterych
pripadech) jesté rychlejsi. Jednd se o algoritmy Winogradova a Kolbeho—Parkseho (tzv. FFT s prvoci-
selnym rozkladem) [12}[13]. Tyto postupy jsou zaloZzeny na rozdéleni transformace N—slozkového vektoru,
kde N = N1 Ny --- N, a N; jsou prvocisla ¢i jejich mocniny, na n transformaci vektort o N; slozkach.
Pro N; =2,3,4,5,7,8,9,16 se ukazuje, Ze pocet aritmetickych operaci v téchto algoritmech je mensi nez
u puvodniho algoritmu. U Winogradova algoritmu je pocet nasobeni dokonce minimalni mozny.

Uvazujme druhy algoritmus a postup provedme nejprve pro n = 2. Zvolme ¢&isla iy, is, k1, ko tak, aby
k=k + Niko ,i =15+ Noi; a 0<ky, iy < Ny, 0<ky, iz < Ny. Pak pro transformaci plati

Ni—1Np—1

N-1
i (k1+N1k2)(12+N211)
—2m ki — 22—l a2 T2 1/
Fk = E fie N E § fl2+N27«1 =
=0

11 0 7,2 0
No—1

Z fkl,lz ’

1,20

kde
N;—1

— 271'klb1
k:l,lz z : f12+N211 .

110

Transformace se tedy rozpadd na dvé ¢asti:
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1. nejprve ur¢ime obrazy N; vektord o Ny slozkach,
2. pak urc¢ime obrazy Ny vektord o Nj slozkach.

Zvolime-li N; = Ny = v/N, je doba vypoétu tmérng N3/2,
Nyni volme éislo N = N1Ns - -- Ny, N; = 2 arozlozme &isla k = Y " k2071, j = Z:@;lo Jna1—m2m L
ki, jm = 0,1. Vyjadfime-li nyni transformaci, dostavame

N-1 1

1
_ _ —2r ik _ 1 2 :
Fkl)""k" =F, = fje b= 5 e fjn+2jn—1+"'+2n71j1 X

Jjn=0 J1=0

7=0
n n—m-+1
X exp [—z27r ( ki2’+m_"+2> jn+1m‘| =

m
1 ! n 1 1 n—1
= 5D e <—227rjn2‘”zki2’_l> 3 D o <—z27rjn121‘" ;mH)

jn=0 i=1 Jn—1=0
1

1 o
5 Z exp (_2271']12 lk]_) fjn+2jn—1+"'+2"71j1
j1=0

Tento vztah je mozno zapsat rekurentné ve tvaru :

1 1 m
(m) _ = E _ - 7m§ oi—1 m—1
Fkl1'“7k'fﬁr;j7n+17"'7jn - 2 eXp Z27T]m2 kl2 Fkl7~--7km—1§jm7---7jn7
Jm=0 i=1
(0) _ (n) _ _
Erin = Jiat2jaarer2n 0 By = Frak = Fe

Celkova narocnost vypoctu je imérna N log N.

2.5 Algoritmy v kone¢nych okruzich

Diive uvedené algoritmy provadi vypocty v télese komplexnich ¢isel a potiebuji vycislovat hodnoty
e 2™ N | coz jsou zpravidla iraciondlni ¢isla. Vypoécty lze proto provadét jen piiblizné a odhad pfesnosti
vypoctu je velmi slozity. Proto je vyhodné pouzit né€kterého konec¢ného télesa, v némz budeme pocitat
modulo @, kde @ je prirozené ¢islo takové velikosti, aby v télese ¢isel 0, ..., Q existoval N—ty primitivni
koten jednotky (tj. takové ¢islo o, #ze o = 1 mod @, 0° # 1 mod Q proi = 1,...,N — 1) a aby bylo
umoznéno vycisleni hodnot. Navic se ukazuje, ze dané ¢isla nemusi tvofit téleso, ale bude stacit, budou-li
splnény nésledujici pozadavky pro ¢isla 2,y € {1,...,Q — 1},N,Q a ¢islo 1 < o < Q [12]:

oV =1mod Q0 # 1modQproi=1,...,N—1

N-1 .

ZO‘U _ N prOj=0

— 0 proj=1,...,N—1
ro =1 mod @, yN =1 mod Q.

Prvni vztah je zakladnim pozadavkem Fourierovy diskrétni transformace, druhy zarucuje rozdilnost jed-
notlivych mocnin ¢ a tim moznost vy¢isleni ,polynomu“ v N bodech, posledni dva vztahy zarucuji
moznost definice matice inverzni transformace a tfeti vztah zarucuje jeji inverznost k matici pfimé trans-
formace.

Dilezitou otazkou je volba velikosti (). Lze dokézat, Ze je-li QQ prvocislo, vytvari téleso a N—ty pri-
mitivni kofen jednotky v ném existuje pravé tehdy, kdyz N déli Q — 1. Je-li tedy N = 2%, je vhodné
volit Q@ = n2' + 1, kde n je celé &slo. V obecném pifpadé mizeme volit Q = 22/2 +1 pro o = 2 a
pfi pocitani modulo @ budou splnény vSechny pozadované vztahy. Tato volba navic umoziuje prevést
nasobeni mocninami ¢ na posuny a odc¢itani, ale vyzaduje velkou délku binarniho zapisu.
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