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ABSTRAKT

Bakalafskd prace je zaméfena na prezentaci vybranych kapitol z diferencidlniho a
integralniho poctu funkci jedné proménné pomoci programu GeoGebra. Teoretickd Cast
obsahuje popis programu, matematické definice a popis dil¢ich matematickych problémd.
V praktické casti jsou uvedeny jak dynamické procedury, tak i konkrétni ptikladu fesené

pomoci GeoGebry. Soucasti prace jsou ptilohy s dynamickymi procedurami.

Kli¢ova slova: GeoGebra, diferencidlni pocet, integralni pocet, funkce, posuvnik

ABSTRACT

My bachelor thesis aims at presentation of selected themes of differential and integral
calculus of function of one variable by using GeoGebra program. The theoretical part
includes description of the given program, mathematical definitions and description of
particular math problems. In the practical part | present dynamic procedures as well as
concrete problems solved by GeoGebra. Bachelor thesis also includes appendixes with the

dynamic procedures.

Keywords: GeoGebra, differential calculus, integral calculus, function, slider
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UvVOD

Dftive nez se pustim do vykladu problematiky matematickych pojmu, rad bych na
uvod specifikoval prostiednictvim nékolika fadkd moji bakalarskou praci. Text jsem se
snazil koncipovat tak, aby byl snadno pochopitelny zejména pro studenty bakalaiského
programu. Cilem je nastinit problematiku a pomoci studentim s pochopenim zakladnich
principti, coz jim mnohdy ¢ini nemalé potize. Matematickych skript, knih a aplikaci
existuje samoziejm¢ mnoho. M4 prace se vSak liSi v tom, ze neni napsana clovékem
pfednasejicim matematiku na univerzité. Matematika je mym konickem, nepovazuji se
ovSem za zadného ortodoxniho nadsence. Ve svém volném Case doucuji studenty stfednich
a vysokych 8kol, jimiZ jsou povétsinou kamaradi a znami. Casto mam dojem, Ze jim mij, v
jistém slova smyslu amatérsky, avSak jsem pfesvédcen, ze uceleny a pravdivy vyklad,
vyhovuje mnohem vice, neZ mnoho fadkli empirickych vztahii a matematickych vzorecki.
Jsem zastancem tvrzeni, Ze matematika je v podstaté¢ jednoducha véda, je-li spravné
vysvétlena a pochopena. Ze své kratké praxe jsem tedy nabyl dojmu, ze pro studenty neni
problém se néco naucit. Daleko vé&tsi uskali spatfuji v pochopeni cile dané tulohy a
aplikovani jej napt. ve slovni tloze. Pravé timto se budu v praktické Casti zabyvat
detailn¢ji. Pedtim je vSak nezbytné uptesnit si neoblibenou, avSak velmi dilezitou teorii.

K vysvétleni a ilustraci vyuZiji vlastni nakresy vytvofené v programu GeoGebra.



. TEORETICKA CAST



1 PROGRAM GEOGEBRA

GeoGebra je dynamicky matematicky software, ktery byl vytvofen Markusem
Honenwarterem na Univerzit¢ Florida Atlantic. Spojuje jednotlivé matematické discipliny
jako geometrii, algebru a matematickou analyzu. Program ziskal fadu ocenéni v Rakousku,
Némecku, ale 1 v dalSich evropskych zemich. GeoGebra pfedstavuje zajimavou alternativu

komer¢nich programt. Vzhledem k tomu jeji oblibenost neustale nartsta.

V dobé¢ rozvinutych informacnich technologii jsou programy nedilnou soucasti
bézného pouzivani a usnadiiovani prace, at’ jiz ve vyuce nebo v praxi. Program GeoGebra
je atraktivni zejména diky své jednoduchosti a moznosti vyuziti nejen v matematice, ale i v
Sirokém spektru jinych technickych oborti. Pfi mém prizkumu a shromazd’ovani informaci
od navstévnikd riznych diskusnich for, je aplikace oblibend zejména na zakladnich
naro¢ného rysovani za pouziti pravitek a kruzitek dnes zaci pracuji s programem, jenz Si
nezada zadné potizovaci naklady. Osobné si myslim, ze disledek toho, Ze se pedagogicti
pracovnici snazi GeoGebru a jiné podplrné mechanismy pouzivat, vede k lepSimu
pochopeni provazanosti jednotlivych matematickych disciplin. Studenti ndzorné vidi co se
déje s kvadratickou funkci v ptfipadé, Zze se méni jeji parametry apod. Jednoznaéné to

zvysuje efektivitu a kvalitu vyuky.

V GeoGebfte lze konstruovat body, usecky ptimky, vektory, kuzelosecky a zaroven
interaktivni grafy funkci. GeoGebra také zvladd pocetni tkony jako takové. Do téchto
ukonil je zahrnuto pocitani s Cisly, vektory, soufadnicemi bodii. Umoziuje také urcovat
derivace a integraly ndmi zadanych funkci. VSechny vysledné aplikace je moZno
exportovat do fady riznych formati. Nespornou vyhodou je jeho poskytovani jako volné
Sitfitelny freeware produkt, jez ma celou fadu vyuziti, od problematiky zahrnujici osnovy

zakladni Skoly, aZ po zndzornéni predndsené latky na akademické ptidé.

GeoGebra mé dva zplsoby ovladani. Geometrické, kdy ovladame program mysi, a
algebraické, kde jsou vstupni hodnoty zadavany pomoci klaves, pfi¢emz objekt v
geometrickém okné je zapsan odpovidajicim zpiisobem v okné algebraickém. Piejdéme

nyni k samotnému popisu pracovniho prostiedi.



Pii otevieni spoustéci ikony vidime vlevo algebraické okno a vpravo nédkresnu

neboli geometrické okno.
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Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

% A / L} Pohybovat s nakresnou [:J

i o 4 4 /‘7 i I ] Posunout nakresny nebo osy (Shift + tahnout) F:3

Algebraické okno (*)@)(x) [Nakresna HE

Volné objekty
Zavislé objekty

Vstup: 1)

Obr. 1.1: hlavni okna po spusténi
1.1 Geometrické zadavani objekti

1.1.1 Panel nastroji

K zadavani objektl pomoci myS$i nam slouzi néstrojovy panel umistény nad
nakresnou. Pii kliknuti na ndmi vybrany objekt se zobrazi roleta s multivybérem. Panel
obsahuje Sirokou $kalu mozZnosti vybéru. Lze zadavat body, piimky, kuzelosecky,
mnohouhelniky, vektory ale také mé&fit vzdalenosti, tihly, nebo tfeba vkladat obrazky.
Nastroje jsou €lenény dle typu vyslednych objektl do malych oken. Kliknutim na malou
Sipku v rohu pfepiname mezi jednotlivymi nastroji. Pomoci vybraného symbolu na obr. 1.2

1ze pohybovat soufadnicovymi osami.
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Obr. 1.2: ukazka panelu nastroji



1.1.2 Kontextova nabidka

Kliknutim pravym tlacitkem mySi otevirame kontextovou nabidku. Slouzi ke
specifické editaci a zméné vlastnosti objektu, nebo pracovni plochy. Najdeme zde piikazy

jako piejmenovat, zrusit, nebo zobrazit objekt.

1.1.3 Dynamické nastroje

V tvodu jsem jiz ptedeslal, ze je GeoGebra dynamicky software, coz znamena, ze
muzeme pohybovat objekty a ménit jejich velikosti a vzdélenosti. To vSe ovSem za
pfedpokladu, Ze zistanou zachovany vazby mezi jednotlivymi objekty. Néstroje

umoznujici pohyb jsou:

. Ukazovatko - slouzi k premisténi daného volného objektu. Objekty zavislé

se posouvaji soucasné spolu s nimi.

. Posuvnik - jedna se o grafickou reprezentaci hodnoty (¢isla, thlu). Pomoci
tohoto néstroje nastavime interval, v némz se ma hodnota objektu (napft. velikost poloméru

r kruznice) pohybovat.

. Animace - animace se realizuji pomoci posuvnikt. Kliknutim pravym
tlacitkem mysi aktivujeme kontextovou nabidku, kde zatrhneme poloZzku animace. Poté se

sama zacne ménit hodnota v rdmci zadanych mezi.

. Stopa - geometrické objekty za sebou mohou zanechavat stopu, jeji zapnuti
¢1 vypnuti je snadné provést pomoci kontextové nabidky pfislusné k danému objektu.
Pouzitim stopy je tedy ndzorn¢€ vidét, jak mnozina, kterou dany objekt vykresluje, postupné

vznika.

1.1.4 Navigacni panel

Tento prvek slouzi ke krokovani vytvoiené konstrukce. Aktivuje se v nabidce
/Zobrazit/ Navigacni panel pro krokovani konstrukce. Vyuzijeme jej pfi tvorbé appletu a
nasledné prezentaci k pochopeni dil¢ich krokl. Bud’ nastavime libovolnou prodlevu a

spustime krokovani automaticky, nebo ovladame aplikaci pomoci tlacitek.

Jral> [ @] [> Prehrat 212 s =

Obr. 1.3: navigacni panel



1.1.5 Zapis konstrukce

V nasledujicim okné vidime sefazeny jednotlivé kroky. Zapis konstrukce je vlastné
tabulka, v niz se mizeme libovolné pohybovat, ptipadné¢ meénit kroky dle potieby. Body
zastaveni jsou kroky konstrukce, které by se mély zobrazovat. Jelikoz je mnohdy zbytecné

zobrazovat pomocné ¢ary a konstrukce, byly ponechany jako neviditelné.

14 Bod C X Priseéik g, a |Pruseciklg, a] (C=(-1.85,0)

7 Zapis konstrukce | B |
HEX
A B |F &®
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OsaX, Osa¥ | Osay]
2BadP A |BodnaOsax BodosaX] P=(3,0)
° o
3|Kruznice ¢ Kruznice Kruznice[S, P] |c:x*+y* =9 [
bodem P se
4 Pfimka a Pfimka Primka[S,P] |ay=0 [
vedena §, P L
5 Pfimka b i Pfimka Kolmice[S, a] bix=0 [ 1
| bodem S
6/Bod X Bodna b Bod[b] (=1(0,3.77
.A n o] A
7 Uhela ' |Unelmezi P, UhellP,5,%] |a=90° B
S, X
8 Polopfi... Polopfimka S, PoloprimkalS, d:x=0
o X 0 ]
9 Bod A X Prisedikc, d |Prusecikc, dl A=(0,3) [
10 Usedkae | s o Uselka[S,P) UseckalS,P] e=3 S|
-
11Bod O o Stfed §, P StredSoumerni0 =(15,0) &
.
12 Usedkal | o ||UsetkalA O] Useckald O] =335 B
L
13 KruZnice g KruZnice Kruznice[Q, A] |g: (x- 1.5F+ .. [
bodem A se
|
o

14 Bod D Priseéik g, a |Pruseciklg, a] D =(4.85,0)

ERERECAENER

Obr. 1.4: zapis konstrukce
1.2 Algebraicky vstup

1.2.1 Piikazovy radek

Je umistén v dolni ¢asti pod obéma okny. Jde o tzv. pfimy vstup. Do tohoto pole
zaddvame a modifikujeme pomoci kartézskych, ¢i polarnich soufadnic body, thly, pfimky,
kuzelosecky, funkce a jiné vSeobecné piikazy. Body a vektory vkladame do kulatych
zavorek a soufadnice odd€lujeme cCarkou. Zde je tieba vénovat zvySenou pozornost
spravnému pojmenovani! Velkd pismena oznacuji body, mald naopak vektory. MiiZeme
samoziejm¢ vyuzit jiz nadefinované proménné. Jakoukoliv pfimku, funkeci, ¢i objekt si

muiZeme pojmenovat.

Vstup @s: &

Obr. 1.5: prikazovy radek



1.2.2 Preddefinované prikazy

Program je doplnén sadou preddefinovanych piikazli, které nam ve vystupu
zobrazuji nejraznéjsi informace tykajici se dané konstrukce, resp. objektl. Jsou zcela bez
diakritiky. Chceme-li napf. zjistit vzdjemnou polohu pfimky p a kuzelosecky k, zadame do
ptikazového fadku syntaxi: Vztah [ p, k |. Podobnych piikazi je téméf 200 a patii do nich i
logické operatory a podminky. Veskeré podrobné piepisy jsou k nalezeni v napoveéd¢ na
oficialnich strankach programu. Ve vyrazech lze pouzivat konstanty e a pi, pouze tehdy,
nejmenuje-li se jiz tak néjaka pouzitd proménna. Obé konstanty se daji vyvolat z
pomocného vybérového okna. Cisla obsahujici desetinnou ¢arku se zadavaji s desetinnou

te¢kou. Znak nasobeni 1ze nahradit mezerou.

1.2.3 Export konstrukce

Jiz hotovou konstrukci exportujeme piimo do dynamického pracovniho listu jako
webovou aplikaci. V dialogovém okné muzeme vyplnit ndzev, autora, datum, text, ktery
bude zobrazen nad (pod) dynamickou konstrukci (napt. popis konstrukce a zaddni
ptikladu). Aby byla dynamickd konstrukce funkéni, je nutné mit nainstalovanou a
povolenou aplikaci JAVA. Pii statickych konstrukcich Ize vysledek exportovat do obrazku

s pfiponou ,,.pns*“. Soubory vytvofené programem GeoGebra maji piiponu ,,.ggb*.

Export dynamického pracovniho listu (html) &J

&b &

Mahrat do GeoGebraTube Exportovat jako webovou stranku

Nazev:

Autor: | Qldfich Ligka Datum: | 20. bFezen 2012

Obecné | Pro pokrofilé

Text nad konstrukci:

Text pod konstrukci:

l @Népovéda ] l Exvort ] [ Starno l

Obr. 1.6: Export dynamického pracovniho listu



1.3 Nastaveni pracovniho prostredi

Ke zménam vlastnosti objekti slouzi kontextova nabidka. Vyuziti nastaveni

programu a jeho vlastnosti se provadi pomoci nabidky nastaveni.

1.3.1 Prichytavani bodu

Mame tfi vychozi moznosti jak pfichytit body. V prvnim piipad¢ lze s volnym
bodem pohybovat po nékresné jakkoliv. Ve druhém piipadé s nim lze pohybovat pouze po
jednotlivych uzlech soufadnicové miizky a v poslednim typu nastaveni jsou body

pfichycovany automaticky.

1.3.2 Jednotka uhlu

Nastavuje, v jaké jednotce se budou zobrazovat velikosti thli: ve stupnich, nebo v

radianech.

1.3.3 Desetinna mista

Nastavuje pocet zobrazovanych desetinnych mist (od 0 do 5).

1.3.4 Jazyk

Pomoci této polozky lze ménit zménit jazyk. Z pfednastavené knihovny si lze
vybrat pozadovany jazyk, jehoz zména se projevi nejen v grafickém rozhrani programu, ale
I U ptikazi a vystupu.

Dale 1ze pruzné ménit velikost fontu, zplisob zobrazeni soutadnic, vzhled bodu a

vzhled pravého uhlu. Je také kuptikladu povoleno zapnuti (vypnuti) heuristiky spojitosti.

Pro podrobnéjsi nastaveni a komfort existuje 1 dialogové okno a v ném panel pro pokrocilé.

©F Nastaveni =

& B EE A

Vychozi | Nékresna | Tabulka | CAS | Pro pokrocilé

Sitka: [400 | px VySka: 235 px Automatické zobrazeni Neprihlednost: {}
Velikost pisma
Velikost pisma v menu: | 16 pt -
Tooltip
Jazyk tooltip: Standardni ~ | Tooltip €asovy limit (v sekundéch): & -
Jazyk
UZiti lokalizované &islice ¥ UZiti lokalizovanych ndzvu bodu
Perspektivy

V| Zobrazit zahlavi Ignorovat navrh dokumentu | Style Bar is Allowed

Obnovit plvodni nastaveni ‘ ‘ UloZit i H Zaviit ‘

Obr. 1.7: Nastaveni pro pokro¢ilé



2 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

2.1 Realni funkce realné proménné

Realnou funkci jedné realné proménné (stru¢né funkci) nazyvame kazdé zobrazeni
f:K = R, kde K € R. Mnozinu K nazyvame definiénim oborem funkce f a znac¢ime Df,

mnozinu f(K) = {f(x) € R: x € K} nazyvame oborem hodnot funkce f a oznacujeme Hf.
[1]
Méjme funkci, ktera kazdému x € (—1, 2) pfifazuje &islo x2. Takovou funkei, Ize

zapsat nasledujicimi zpasoby:
fiy=x*x€(-1,2),

fif(x) =x%,x € (—1,2),
fix > x%,x €(—1,2). [1]

Vyse uvedenou zavislost Ize samoziejme vyjadrit i zpisobem velmi piehlednym — grafem.

4y

3.51

257

151 f

0.51

-0.51

Obr. 2.1.: Graf funkce f:y = x%,x € (—1,2)



Druhy funkei:

* Algebraické - konstantni, linearni, kvadratickd, mocninna, linearni lomena
* Transcendentni - exponencialni, logaritmicka, goniometrické, cyklometrické,

hyperbolické, hyperbolometrické

2.2 Limita funkce

Limitni piechod se pouzival jiz ve starovéku. Limita funkce v diferencialnim poctu
nam popisuje chovani zadané funkce v netuplném okoli bodu. Dulezité je si uvédomit, ze
limita nezévisi na funkéni hodnoté¢ funkce v daném bod¢. Ta se mize vyrazné lisit od
limity této funkce, nebo dokonce funkce nemusi byt v daném bod¢ viibec definovana.

Funkce ma v daném bod¢ nejvyse jednu limitu. [2]

Necht’ funkce f je definovana na néjakém neuplném okoli bodu x,. Pak tikame, ze
funkce f ma v bod¢ x, limitu rovnu ¢islu A, kdyz ke kazdému okoli O(A) Cisla A existuje
takové neuplné okoli O (x, ) Cisla xg, Ze pro kazdé x € O(x,) plati x € 0(xy) => f(x) €
0(4), pisSeme tedy:

limx—>x0 f(x) =A.[1]

2.2.1 Vlastni limita ve vlastnim bodé

- Al x( jsou realna Cisla

) Xg X0+0'

Obr. 2.2: Vlastni limita ve vlastnim bodé



2.2.2 Nevlastni limita ve vlastnim bodé

- A = oo, x( je redlné Cislo

Obr. 2.3: Nevlastni limita ve vlastnim bodé

2.2.3 Vlastni limita v nevlastnim bodé

- Ajeredlné Cisloa xy = oo

Xg

Obr. 2.4: Vlastni limita v nevlastnim bodé



2.2.4 Nevlastni limita v nevlastnim bodé

- A:iooaxozioo

Obr. 2.5: Nevlastni limita v nevlastnim bodé

2.2.5 Jednostranné limity

Existuji také funkce, které nejsou definované na spojitém intervalu. Typickym
ptikladem muze byt funkce lomena. Dle Obr. 2.6 mizeme definovat limitu funkce f zleva
(znacime exponentem -) a limitu funkce f zprava (zna¢ime exponentem +). Z definice

limity plyne nasledujici vztah:
limx—>x0+ flx) =4,

lim,_,, - f(x) = B.

o
2
>
<
[
-
—_—
>
S

0 Xt X X

Obr. 2.6: Jednostranné limity



2.3 Derivace funkce

Reknéme, e funkce f ma v bodé x, € Df derivaci, jestlize existuje vlastni limita

zapsana:

fG)—f(x0)

lim, —

resp.

limy, o LEHTLED 2,

Tuto limitu pak nazyvame derivaci funkce f vbodé x, a znacime ji f'(x).
Neexistuje-li tato limita, fikdme, ze f nema v bod¢€ x, derivaci. Geometricky to znamena,

ze v daném bodu grafu funkce y = f(x) neexistuje te¢na. [2]
e funkce f ma v libovolném bodé¢ nejvyse jednu derivaci

¢ hodnota derivace je smérnice tecny ke grafu dané funkce v daném bodé

e f’(x) je opét funkci, pfi¢emz Df” € Df

f(xg + Ax)

0 Xg X+ AXx

Obr. 2.7: Te¢na v bodé A



2.3.1 Vzorce pro derivaci elementarnich funkci

1) (c¢)" =0, ¢ je konstantni funkce 2) (x")Y =r-x""1, re R—{0}
3) (e*) =e” 4) (a*)’ =a-Ilna, a € R —{1}
. 1 , 1
5 (Inx) = - 6) (log.x) = o @E€ER- {1}
7) (cosx)’ = —sin(x) 8) (sinx)" = cosx
| L1
9) (tanx) = s n) 10) (cotx)" = a2
N1 o1
11) (arcsinx)” = = 12) (arccosx)’ = =
r_ - 1
13) (arctanx)’ = ™y 14) (arccotx)” = e

2.3.2 Obecné vztahy pro vypocet derivace

) (c f() =c fx
2) (u(x) . v(x))' =u'(x) v(x) +ulx) v(x)

3) (W@ v®) =w() £v'®)
4) (u(X)) ‘_ u () v(x)—u(x)v(x)

v(x) v2(x)

2.3.3 Derivace sloZzené funkce

Ma-li funkce g derivaci v bodé x, a funkce f ma derivaci v bodé uy = g(x,), pak

sloZzend funkce F = f(g) ma derivaci v bod¢ x, pticemz plati
F'(x0) = (f(g(0)))x=x, = f (o)  g(x0) = f'(g(x0)) - g'(x0), kdle ug = go. [1]

2.3.4 Derivace vysSich radi

K funkci f(x) s definicnim oborem Df jsme zavedli funkci f'(x) s definiénim
oborem Df’. Mluvime také o prvni derivaci nebo o derivaci 1. fadu. Podobné¢ muzeme
uvazovat mnozinu Df”, v jejichz bodech mé funkce f’(x) derivaci a na mnoziné Df”
definovat funkci (f(x)) = f”'(x), kterou nazyvame druhou derivaci funkce f(x), nebo
derivaci druhého tadu funkce f(x). Druhou derivaci f”'(x) funkce f(x) vbode x

definujeme:

’ . “(xo+h)—f"
f (.X'O) = llmh_>0 M [1]



Podobnym zpisobem lze zavést i derivaci tietiho, ¢tvrtého atd. fadu, tedy derivace
n-tého Fadu, nebo n-ta derivace funkce. Derivaci n-t¢ho tadu f"(x,) funkce f(x)

VvV bod¢ x, zapiSeme jako:

. "L (xg+h)—f"
f" (o) = limy g 0

2.4 VySetrovani priibéhu funkce

Jak jiz napovida néazev, nasim cilem je kompletné vySetfit zadanou funkci. V
podstaté jde o to vyjmenovat, a popsat pribéh tak, abychom dokazali funkci
charakterizovat a nakreslit jeji graf. Samoziejmosti je zvladnuti stifedoskolského uciva. V

nasledujicich odstavcich bych rad prezentoval stézejni body vysetfovani pribéhu funkce.

2.4.1 Monotonnost funkce

Funkce rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici na intervalu M € Df se nazyvaji
monotonni funkce na M. Funkce rostouci, nebo klesajici na M se nazyvaji ryze monoténni

naM . [1]

Necht' je funkce f na intervalu M spojitd a necht’ ma v kazdém vnitinim bod¢

tohoto intervalu derivaci. Pro kazdé X, z intervalu M plati:

f(x)>0 rostouci
f(x)<0 klesajici
fx)=0 neklesajici
fx)<0 nerostouci

2.4.2 Extrémy funkce

Globalni minimum a globalni maximum souhrnné nazyvame globalni extrémy
funkce. Funkce f ma na intervalu M c Df globalni maximum popf. (globalni minimum)
Vv bod¢ x, kdyz pro kazdé x € M plati:

f() < f(xo) popf. f(x) = f(xo). [1]
Funkce f ma v bodé xy € Df lokalni maximum popf. (lokalni minimum) f, kdyz

existuje okoli bodu xq O(xy), které celé lezi v Df, ze pro kazdé x z tohoto okoli plati:

f() < f(xo) popt. f(x) = f(xo)- [1]



2.4.3 Konvexnost a konkavnost

Funkce f je konvexni v daném bod¢ x, tehdy, kdyz existuje netiplné okoli bodu
Xg, ve kterém graf funkce leZi nad teénou a je konkavni, kdyZz graf funkce lezi pod

te¢nou. [2]

Obr. 2.8: Graf konvexni funkce

y=f(x)

Obr. 2.9: Graf konkavni funkce

Jestlize funkce f spojita na intervalu M a v kazdém bodé tohoto intervalu ma

druhou derivaci " (x), pak pro kazdy bod intervalu M plati:
f(x)>0 je funkce f konvexni

f7(x) <0 jefunkce f konkavni. [1]



2.4.4 Asymptoty bez smérnice

Rekneme, Ze piimka x = x, je asymptota bez smérnice, neboli vertikalni asymptota

funkce, jestlize je minimalné jedna jeji jednostranna limita v bod¢ x nevlastni. [2]

Xo

Obr. 3.1: Asymptota bez smérnice

2.45 Asymptoty se smérnici
Rekneme, Ze piimka s je asymptotou grafu funkce f (x), jestlize plati:

limx_)ioo f(x) = 0. [4]

y = X + arctan(x)

’ y=x-T/2

y =x+ /2 ///

Obr. 3.2: Asymptota se smérnici



Ptimka y=k-x+q je asymptota ve smérnicovém tvaru, kde smérnice

k =1limy_ 4 @ a soucasné q = lim, 4o, (f(x) — k(x)) .

2.4.6 Inflexni bod

Necht’ funkce f spojitd v x; a ma v x, vlastni, ¢i nevlastni 1. derivaci, fikame, ze
Xg je inflexnim bodem funkce f, jestlize v redukovaném levém okoli O(xy), je f konvexni
a v redukovaném pravém okoli O(x,), je f konkavni, nebo naopak. Inflexni bod je takovy
bod grafu funkce, ve kterém se méni zaktiveni grafu funkce, piesnéji fe¢eno dochazi k

prechodu mezi konvexni a konkavni ¢asti grafu. [1]

Jestlize existuje f"(xg) a x¢ je inflexni bod f(x), pak f"(xy) = 0. Jestlize v bodé
xo pro funkci f(x) plati f”(xo) = 0 a funkce f(x) méni v bod¢ x, znaménko, pak bod
Xo je inflexni bod funkce f(x). [1]

konkavni

[e]

inflexni
bod

konvexni

Obr. 3.2: Inflexni bod



3 INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

Integralni pocet se zformoval do podoby dnes znamé koncem 17. stoleti. Je
zajimavé, Ze jiz myslitelé ve starovékém Recku pouZivali k vypoétu obsahi rovinnych
obrazcli metody, jez byly v mnoha uvahéch velmi podobné integralnimu poctu. U zrodu
integralniho poctu jako védecké discipliny stali I. Newton a G.W.Leibniz. Integrace je v
podstaté jakysi inverzni proces k derivaci. V této Casti své bakalafské prace se budu

zabyvat jak integralem neur¢itym, tak i uréitym. [1]

Neur¢ity integral se znaéi| f (x)dx. Symbol se nazyva integralnim znakem. Funkce
f(x) se nazyva integrand. Symbol dx lze u integrovani funkce jedné proménné chépat

zcela formalné. Jde o ,,teCku® na konci integrélu.

Necht’ funkce f(x) je definovana na intervalu J s krajnimi body a, b, kde je a < b,
pfitemz hodnoty a, b mohou byt i nevlastni. Rikame, Ze F(x )je primitivni funkce (v
nékteré literatufe také antiderivace) k jisté funkci f(x) na intervalu J (otevieném, ¢i

uzavieném a ohrani¢eném, ¢i neohrani¢eném), paklize plati:
F'(x) = f(x), kde x € [a, b],
F'(a) = f(a), kdea €].

Coz lze také obecné vyjadiit zapisem F” = f na intervalu J. [2]

3.1.1 StéZejni vzorce pro integraci elementarnich funkei

n+1
1) f0dx=C,C€ER 2) fx”dx=iT+C,(n¢—1)
3) f%dx=ln|x|+C,x¢O 4) [e*dx=e*+C
5 [dx=x+C,x€ER 6) faxdx=%+C,(a€R,a>0,a¢1)
7) [cosxdx =sinx +C 8) [sinxdx = —cosx+C

9) [——dx=tanx+Cx# (2k+1) -5 kez

(cos x)2

10) f(sinlx)z dx =—cotx+C,(x #m-k,k€Z)

1
1+x2

dx = arccotx + C

11) [ -

12) fﬁdx =arcsinx + C



13)f%+adx=ln|x+\/x2+a|+C,(a€R,a¢0)

14)f];((j))dx =In|f(x) +C|,f(x)#0

15)ff(a-x+b)dx=%F(a-x+b)+€

Vlastnosti neurcitych integrald je i tzv. homogenita:

e f(x)dx =c [ f(x)dx,

a také aditivita:

[(AG) + f(0)dx = [ fi(x)dx + [ fo(x)dx.
3.2 Urdity integral

Myslenka integrovani vzeSla z pozadavkll zjiStovani délek, obsahii a objemil
geometrickych tutvard. V soucasnosti existuje mnoho typu urcitych integralti, avSak

nejbeéznéjsi z nich je tzv. Riemannlv integral.

3.2.1 Riemanniiv integral

Obecna definice pracuje s funkcemi, které nemusi byt nutné spojité. Pro nasSe, tedy
geometrické, fyzikalni ucely postaci uvazovat o spojitych funkcich na intervalu [a, b].
Zékladem je funkce f(x) (integrovany objekt) spojita na uzavieném intervalu [a, b]. Graf
této funkce spolu s ptimkami x = a, x = b a 050U x vymezi v roviné xy rovinny tutvar.
Predpokladejme, ze f(x) je na intervalu [a, b] nezdporna a nas Gtvar lezi v horni poloviné
roviny xy. Nasim ukolem bude zjistit obsah tohoto utvaru. Predstavme si, ze nas Gtvar
nakreslime na ¢tvereGkovany papir s milimetrovou siti (1 étvereéek = 1mm?) tak, aby osa
x splyvala s okrajem nékteré fady ctverecki. Secteme obsahy obdélnikli pod grafem, které
jsou obsazeny v nami zadaném utvaru. Jsme schopni, alesponl pfiblizné urcit obsah plochy
utvaru. Uvazujme nyni v ponékud obecné€jsi roviné (kdy se budou velikosti zakladny
obdélnika 1isit). Dé€leni intervalu je soubor vzestupné fazenych hodnot a znaci se D. Délka
nejvetsiho ,,dilku“ se nazyva norma déleni D a znaci se v(D). Uvazujme nyni interval
[x;, x;+1]- Na tomto intervalu funkce nabyva nejmensi a nejvétsi hodnoty. Tyto hodnoty
Jjsem oznacil a. Sestrojime-li nad kazdou zakladnou omezenou intervalem [x;, Xx; 1]

obdélnik o vySce m;, pak obsah téchto obdélnikii predstavuje jakysi odhad obsahu obrazce.



Respektive ,,dolni* odhad. Podobnym zpiisobem sestrojime obdélniky o vysce M;, jejichz
obsah bude ,,hornim* odhadem obsahu obrazce. Ozna¢me si obsah obrazce P a muzeme
psat:
-1 -1
Yico My (g1 — %) S P < X9 My - (41 — x;). [3]
,Horni“ a ,,dolni“ odhad obsahu obrazce nazyvame hornim a dolnim souctem

nalezicim funkci f(x) a déleni intervalu D.

n—1

U(f,D) = ZML' (X1 — X;)
i=0

n—1
L(DY = ) i (i — )
i=0

Odhady obsahu obrazce P, lze samoziejmé zpfesnit, budeme-li déleni intervalu
[a, b] zjemnovat. Rozdil ,,horniho* a ,,dolniho* odhadu se bude zmensovat. Nasim tkolem

je tedy pfiblizovat normu déleni v(D) nule. Z toho vyplyva:
limy(py-0 L(f, D) = limy(py-o U(f, D). [3]

Vztah pro integralni soucty S(f, D):

limy(py-0 S(f, D) = [, f(x)dx. [3]

Obr. 3.3: Horni a dolni soucet



3.2.2 Vypocet urcitého integrilu

Necht’ f(x) je integrovatelna na intervalu [a, b]. Necht’ je primitivni funkce F(x) k
funkci f(x) je spojita na [a,b], tj. F(x) € C[a, b] rovnost F'(x) = f(x) plati ve vSech

bodech [a, b] az na kone¢ny pocet. Potom plati Newtonova-Liebnizova formule:

[P F0dx = F(b) = F(a) = [F(0)15. [1]

3.2.3 Aplikace ur¢itého integralu v geometrii

Vztah pro vypocet obsahu rovinnych utvarQ jsem v podstaté definoval jiz v
predchozim odstavci. Nyni bych rad ve stru¢nosti uvedl dal§i neméné vyuzitelné vztahy
pro geometrické aplikace.

3.2.3.1 Délka rovinné kiivky

Necht' y = f(x) je funkce definovana na intervalu [a,b] a majici zde spojitou

derivaci.
L= [T+ G dx [1]

3.2.3.2 Objem télesa

Necht' f(x) je nezdporna spojitd funkce na intervalu [a, b]. Uvazujme rotaéni
téleso, jez vznikne, otaci-li se rovinny Utvar omezeny osou X, piimkami x =a, x = b a

kiivkou y = f(x) kolem osy x, pak plati:
b
V=m-[ (f(x))*dx.[1]

3.2.3.3 Obsah pldsté rotacniho télesa

Necht’ f(x) je nezaporna funkce se spojitou derivaci na intervalu [a, b]. Otaci-li se
rovinny Gtvar omezeny osou x, piimkami x = a, x = b a kiivkou y = f(x) kolem osy X,

vznikne rotacni téleso. Obsah jeho plasté vypocitame dle vztahu:

§=2n [} f()-T= F )2 dx. [1]



3.2.4 Aplikace urcitého integralu ve fyzice
3.24.1 Tezisté kiivky

Necht je dana v roving kiivka y = f(x) pro [a, b], kde f(x) ma spojitou derivaci
na intervalu [a, b]. Necht je tato kfivka pokryta hmotou tak, ze specificka hmota v bodé

[x, f(x)] je s(x). Necht je s(x) spojita funkce na [a, b]. Poté celkové hmota kiivky H je

dana vztahem:

H =[50 T+ (F GO)2dx,

statické momenty vzhledem k soufadnicovym osam jsou:

Se= [ s f@) T+ (F G2,
S, = J0 s(x) x T+ (F (D)) dx,

tézisté¢ T = [m,n]:

3.2.4.2 TéZisté rovinného obrazce

Necht je dan rovinna obrazec omezeny osou x, pfimkami x = a, x = b a grafem
spojité nezaporné funkce y = f(x). Necht’ je pokryt hmotou tak, ze specifickd hmota v
bodé [x, y], je s(x), kde s(x) je spojita na [a, b]. Pak celkova hmota H je dana vztahem:

H =[] sCOf(xdx,

statické momenty vzhledem k soufadnicovym osam jsou:
1 b 2
Se =31, sCI(fG)2dx,

Sy =3[ s(x) x- f(x)dx,

2%



II. PRAKTICKA CAST



4 DIFERENCIALNI POCET FUNKCIi JEDNE PROMENNE —
APLIKACE

V této ¢asti bakalarské prace se budu zabyvat aplikaci vybranych témat z teoretické
Casti. Veskeré priklady a applety jsou zpracovany v programu GeoGebra a jsou soucasti
prilohy mé prace. Kapitolu jsem rozdé€lil na dvé podskupiny. Prvni je spiSe funkéni a druha
fesi konkrétni ptiklady. Cilem praktické casti je, aby piiklady dopomohli k pochopeni
probirané¢ problematiky nazornéjsi formou. Zaméfil jsem se, na dle mého nazoru
nejzajimavejsi a nejvyuzitelngjsi €ast diferencialniho poctu, zejména na pribéh funkce,

derivace funkce a lokalni extrémy.
4.1 Dynamické procedury

4.1.1 Derivace funkce

Applet se sklada z nasledujicich funkci:

f(x)=a-x*+b-x+c,

ax+b

f&x) =

F(x) = b-sina-x),
f(x) = (a-logx) + b,
f(x)=a-e*?,

f(x) =a—b-x+ cos(c-x).

Koeficienty a, b, ¢ 1ze pruzné meénit pomoci posuvnikt, v zavislosti na nich se meéni
také graf zadané funkce. Mezi vySe uvedenymi funkcemi lze pfepinat také posuvnikem p,
ktery je ve svislé poloze. Na funkci f lezi bod A, a také jeho te¢na, jeZ je oznaCena d.
Libovoln¢ miZzeme ménit polohu bodu A. Pfitom se také méni velikost smérnice e teny d.
Tato velikost je oznacena zelené. VSimnéme si, Ze voln¢ umistény bod B, za nimz stopa
méni polohu v zavislosti na bodu A a v zavislosti na velikosti e. Stopa tedy vykresluje
prvni derivaci funkce f a ma stejnou trajektorii jako graf derivace f, ktera je vykreslena

zeleng, jiz pii spusténi.
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- A - ™ / \

9 10 11 12 \‘13 14 157 16 17 18

X

o

Obr. 3.4: Graf funkce

Sledujme nyni stopu za bodem B, ktera odpovida prvni derivaci funkce f.

//

o 1 2/ 4 5 s\y 0 11 12 \BM 15716 17 18

Obr. 3.5: Vykresleni stopy za bodem B

o




4.1.2 Extrémy funkce

Stejné jako v pfedchozim ptikladu 1ze ménit koeficienty a, b nasledujicich funkci:

f)=a-x3>+b-x*>+x+3,

x2—a-x+2
x24b-x+1'

f(x) =logVva-x*+b-x,

3

flx) =22

b-x2-3’

fGx) =

fx)=a-x>*+b-x+3,

f(x) = (;13;

K vybéru prednastavenych funkci pouzijeme, stejné jako v predchozim ptipadé

svisly posuvnik p. VyuZiti je mnoho, 1ze zkoumat zménu extrémy danych funkci, nebo si

muzeme overit, zda jsme se dopoditali spravného vysledku.

=5
b=24 ce f(x)
5 x3
24x2-3
sp=4 erivace f(x)
5 .
242 x* —6-24x*4+9
9,
45 40 35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 5 10 15 45
1Y MIN = (—1.94,6.05)
A MAX = (1.94,6.05)

Obr. 3.6: Minimum a maximum

4.1.3 Inflexni body

Dal$i neméné dulezitou casti urCovani pribéhu funkce je bezesporu urceni

konvexnosti a konkavnosti v daném intervalu. Bod, ve kterém graf prechazi z konvexni do



konkavni, se nazyva inflexni bod. V tomto appletu Ize editovat pomoci koeficientii a a b

pfednastavené funkce a zkoumat inflexni body.

K dispozici mame piednastavené funkce:

f(x)=a-x°+b,
f@) =S4 x?,

x3
fG)=—+b-x+1.

a=5 fh -y
: |30 4 3
b=1 ‘ xt x )
e f = — _—
j 6y =g+g-x
20| |
p=2 |
. 5(—2-1x+3x3) +4 1x
10 || derivacef(x) g(x) e 1
w'"OL"‘.' X
-40 -30 -20 -10 ,‘ 10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
|
|
1 9. 19T 42
I druha derivace f(x) h(x) = 5(=2-14+6x)+12-1x
| 5-1
1o
| = (—2.8,—17.47)
I, = (0.3,-0.06)

4.2 ReSené piiklady

4.2.1 Priklad I

Zadani: Na parabole o rovnici f(x) = a-x?+ b -x + ¢ najdéte bod T, ktery je

nejblize bodu Q[d, e].

Tento piiklad Ize pouzit i jako nazorny applet. Pouzité koeficienty a, b, ¢ je mozno

Obr. 3.7: Inflexni body

libovolné editovat. Tazenim lIze také ménit polohu bodu Q. Je zde zobrazena hodnota

vzdalenosti bodu Q od hledaného bodu T (oznacena ,,min®). V piipadé zobrazeni dvou

hodnot vzdalenosti, uvazujme tu niz$i.



Q = (5,5)

f(x) =224 2x+4

b =2 Q
e — o
c=4
min = 4.49
T= (0.61.5.98)
-14 -12 -10 8 -6 -4 4 6 8 10 12 14 16 18

4.2.2 Priklad 11

Obr. 3.8: Priklad 1

Zadani: Vypoltéte rozméry co nejvétsiho obdélnikového vybéhu, mame-li na

oploceni k dispozici a metrt pletiva a jednu stranu vybéhu tvofi sténa budovy. Oznac¢me

délku obdélnikového vybehu x a sitku f(x). Vzhledem k délce pletiva tedy plati:

a—Xx
x) = —.
foo =%
]
v
350 |
_____________________________ CWMAX
300 :
]
a=>50 : f(x) :x5O_X
— : 2
]
f(x)| |
]
X ! MAX = (25,312.5)
]
délka = 25 !
sirka = 12.5 I
I
|
]
0 X
-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0: 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
50 !

Obr. 3.9: Priklad 11



4.2.3 Priklad 111

Zadani: Ukolem je ze Gtvercového kusu papiru o rozméru a metrtt udélat krabici
bez vika, s co mozna nejvétSim objemem. Je zapotiebi zjistit jak moc je nutné papir
nastfihnout, aby vznikla co mozna nejobjemnéjsi krabice. Hodnotou x je myslena

pfebytecnd hrana.

140

B objem
120 f(X) = (90 -2 X) X

V = 54000 em?
100
80 oo

60

40

20
0 IMiN x

-40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340

Obr. 4.1: Priklad III



5 INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE —

APLIKACE

Kapitola je rozdélena na dvé podskupiny. Prvni se skladd ze ctyt dynamickych

aplikaci. Druhd je zamétena na konkrétni vybrané ptiklady.

5.1 Dynamické procedury

5.1.1 Horni a dolni soucet

Uvazujme funkci f(x) = a; - x? + by - x + ¢4, x € [a, b]. Pfi¢emz intervaly a a b

1ze pruzné editovat, stejné jako koeficienty aq, by, ¢; funkce. Editujme také normu déleni

v, ktera je zobrazena na intervalu od 0 do 20. Pozorujme, jak se méni horni a dolni soucet

funkce, pfi zvySovani v a jak se oba tyto soucty priblizuji skute¢nému obsahu obrazce.

Skute¢ny obsah je Vv aplikaci fialovou barvou vypocitan ptes urcity integral.

koeficienty fce
a;=02

———

c =4

L

Norma déleni

v=5
AR,

spojity uzavreny interval
a=22

b=9

— e

f(x) = 0.2x>—05x+4
Hornt soucet = (3-1.-"12/')

9
f(x)dx = 56.05}

J2.2

Dolni soucet = 48.425*

Obr. 4.2: Horni a dolni soucet,v=5



koeficienty fce

a; =02 f(x) = 0.2x> ~0.5x+4
B—

by =-0.5

c. =4 Horni soucet = 58.78;°

1=
9

Norma déleni f(x)dx = 56.05j

v=15

J22

e

spojity uzavieny interval
a=22

[ —

b=9

Dolni soucet = 53.4157

Obr. 4.3: Horni a dolni soucet, v =15

5.1.2 Vypocet obsahu obrazce

Ptimka vytvafi obrazec tvaru trojuhelniku spole¢n¢ s osami souradného systému.
Piimka je zadana ve smérnicovém tvaru f(x) = —k-x + q, kde hodnotyk a q lze

libovolné ménit. Obsah obrazce je vypocitan integralem.

h
obsah obrazce f(z)dz = 325°

€

Obr. 4.4: Obsah obrazce vymezeného piimkou



5.1.3 Vypocet obsahu obrazce I1

Tento applet pracuje podobné jako vyse uvedeny. Rozdil je v tom, ze mame dvé

piimky ve smérnicovém tvaru:
f&x) =—k-x+q,
gx) =k x+q,.

Z toho je patrné, ze lze editovat hodnoty k, qq,q,. Vykreslenim dvou pfimek a
piimky y = 0 vymezime obrazec. Obsah celkového obrazce je rozdélen na dva poloviéni

trojihelniky, jejichZ hodnoty obsahil jsou totozné.

f(x) = —0.7x +4.1
g(x) =07x+8

k=07 b
qq=4.1 [ 9l

il B

QQ=8

— e

-20 -18 -16 -14 14 16 18 20 22

celkovy obsah obrazce
6 ‘

. / g(z) + /)f = 52.29 42

Obr. 4.5: Obsah obrazce vymezeny dvéma primkami a osou x

5.14 Délka kiivky

Délka kiivky je geometrickou aplikaci integralniho poctu. Mame piednastaveny

nasledujici funkce:
f(x) =a-x,
f(X)=a-x*+b-x+c,
fo) ==—+c
f(x) = a-sin(b - x).

Tyto funkce jsou vymezeny nami zvolenym intervalem pomoci posuvnikl e a h.

Svislym posuvnikem p prepiname prednastavené funkce. Tfemi posuvniky a, b, c, ménime



koeficienty funkce. Mlizeme si tak vytvorit mnoho variant. Integralem vypocteny vztah

nam zobrazuje délku kiivky L.

P :e délka krivk
elKa Krivi
f(x) = 5 sin(1 x) 7 | Y
I (&
ass 6 | L,f 1+ f(#)de =6 ]

b=1 5 1 !
c=1 4 }
=4 !
p 3 :
2 |
I
I
1 |

0 | X
1,123456789101112131415617

I
I
[}
[}
I
I
I
I
I
I
I

Obr. 4.6: Délka krivky ve zvoleném intervalu
5.2 ReSené priklady

5.2.1 Piiklad IV
Zadéni: Urcete obsah obrazce omezeného dvéma kiivkami
fx)=e*—1,
gx)=e"*-1

a primkou x = 1.

— a7 X __
glx) = e ! P3 obsah obrazce

S /0 () — g(x)dx = 1092

Obr. 4.7: Priklad IV



5.2.2 Priklad V

Zadani: Vypoéitejte délku oblouku kiivky f(x) = In (1 —x2), x € [0, 21].

Tly

0.8 délka krivky

f(x) = In (1) 06 L:f J1+ F2(2) de = 0.6

0.4

0.2

-1 -08 -06 -04 -02 0 5 04 06 08 1 12 14 16

Obr. 4.8: Priklad V

5.2.3 Priklad VI

Zadani: Vypoctéte objem télesa vytvofeného rotaci obrazce kolem osy x

omezeného parabolou f(x) = x% — 4.

objem télesa

f(x) = x> — 4 2

V= ‘fr./ flz) =107.23 2
—2

X

-7-6-5;4/13- 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

P1 = (-2,0)
P, = (2,0)

Obr. 4.9: Piiklad VI



5.2.4 Priklad VII
Zadéani: Vypoctéte

0Sou Xx.

fx) =4—x* s(x)=1

Celkova hmota

2
H= _[2 flz) dz = 10.67

109 -8 7 6 5 -4

-3 2 A

N

n="—=16

Sy
me—O i

Téziste T = (0,1.6)

g o ~N @

Statické momenty

Py

soufadnice t&zi§té plochy omezené kiivkou f(x) =4 —x? a

2
S, = 1] f(x)? de = 17.07
2/

Sy:[Zx.f(x)dx:U

3 4 5 6 7 8 9

Obr. 5.1: Pi¥iklad VII

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20



6 PRULOMOVA ODOLNOST MECHANICKEHO ZABRANNEHO
SYSTEMU - APLIKACE

Mechanické zabranné systémy maji v prumyslu komeréni bezpecnosti Siroké
zastoupeni, zejména proto, Ze jsou schopny poskytnout svoji mechanickou odolnosti
ochranu objektu, ¢i pfedmétu. Je zcela ziejmé, ze kazdy mechanicky zabranny systém lze
ptekonat po uréitém case. Tento Cas je zavisly na mechanické pevnosti zdbranného
systému, mnozstvi energie a znalosti, ¢i druhu néafadi. Doba, kterou musi pachatel

vynaloZit na pi‘ekonani mechanické pevnosti, se nazyva prilomova odolnost. [4]

6.1 Stanoveni minimalni doby prilomové odolnosti ischovnych objektii

Pfi stanoveni minimalni doby prilomové odolnosti se vychazi z toho, jedna-li se o

otvorové vyplné, nebo uschovné objekty. Pro uschovné objekty je plati vztah:
Ty = [(Vg — BV): C4] X (2 =+ 3) [min.], pficemZ
Ty = doba minimalni prilomové odolnosti ischovného objektu,

Vr = hodnota prilomové odolnosti ischovného objektu (u skfiiového trezoru je rovna
primérné hodnoté ¢aste¢ného a Gplného prilomu, u trezorovych dvefi a komorového

trezoru jde o hodnotu pro Gplny prilom),
BV= zakladni ocenéni — ¢iselnd hodnota pfidélend urcitému naradi,
C; = koeficient prilomové odolnosti ischovného objektu,

(2+3) = koeficient navyseni.[4]

6.2 Stupné rizika ohroZenych objektii

Stupeni rizika lze stanovit, zndme-li dobu minimalni prilomové odolnosti a cas
potiebny k zasahu Policie CR, & bezpe¢nostni sluzby. Ma-li byt ochrana uéelna, musi

hodnota R > 1. Plati vztah:

R = Ty /t;, pficemz t;= Cas potiebny k zasahu. [4]



6.3  Vlastni pfiklad na stanoveni prilomové odolnosti

Tato jednoducha aplikace nam stanovi minimalni dobu prilomové odolnosti a
stupent rizika. Mechanicky zabranny systém je skiifiovy trezor a jeho tfidu lze ménit
posuvnikem. Pomoci posuvniki 1ze také ménit typ pouzitého natadi, koeficient navyseni a

Cas potfebny k zasahu.

—_— — o ——————

¢ =15 Bezpetnostni tiida trezoruX ¢as poffabnylkzasahul[min] koeficient navyseni
Hodnota V, =1125 Ru ti =10 n=23
—~

naradi: pacidlo

hodnota B, = 15 Ru

Doba min. prilomové odolnosti Stupe rizika:
V.- B, 1125 — 15 fiR 170.2
T,‘:gx [2+3) =——°.23=170.2 min R=">1=—"=17.02
@l 15 4 10

Obr. 5.2: Stanoveni priulomové odolnosti skiifiovych trezoru



ZAVER

Cilem prace bylo prezentovat vybrané kapitoly piredmétu Matematika I pro studenty
na Univerzit¢ TomaSe Bati ve Zliné. V teoretické Casti jsem se seznamil se zakladnimi
funkcemi programu GeoGebra. Jakym zpisobem lze zadavat funkce, editovat je a tvofit
vlastni procedury pomoci dynamickych nastroji. Teoretickd c¢ast také popisuje
matematické definice, vztahy, vzorecky a véty tykajici se diferencialniho a integralniho

poctu funkci jedné proménné.

Do praktické casti jsem zahrnul vlastni procedury, které by méli slouzit
K pochopeni nejasnosti tykajicich se napf. prubéhu fci, smérnice teény, nebo obsahu
obrazce vymezeného kiivkou. Dle mého nazoru, nejvétsim problém déla studentim
aplikace extrému funkci ve slovni tloze. Uvedl jsem proto, asi tfi typy takovych uloh.
Soucasti praktické casti jsou také feSené piiklady pomoci dynamickych procedur.
V posledni ¢asti jsem se zabyval prilomovou odolnosti. Veskeré piiklady a procedury jsou

soucasti ptilohy mé prace ve formatu ,,html*.



ZAVER V ANGLICTINE

The aim of my bachelor thesis was to present selected themes of our subject Mathematics
I. set for Thomas Bata University in Zlin students. In theoretical part | got familiar with
basic functions of GeoGebra program, in what way it is possible to set functions, edit them
and make my own procedures with usage of dynamic instruments. Theoretical part also
describes mathematics functions, relations, formulas and sentences dealing with

differential and integral calculus of functions of one variable.

The practical part includes my own procedures, which can be used for understanding the
unclarity dealing with e.g. process of functions, tangent of secant or capacity of diagram
define by curve. In my opinion, the biggest problem for the students is application of
extreme functions in practical task. Hence | present three types of that task. They include
also the solving process by using the dynamic procedures. In the last part of my thesis I
deal with break resistance. All mathematical problems and procedures are included in

appendixes in "html" form.
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Graf funkce
Vykresleni stopy za bodem B
Minimum a maximum
Inflexni body
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Priklad III

Horni a dolni soucet, v=15

Horni a dolni soucet, v=15

Obsah obrazce vymezeného piimkou

Obsah obrazce vymezeny dvéma piimkami a osou x
Délka kiivky ve zvoleném intervalu

Priklad IV

Priklad V

Priklad VI

Priklad VII

Stanoveni prilomové odolnosti skfinovych trezort



