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ABSTRAKT

Cilem bakalaiské prace je seznameni s Laplaceovou transformaci a jejim pouzitim
pii feseni obycejnych diferencidlnich rovnic a jejich soustav. Na vybranych typech
oby¢ejnych diferencialnich rovnic budou ukézany ruzné metody feseni — metoda variace
konstant, metoda neurcitych koeficienti a Laplaceova transformace. Reeni obycejnych

diferencialnich rovnic bude vyuzito pti modelovani dynamickych systému.

Kli¢ova slova: Laplaceova transformacia, spatna Laplaceova transformacia, obycajna
diferencialna rovnica, sustava diferencialnych rovnic, homogénna rovnica, nehomogénna
rovnica, charakteristicka rovnica, charakteristicky polyném, charakteristicky determi-

nant, fundamentalny systém, fundamentalna matica.

ABSTRACT

The aim of this bachelor thesis is to present Laplace transform and its application
in using ordinary differential equations and their systems. Different methods of sol-
ving - variation of constants method, method of undetermined coefficients and Laplace
transform - will be shown on selected types of ordinary differential equations. Finally,

solving of ordinary differential equations will be used in models dynamic systems.

Keywords: Laplace transform, inverse Laplace transform, ordinary differential equation,
system of differential equations, homogeneous equation, non homogeneous equation,
characteristic equation, characteristic polynomial, characteristic determinant, funda-

mental system, fundamental matrix.
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UVOD

Pri rieseni obycajnych linedrnych diferencialnych rovnic s konstantnymi koeficientami
a ich sustav klasickymi metédami (metdéda varidcie konstant, metéda neurcitych ko-
eficientov) sa ¢asto stretdvame s prilis zlozitymi vypoc¢tami. Tymto komplikdcidm sa
moZeme vyhnit pouzitim Laplaceovej transformécie, pomocou ktorej prevedieme dife-

rencialnu rovnicu na rovnicu algebraicki, ktora sa riesi omnoho jednoduchsie.

Laplaceova transformaécia je jedna z druhov integralnych transformacii, ktoré po prvykrat
pouzil v roku 1737 §vajciarsky matematik a fyzik Leonard Euler pri rieseni dife-
rencidlnych rovnic. V roku 1812 ju odvodil a podrobnejsie popisal francuzsky mate-

matik Pierre Simon de Laplace.

Tato bakalarska praca sa skldda z dvoch casti. V teoretickej casti je definovana Lap-
laceova transformécia a jej zdkladné vlastnosti, prehlad zndmych pojmov z tedrie
obycajnych diferencidlnych rovnic a podrobny popis riesenia linearnych diferencialnych
rovnic s konstantnymi koeficientami a ich stistav pomocou Laplaceovej transformacie,
variacie konstant a metdédy neurcitych koeficientov. V praktickej casti som odvodil
zakladné funkcie slovnika LT a nasledne som riesil vybrané priklady, na ktorych som
ukazal rozne metddy rieSenia LODR a ich ststav. Nakoniec sa Laplaceova transformécia
vyuziva na rieSenie realnych dynamickych systémov popisanych LODR s konstantnymi

koeficientami.
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1 Laplaceova transformacia

Jednd sa o urcity druh integralnej transformacie, kde K : A; x Ay — C je komplexné
funkcia definovana na kartézskom sicéine mnozin A; C R, A, C C. Tuto funkciu
nazveme jadrom. Dalej existuje .75 mnozina funkeii f : A; — C takych, aby integral
zavisly na parametre

F(s)= | K(t.9)f(0)d (1)

konvergoval aspon pre jedno s € A;. Potom integralnou transformaciou s jadrom
K nazyvame zobrazenie 7 : F — K, ktoré kazdej funkcii f € % priraduje funkciu
F € Ky, definovani na neprazdnej ¢asti mnoziny A, rovnostou (1), Ky je mnozina
funkcii komplexnej premenne;j.
Laplaceovu transforméciu dostaneme, ked' zvolime za A; interval (0, +00) na redlnej
osi, za As mnozinu komplexnych ¢isel C a za jadro K funkciu K(t,s) = e *.
Existuje f casova funkcia jednej realnej premennej taka, ze integral na pravej strane
nasledujicej rovnosti konverguje aspon pre jedno komplexné s. Potom ¢asovi funkciu
f(t) nazyvame predmetom a funkciu F'(s) komplexnej premennej s definovanu rov-
nostou .

F(s) = f(t)e =t dt (2)

0

nazyvame Laplaceovym obrazom funkcie f(t). Vztah medzi predmetom a obrazom

znac¢ime pomocou symbolu Laplaceovej transformécie

F(s)=2{f®)}, f(t) = L {F(s)},

kde 7! je operdtor spitnej Laplaceovej transformdcie. Mnozina komplexnych
funkcii redlnej premennej takych, ze definiény integral Laplaceovej transformécie (2)
konverguje aspon pre jedno komplexné s, nazyvame triedou predmetov a oznacujeme

ju symbolom %, a ze funkcia f je predmetom, zapisujeme f € %.

Nutné podmienky pre existenciu predmetu (funkcie jednej redlnej premen-

nej f(t)).

a) Funkcia mus{ byt aspoii po ¢astiach spojitd, tj. na kazdom intervale konecnej diZky
(0, +00) mé kone¢ny pocet bodov nespojitosti a v tychto bodoch existuje kone¢na

limita funkcie f(t) zlava aj zprava.
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b) Funkcia musi vyhovovat podmienke exponencidlneho rddu s indexom rastu &, tj.
pre vSetky t >ty existuje M > 0 tak, ze plati
f(t)] < Me*".

¢) Funkcia je nulové pre zaporny cas, teda je definovana takto:

0 pre t <0,
ft) =
f(t) pre t>0.

1.1 Vety o priamej Laplaceovej transformacii

1. Veta o linearite Laplaceovej transformacie

Nech funkcie f;,i =1,2,--- ,n, su predmety (f; € %) anech ¢;,i =1,2,--- | n,
st komplexné konstanty. Potom tiez funkcia f = ) ¢; f; je predmetom. Pre obraz

=1
funkcie f plati

Z {Z Cifi} = Zci«iﬂ{f@‘}

i=1 i=1

Veta o linearite v tomto zneni plati len pre linearnu kombinéciu konec¢ného poctu

funkeii.

2. Veta o substitucii

Nech f(t) € £ je predmet, a € C konstanta. Oznacime Z{f(t)} = F(s). Potom
funkcia g(t) = e“f(t), je taktiez predmetom a pre jej obraz £{g(t)} = G(s)
plati G(s) = F(s — a), t]

L{e"f(t)} =F(s—a), kdeF(s)=2L{f(t)}. (3)
Odvodenie vety:

L{e"f(t)} = /000 e f(t)e *dt = /000 ft)e =DMt = F(s —a)



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 12

3. Veta o posunuti-translacii predmetu

Nech f(t) € % je predmet a jeho obraz F(s) = Z{f(t)}, a je konstanta, funkcia
g(t) je definovana tak, ze
0 pre t<a,

g(t) =
f(t—a) pre t>a.

Potom pre G(s) = Z{g(t)} plati

LU - )} = F(s).
Odvodenie vety:
Plati
+o00 +00
Fls)= [ flt—a)e™Ddt= | f(t—a)e e dt,
0 0

potom
+oo

e “F(s) = fit—a)e™dt=2L{f(t—a)}.

0

4. Veta o derivacii obrazu

Nech f(t) € % je predmet a jeho obraz F(s) = Z{f(t)}. Potom funkcia
g(t) = tf(t) je taktiez predmet a po oznaceni G(s) = Z{g(t)} plati

G(s) =—F/(s)
L)} = —F'(s), kde F(s) = 2 {f(1)}.

Odvodenie vety:

Plaﬁ dF d —+o00 a +oo “+o0o

Fl(s)= —=— e stdt = — t ‘Stdt:—/ tf(t)e st dt
O i v ACL 5 ), J(te e,

po uprave

~F/(s) = 2 {tf (1)}

5. Vety o limitach

(a) Prva veta o limite
Nech f(t) € £, potom pre obraz F(s) = Z{f(t)} plati

lim F(s) =0.

§—00
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(b) Veta o pociato¢nej hodnote
Nech f € % a nech existuje konecnd tl_i}ron+ f(t) = f(0+), potom pre obraz
F = 2Z{f} plati
lim f(t) = lim sF(s) = f(0+).

0+ s—00
(c) Veta o koncovej hodnote
Nech f € %4 a nech existuje konecna tEeroo f(t), potom pre obraz
F=2Z{f} plati
ii_r)r(l) sF(s) = lim f(t).

t—-+o0

6. Veta o obraze n—tej derivacie

Zakladnou myslienkou je pouzitie integracie per partes, potom pre prvu derivaciu

2{r0y =l [ rmean- | D b
= lim [f(t)e”*]5 — lim ’ —sf(t)e " dt =
pP—00 p—o0 J
= s lim pf(t)e_St dt + lim [f(t)e™*"] — f(0) = sF(s) — f(0)
p—o0 Jq t—o0

sme ziskali vztah

L{f'(t)} = sF(s) = £(0).

Pre druhu derivaciu pouzitim dvakrat integracie per partes plati

L{f"(t)} = $F(s) — s£(0) = f(0).

Potom pre n—tu derivaciu,

L)} = 5" F(s) ="V F(0) = s f(0) = s 07D (0) = fD(0). (4)

7. Veta o obraze integralu

Nech f(t) € % a g(t) je primitivna funkcia, g(t) = fot f(z)dz. Potom tiez
g(t) € L a ZL{g(t)} = G(s) a plati

f{/otf(x) dx} _F)  hde(s) = 2110}

S
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Dokaz vychddza z vety o derivdcii, pretoze funkcia f(¢) je integrovatelna, g(t) je
spojitd, g(0) = 0 a mé derivaciu na celom intervale, ¢'(t) = f(t) € £. Preto

podla vety o obraze derivacie

F(s) = Z{f({t)} = sG(s) — g(0) = sG(s),
¢o je tvrdenie vety.

1.2 Spitna Laplaceova transformacia

Pomocou spéiitnej Laplaceovej transformécie hladdme predmet f(¢) k obrazu F(s), kde

F(s) = ggz; je raciondlne lomen4 funkcia, kde je ¢itatel nizsieho stupia ako menovatel.
Nech menovatel m& prave j roznych koretov s, k =1,2,---, 7,

takze Q(s) = aj(s — s1)(s — s2) -+ - (s — s5), a; # 0, kde jednondsobné korene menova-
tela sa nazyvaju pély prvého rddu a n—ndsobné korene menovatela si pély m—tého
radu. Korene ¢itatela sa nazyvaji nuly. Potom jedna z moznosti ako najst predmet
je pomocou suctu rezidui, kde siuctom rezidui sa rozumie sucet rezidui vo vsetkych

singuldrnych bodoch funkcie F(s).
ft) =27 {F(s)} =) res[F(s)e]. (5)

Vo vzorci (5) sa séitaji rezidud celého sucinu F(s)e® . Ide vSak o rezidud v singuldrnych
bodoch funkcie F(s), pretoze e nemd ziadne singuldrne body. Ak funkcia F(s) ma
poly prvého radu, potom

res [F(s)e™] = lim [(s — sp)F(s)e”]

S=5k S—+Sk

a pre poly n—tého radu

1 . dn—l

res [F(S)est] st = —(n — 1)' Si)r?k —dsn—l

[(s — si)"F(s)e™] .

Predmet f(t) mozeme najst aj pomocou rozkladu funkcie F(s) na parcidlne zlomky
a nasledne s vyuzitim slovnika Laplaceovej transformécie, ¢o je tabulka, v ktorej v jed-
nom stfpci st uvedené Laplaceove obrazy a v druhom stfpci st prislusné predmety.
Cast slovnika je pripojend na konci teoretickej casti.

Pri vypracovani teorie Laplaceovej transformécie boli pouzité tieto zdroje [2][5][6]
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2 Obycajna diferencialna rovnica

Diferencidlna rovnica (DR) je rovnica, v ktorej nezndmou je funkcia, a ktora vy-
jadruje vzfah tejto funkcie k jej derivacidm.

Obycajna diferencidlna rovnica (ODR) - je diferencidlna rovnica, v ktorej neznamou
je funkcia jednej premenne;j.

Sustava diferencialnych rovnic - jedna sa o n diferencidlnych rovnic pre m neznamych
funkeii.

Rad diferencialnej rovnice - je rad najvyssej derivacie neznamej funkcie v danej

diferencidlnej rovnici.

Obyc¢ajna diferencidlna rovnica n—tého radu s neznamou funkciou y premennej ¢

je v tvare
F (tv Y, y/7 y//> e 7y(n)) = 07 (6)

alebo v explicitnom tvare vzhladom na najvyssiu derivdciu nezndmej funkcie

y(n) = f <t7 Y, y/> y//7 e 7y(n71)) : (7)

RieSenim diferencidlnej rovnice (7) je kazdd funkcia y = g(t), ktord ma derivacie

do rddu n — 1 a vyhovuje identicky rovnici (7).

Cauchyho 1loha je pociatoénd tiloha, kde hladdme riesenie rovnice (7), ktoré vyho-

vuje pociatoénym podmienkam

/"

y(to) = yo,y'(to) = y1,y" (to) = y2, -+ ¥ (to) = Yu_1,

kde to, Yo, Y1, Y2 - - - Yn_1 sU konstanty.

2.1 VsSeobecné a partikularne riesenie ODR

1. VSeobecné riesenie rovnice (7) nazyvame sistavu kriviek s rovnicou

(I)(t7y7 017027"' 7C(n)) :O, (8)

ktoré obsahuji n parametrov Cy,Cs, -+ -, Cy), pricom pri vyluceni tychto para-

metrov z rovnice ® = 0 a z ich n derivécii podla ¢ dostaneme dant rovnicu (6).
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2. Partikuldrne rieSenie rovnice (7) nazyvame kazdé riesenie, ktoré dostaneme

zo véeobecného riesenia (8), ak dosadime urcité ¢isla za konstanty C, Ca, - - -, Cyy).

2.2 Linearna ODR prvého radu

Linedrna obycajna diferenciilna rovnica (LODR) prvého radu je rovnica v tvare
y'(t) = a(t)y(t) +b(t), (9)
kde a(t) a b(t) si spojité funkcie premennej t. Potom sa rovnica (9) nazyva:

a) homogénna LODR prvého radu, ak je b(t) = 0,

b) nehomogénna LODR prvého radu, ak je b(t) # 0.

Homogénnu LODR prvého radu v tvare

dy(t) "
/ ) - [awar,
In[y(t)] = / alt)dt + C,

y(t) — :i:eCefa(t) dt’

kde miesto £e® polozime C. Malo by teda byt C # 0, ale pre C' = 0 dostaneme funkciu
y(t) = 0, ktord je taktiez riesenim (10). Preto rovnica (10) mé vSeobecné riesenie v

tvare

y(t) = Cel a0 O e R. (11)
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Nehomogénnu LODR prvého radu (9) riesime pomocou metédy varidcie konstanty.

2.2.1 Metoda variacie konstanty

Metéda prebieha v dvoch krokoch:

1. Zhomogenizujeme rovnicu (9), tj. polozime b(t) = 0, dostaneme tak rovnicu (10)

a urc¢ime jej vSeobecné riesenie (11).

2. Vseobecné rieSenie tiplnej nehomogénnej LODR (9) budeme hladat v tvare

y(t) = C(t)e O, (12)
ktora sa 1isi od (11) tym, Ze konstantu C' sme nahradili zatial neur¢enou funkciou
C(t).

Funkciu C(¢) uréime tak, ze vztah (12) aj s jeho derivdciou
y(t) = C'(t)e! “OU 4 C(t)a(t)el O,
dosadime do povodnej rovnice (9), dostaneme

O/(t)efa(t) dt _ b(t),

po uprave
C'(t) = b(t)e™ S ot

Integraciou dostaneme
C(t) = /b(t)e_f“(t) dqt +C, C e R,

Po dosadeni funkcie C'(t) do (12) dostaneme vseobecné riesenie pre (9).
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2.3 Linearna ODR n—tého radu s konstantnymi ko-
eficientami

Linedrna obyc¢ajnd diferenciidlna rovnica (LODR) n—tého raddu s konstantnymi

koeficientami je rovnica v tvare

g™ (1) + @y V() + -+ ary (1) + agy(t) = f(1), (13)

kde a, # 0, ag,a1, - ,a,, s konstanty, y(¢) je hladand funkcia a f(t) je funkcia
definovana a spojita na intervale I.

Rovnica (13) sa nazyva:
a) homogénna LODR n—tého radu s konstantnymi koeficientami, ak je f(¢) = 0.

Jej tvar je

any () + a1y () + -+ ary/ () + agy(t) =0 (14)

b) nehomogénna LODR n—tého radu s konstantnymi koeficientami, ak je f(¢) # 0.

Pre homogénnu rovnicu (14) predpokladdme riesenie v tvare

y(t) =, (15)

po dosadent tejto funkcie a jej derivécii za y(t),y'(t),--- ,y"™(t) do (14) a po vydeleni

celej rovnice vyrazom e* dostaneme tzv. charakteristicki rovnicu pre premennt A

ap A" + an A"+ a A+ ag = 0. (16)
1. Ak mé& charakteristickd rovnica vSetky korene A1, Ag,--- , A, redlne a navzajom

rozne, potom fundamentilny systém homogénnej rovnice (14) je dany fun-

kciami

yl(t) = eAlt? y2(t) = eA2t7 o 7yn(t) = e/\nt7

kde fundamenalnym systémom rieseni sa rozumie n—tica rieSeni, ktoré si linearne
nezavislé.
Nech funkcie y;(t), yo(t), - - - , yn(t) st riesenia rovnice (13) a si linedrne nezavislé

v intervale I, potom determinant
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nt) () Ya(t)
W) = i (t) yé(?f |
T O NVl () ys ()

tzv. Wronského determinant (wronskiin), je v celom intervale I rézny od
nuly.

A potom vseobecné riesenie homogénnej rovnice (14) m4 tvar

n (t) = Cle)\lty y?(t) = CQeAﬁa e 7yn(t) = Cne)\ntv

kde C1,Csy, - -+, C, st vhodne zvolené konstanty.

2. Ak je niektory koren \; (i = 1,2, -+ ,n) k—ndsobny, potom mu vo fundamentalnom
systéme odpoveda k linearne nezavislych funkcii v tvare

yi(t) =M yn(t) = te - yi(t) = e

Pre nehomogénnu LODR (13) budeme rieSenie hladat pomocou metédy neurcitych

koeficientov.

2.3.1 Metoda neurcitych koeficientov

Metdda, kde prava strana rovnice (13) je so $pecidlnou pravou stranou v tvare

f(t) = e™[P,(t)sin (bt) + Q. (t) cos (bt)],

kde a,b € R, P,(t) je polyném n—tého stupna, Q,,(t) je polyném m—tého stupna,
obidva s redlnymi koeficientami, a taktiez je pripustné P, (t) =0, Q(t) = 0.

Vseobecné rieSenie bude v tvare

y(t) = yu(t) +yp(1), (17)

kde yg(t) je riesenie zhomogenizovanej rovnice (tj.f(t) = 0), ktoré ndjdeme pomocou
charakteristickej rovnice (16), a y,(t) je partikuldrne rieenie, ktoré budeme hladat

v tvare

yp(t) = t*e™[R,(t) sin (bt) + S,.(t) cos (bt)], (18)
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kde k je nasobnost ¢isla a + ib ako korefia charakteristickej rovnice a R,.(t) a S,(t) st
polynémy s neurcitymi koeficientami rovnakého stupna ako maximélny stupen z po-

lynémov P,(t), Qm(t), r = max{n,m}. Polynémy s neurcitymi koeficientami si v tvare

polyném 0. stupnia Ry(t) = A, A € R,
polyném 1. stupna R;(t) = At+ B, A, B € R,

19
polyném 2. stupnia Ry(t) = At>+ Bt +C, A,B,C € R, (19)

Takto zvolené riesenie (18) zderivujeme n—krat podla rddu DR (13) a toto rieSenie
aj s derivaciami dosadime do (13). Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch,
exponencialnych funkcii, alebo linedrne nezavislych funkcii cos (t),sin () dostaneme
partikularne riesenie yp(t) a po dosadeni do (17) ziskame vSeobecné riesenie pre neho-

mogénnu rovuicu (13).

2.3.2 Riesenie LODR s konstantnymi koeficientami pomocou
Laplaceovej transformacie

Rovnicu (13) s pociatoénymi podmienkami y(0) = by, y'(0) = by, y™Y(0) = b,_1,
by, -+ ,b,_1 € R, teraz vyriesime pomocou LT.

Riesenim takejto diferencialnej rovnice je spojita funkcia aj so svojimi derivaciami az do
radu n—1, ktora vyhovuje Cauchyho pociatocénej iilohe. Vo vSetkych bodoch, v ktorych
je prava strana spojita, ma tato uloha prave jedno riesenie. Obraz tohoto riesSenia
oznacime Y (s) = Z{y(t)} a obraz danej funkcie na pravej strane F(s) = Z{f(t)}.

Postup rieSenia
Na Tavi stranu rovnice (13) pouzijeme vetu o derivécii a obraz pravej strany ziskame
pomocou slovnika LT, alebo pomocou integralu (2). Dostaneme tak obraz danej dife-

rencialnej rovnice (13), co je algebraickd rovnica v tvare

an[s"Y (s) — s" Ty — -+ — Sby_o — bp_1] + -+ + a2[s?Y (s) — sby — bi]+
+a1[sY (s) — bo] + agY (s) = F(s),

po uprave
(ans" + -+ + azs® + ays + ag)Y (s) = F(s) + P,_1(s),

kde P, 1(s) je polyném stupna najviac n— 1. Potom obraz rieSenia danej diferencidlne;j

rovnice
F(s)+ P,_1(s)

Qn(s)

Y(s) = (20)
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kde Q,(8) = aps™ + -+ -+ ass® + a1s + ag je polyném prave n—tého stupiia a nazjva sa
charakteristicky polyném danej diferencidlnej rovnice.
Potom partikularne riesenie pre rovnicu (13) ziskame pomocou spétnej LT obrazu (20),

ktora je uvedena v sekcii 1.2.

2.4 Sustava linearnych obycajnych diferencialnych
rovnic (LODR) prvého radu s konstantnymi ko-
eficientami

Je sustava v tvare
Y1 (t) = anyi(t) + annye(t) + - - - + a1nyn(t) + fi(1),
Ys(t) = aoiyi(t) + anya(t) + -+ + azyn(t) + fo(l),

y7/1<t> = an1Y1 (t) + an2y2(t) +- annyn(t) + fn(t)a

kde vsetky koeficienty a;; (1 = 1,2,--- ,n, j = 1,2,--- ,n) st konstanty, y;,i = 1,2,--- ,n,
st hladané spojité funkcie a f;,i = 1,2,--- ,n, st spojité funkcie pravej strany.

Sustava rovnic (21) sa nazyva:

a) homogénna ststava LODR prvého radu, ak vSetky funkcie f; =0,
b) nehomogénna siistava LODR prvého rdadu, ak aspon jedna funkcia f; # 0.

Ststavu (21) mozno zapisat aj v maticovom tvare, kde

!
aiy G2 -+ Qip Y1 1 i
/
A= Q21 Q22 -+ Q2p _ Y2 ;o Y2 £ — f2
- 9 y - 9 y - 9 - 9
/
Ap1 Ap2 - Qpp Yn Yn fn

A je Stvorcova matica n—tého radu a y,y’, f, si n—rozmerné stlpcové vektory.

Potom nehomogénna ststava (21), v ktorej f # 0, mé tvar
y' = Ay +1, (22)

a homogénna sustava, kde f = 0, ma tvar

y' = Ay. (23)
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Riesenim stistavy rovnic (21) rozumieme taky stipcovy vektor funkcif

n
Y2

Yn

ktory mé prvu derivéciu a po dosadeni do ststavy rovnic (21) budu vsetky rovnice v
(21) identicky splnené.

RieSenia (24) sustavy (22) nazyvame nezdvislymi (resp. zavislymi) rieseniami, podla
toho, ¢i si vektory (24) nezavislé (resp. zavislé).

Kazdy systém nezavislych rieseni v pocte n uvazovanej sustavy (23) nazyvame funda-

mentalnym systémom rieseni sistavy (23) v tvare

Y1

y=| " |, (25)

Yn

potom vseobecné riesenie pre (21) v maticovom tvare je

y =Yg, (26)
kde
C1
c=| (27)
Cn
acy,c, e, 0 € R

Cauchyho uloha pre sustavu LODR s konstantnymi koeficientami je pociatotnd
tiloha, kde hladdme rieSenie maticovej rovnice (22), ktoré vyhovuje pociatoénej pod-
mienke

y(to) = ¥o,

kde t; je konstanta a yq je vektor konstant.

Riesenie linedrnej diferencialnej rovnice n—tého radu s konstantnymi koeficientami (13)

je ekvivalentné s riesenim sustavy linearnych rovnic v tvare
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Vi =Y Y=Y Ynot = Y
(28)
Y = —(a1yn + aoyn—1+ -+ any1) + f(1).
Ak je teda Stipcovy vektor
Y1
Yo
y= (29)
Yn
rieSenim sustavy (28), potom zrejme je
n—1 n
v =y =vh=ul e =y =0 v =,
i ==t " o+ aay) + f(8)
To znamend, ze funkcia y = y;(t) je rieSenim linedrnej diferencidlnej rovnice (13).

Obrétene, ak je y lubovolné rieSenie rovnice (13), potom ak polozime

=Y ==Y e = Y =y,
predstavuje vektor (29) riesenie sustavy (28). Preto vlastnosti tykajice sa rieSenia

rovnice (13) si zvlastnym pripadom prislusnych vlastnosti stistavy (21).

2.4.1 Riesenie sustav LODR prvého radu s konstantnymi ko-

eficientami pomocou vlastnych ¢isel a vlastnych vekto-
rov

Homogénnu sustavu (23) s konstantnou maticou A riesime nasledovne. V prvom kroku
najdeme vlastné c¢isla matice A pomocou tzv. charakteristického determinantu

homogénnej ststavy (23)

ay — A Q12 s Q1n
S "
|A _ /\]| _ a1 a22 as ’ (30)
an1 an2 e Ann — >\

kde I znaci jednotkovi maticu rddu n. Charakteristicky determinant polozime rovny
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nule

|A—X| =0, (31)

ziskame tak charakteristickd rovnicu homogénnej ststavy (23) a jej korene Ay, A, - -+, A,
su vlastné ¢isla matice A.
Ku kazdému vlastnému cislu Ay matice A prislicha aspon jeden vlastny vektor hy

tejto matice v tvare

hag
h
h, — 2k
hnk
Ak:
a) Vsetky vlastné ¢isla A\, Ag, - -+, A, matice A s vzajomne rozne, existuje celkom n
nezavislych vlastnych vektorov hy, hy,---  h, tejto matice. Potom existuje funda-

mentalny systém nezavislych rieseni danej linedrnej sistavy (23) v tvare

Y1 = hle)\ltv Yo = h2€)\2t7 LY = hne/\nx' (32)

b) Pre m—nésobny koren charakteristickej rovnice homogénnej stustavy (23) ma vlastny

vektor tvar

510
Pyt
by = | 0
Fu(t)
kde Pi(t), Pa(t),- -+, P,(t) su polynémy stupnia m — 1. Potom vS8eobecné riesenie
sustavy (23) ma tvar
y(t) = h(t)eM. (33)

¢) Pre m—ndasobné komplexne zdruzené charakteristické korene A = av£i/5 ma ststava

(23) nezavislé rieSenia v tvare,

u; (t) = hy(t)e* cos (ft), uy(t) = hy(t)e* sin (Bt), (34)

kde hy(t), hy(t) si polynémy najviac stupna m — 1. Taktiez sucet tychto rieseni je
rieSenie (23)
y(t) =ui(t) + ua(t) = [hy(t) cos Bt + hy(t) sin (5t)]e™. (35)

Pre kazdé vlastné ¢islo matice A uréime vektory h, alebo h(t) tak, ze rieSenie (33) aj

s jeho derivaciou
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y'(t) = h'(t)eM 4+ h(t) e
dosadime do rovnice (23) a vyriesime sustavu linearnych rovnic.

Vseobecné riesenie sustavy rovnic (23) je potom linedrna kombindcia rieSeni pre kazdé

vlastné ¢islo matice A v tvare

y(t) = c1yi(t) + caya(t) + - - - + cuyn(l), (36)

alebo v maticovom tvare

Pre nehomogénnu ststavu rovnic (21) budeme vseobecné riesenie hladat pomocou

metody variacie konstant v tvare
y(t) =Y(t)c(t), (37)

ktord sa 1i§i od (26) tym, ze sme stipcovy vektor konstdnt ¢ nahradili stipcovym vek-

torom zatial neurcenych funkcif c(t).

Vektor funkcif ¢() uréime tak, ze riesenie (37) aj s jeho derivaciou

y'(t) = Y'(e(t) + Y (1) (1)

dosadime do sustavy (22) a dostaneme

po uprave

kde Y~1() je inverznd matica k matici Y (¢).
Integraciou dostaneme

c(t) = /Y‘l(t)f(t) dt +C, C e R,

po dosadeni vektoru funkeif ¢(t) do (37) dostaneme vseobecné riesenie nehomogénne;

sustavy (21).
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2.4.2 Riesenie ststav LODR prvého radu s konstantnymi ko-
eficientami pomocou Laplaceovej Transformacie

Na ststavu rovnic (21) aplikujeme Laplaceovu transformaciu a dostaneme ststavu

algebraickych linedrnych rovnic v tvare

SY&(S) = CL11Y1(8) + CL12}/2(8) + -+ alnYn<S) + Fl(S) + bl,
sYa(s) = anY1(s) + anYa(s) + -+ - + a2, Yn(s) + Fa(s) + b,

kde F(s) je obraz vektorovej funkcie na pravej strane, Y (s) je obraz hladanej vektorove;
funkcie a b je vektor vyjadrujici pociatoéné podmienky. Obraz hladanej vektorove;

funkcie Y (s) dostaneme tpravou maticovej rovnice

sY(s)= AY(s)+F(s)+Db
(sI —A)Y(s)= F(s)+b
Y(s)= (s —A)7'[F(s)+Db],

kde I je jednotkovd matica a A je Stvorcova matica s konstantnymi prvkami

a; (i=1,2,---,n,j=1,2,---,n).

Inverznt maticu (s/ — A)~! oznacime ako G(s) = (sI —A)™!, jej prvkami st raciondlne

funkcie, kde stupen ¢itatatela je mensf ako stupein menovatela a pomocou spétnej Lap-

laceovej transformdcie matice G(s) dostaneme §tandardni fundamentélnu maticu

zadanej ststavy rovnic g(t) = £ {G(s)} .

Riesenie ststavy pomocou spiitnej Laplaceovej transformacie mozme zapisat v tvare
y(t) =2 {Y(s)}.

kde y(t) je hladana vektorovd funkcia.

Pri vypracovani teorie kapitoli ODR boli pouzité zdroje [1][3][4]



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

3 Slovnik Laplaceovej transformacie

ft) L)} = F(s)
1 - (1)
e f(t) F(s—a)  (2)
f{t —a) e F(s)  (3)
o(t) 1 (4)
d(t —to) e~ st (5)
t" (n € NY) S:—ll (6)
sin wt R (7)
coswt R (8)
eat ; i - (9)
sinh wt ﬁ (10)
cosh wt ﬁ (11)
eat o ebt 1
a—>b (s—a)(s—b)(u)
ae® — bel s
a—>b (s—a)(s—b)(lg)
ot - —1%)2 (14)
freat - (15)

e cosh wt

t sin wt

t coswt

t sinh wit

t cosh wt

sin at
t

L f(t)
f't)

0

Z{f(1)} = F(s)

Goaprw 0

v 7

(18)

Ss—a

; (19)

(s—a)3?—w

2ws

(CE
oy ™
(3822—_;2)2 (23)
arctan% (24)
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II. PRAKTICKA CAST
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4 Odvodenie niektorych funkcii slovnika LT

Obrazy vybranych predmetov budeme hladat pomocou priamej Laplaceovej trans-

formacie

P =2 {10} = [ e

Obraz LT funkcie | f(t) = 6(t) | :

Kde 4(t) je Diracov impuls (Dirac Delta function), ktory je definovany
0 pre t=#0,
1 pre t=0.

Z{5(t)} :/wé(t)-e—sfdtzl
LT obraz je Z{é(t)} =1. ’

Obraz LT funkcie | f(t) =1|:

o p e—st]P
Z {1} :/ l-e®dt=lim [ 1-e*dt= lim {_ ] _
0

p—oo Jo pP—00 S 0

—sp —s-0 1 1
:hm{—e +e }:—0+—:—

p—0 S S

LT obraz casovej funkcie f(t) =1 je funkcia komplexnej premennej F'(s) = —.
s

Obraz LT funkcie | f(t) =t|:

[ee) P
Lt} = / te™*'dt = lim [ te*'dt =
0

p—o0 0

tfstp ¥4 —st
—lim[—e ]—hm S 1dt =

p—00 s Jg Py s

1 P
=[-0+0+-lim [ e 1dt=
S p—o© 0
111
s s 82

1
LT obraz funkcie f(t) =t je funkcia komplexnej premennej F'(s) = —;.
s
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Obraz LT funkcie | f(t) = e |:

> p e—(s—a)t p
LAt} = / ee dt = lim [ e "¥'dt = lim {_—} -
0

p—=oo J pooo | (s—a)],

e—(s—a)-O 1
(s —a) s—a
: - : : : 1
LT obraz funkcie f(t) = e* je funkcia komplexnej premennej F(s) = , tento
s—a
obraz je mozné ziskat aj pomocou vety o substitici{ (3).
Obraz LT funkcie | f(t) =t"|:
o0 P u =t o =nt"!
LAt} = / t"e ' dt = lim [ t"e *'dt = oSt | =
0 p—0o0 0 v, — e_St v —_
s
st =a
tnefst p 4
= lim {— ] + ® Jim "letdt = | sdt =da | =
p—o0 S S p—oo 0 da
‘ dt = —
s
n P a1 da n P n
= — lim (—) et — = lim a" e da=——-T'(n) =
s p=oo Jo \S s 8"l pooo sntl (n)
'(n+1)  nl
- gnt+l - 8n+1’

kde I' (n) je Gamma funkcia, ktord je definovand

Pri rieSeni som postupoval na zaciatku metédou per partes, ktora viedla na funkciu

podobnej Gamma funkcii, preto som pouzil substiticiu, ktord upravila tento tvar a

|
pomocou vlastnosti nI'(n) = I'(n + 1) = n! som odvodil vztah %, kde n € N.
Sn
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Obraz LT funkcie | f(t) = sin (wt) | :

Z{sin (wt)} = /Ooosin (wt)e * dt =

p u =sin(wt) v =wcos(wt)
= lim [ sin(wt)e " dt = ot -
p—o0 0 /U/ — e_St v —
s
3 t —stP D —st t
— Jim {_M] T e CLO P S S
p—00 S 0 p—oo Jo S
w p u =cos(wt) v = —wsin(wt)
+— lim [ cos(wt)e *dt = o—st =
§ p—oo Jj v =e st v = —
s
Y |:_COS (wt)e_‘gt]p AT p+e_$tw sin (wt) df —
S p—oo s o S pooo g s

1 w2 P
e {—0+—1 — — lim sin(wt)e"gtdt:%—w—?- =
52 p—=oo o s?2 s

w
w
I =——.
s+ w?

Pri rieSseni som pouzil dvakrat metodu per partes, potom som vyuzil substiticiu in-
D

tegrdlu lim [ sin (wt)e " dt = I a nésledne upravil do vysledného tvaru.
p—oo [

w

LT obraz funkcie f(t) = sin (wt) je funkcia komplexnej premennej F(s) = T
2+ w

Obraz LT funkcie | f(t) = e sin (wt) | :

Obraz funkcie £ {sin (wt)} = 5> botom podla vety o substiticif (3) je obraz

2+ w
w

s—a)?+ w?
( )

funkcie Z{e" sin (wt)} =
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Obraz LT funkcie | f(t) = cos (wt) | :

Z{cos (wt)} = /Ooocos (wt)e™® dt =

P u =cos(wt) v = —wsin(wt)
= lim [ cos(wt)e *dt = o—st =
p—oo Jq v = e st v o= —
s
cos (wt)e 1P w P
= lim [—#] — — lim e *'sin (wt) dt =
1w woo w? —w? + s? s
s s 824 w? s(s24w?)  s24w?’

Pri rieseni som pouzil metédu per partes, a potom som vyuzil integral z predchadzajuceho

obrazu funkcie sin (wt)

P
lim sin (wt)e st dt = ———
p—oo J (wt) 52 + w?

w

a nasledne upravil do vysledného tvaru.
s

LT obraz funkcie f(t) = cos (wt) je funkcia komplexnej premennej F(s) = ER
$2 4w

Obraz LT funkcie | f(t) = e cos (wt) | :

Obraz funkcie Z{cos (wt)} =
(3) je obraz

e rovnako ako pri sin (wt), podla vety o substitici{
524+ w

S —a

funkcie £ {e” cos (wt)} = G-a?tw?
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5 RieSené priklady LODR

5.1 RieSené priklady LODR prvého radu

Priklad 5.1 Najdite rieSenie rovnice
y'(t) +2y(t) = 2t (38)

s nulovou poéiatoénou podmienkou (y(0) = 0).

Jednd sa o linedrnu LODR 1. radu y/'(t) = a(t)y(t) + b(t),

y(t) = —2y(t) + 2t,

kde a(t) = —2, b(t) = 2t. Rovnicu vyriesime metédou varidcie konstanty.
Rovnicu (38) najskor zhomogenizujeme, tj. polozime b(t) = +2t = 0, a ndjdeme jej

vieobecné riesenie y(t) = Cel *Mdt ' c R. Pretoze a(t) = —2, dostdvame
y(t) = Cel 2% = Ce™ C eR

Teraz hladdme vSeobecné riesenie pre (38) v tvare
y(t) = Ct)e™. (39)

Toto rieSenie zderivujeme y/(t) = C’(t)e ' — 2C (t)e " a dosadime (39) aj s derivaciou
do (38)

C'(t)e ™ —2C(t)e " +2C(t)e " = 2t,

po tprave C'(t) = 2te?.
Funkciu C(t) ndjdeme integraciou pomocou metédy per partes

ro_ 2t e
€ 2

U
v =2t v =2

1
C(t) =e* (t—§> +C,C eR.

2t
C(t) = /2te2tdt = = te* — /e%dt = te* — % +C,

Dosadenim C'(t) do (39) dostaneme vSeobecné riesenie rovnice (38)
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1
y(t) =t — 5+ Ce ™. (40)
Teraz dosadime pociatoéni podmienku y(0) =0
0=0-3+C-e"=C=1.

Thito konstantu dosadime do (40) a dostaneme tak partikuldrne riesenie pre (38)

e—2t

1
) =t— - )
y(t) st

Rovnicu (38), ktord ma konstantné koeficienty, teraz vyriesime pomocou Laplaceovej

transformaécie.

Obraz lavej strany rovnice ziskame pomocou vety o derivécif,

LAY () +2y(t)} = sY(s) —y(0) +2Y(s) = sY (s) + 2Y (s),

obraz pravej strany rovnice ziskame pouzitim slovnika LT.

2
potom obraz rovnice (38) bude
2
Y (s) +2Y () = 3,
po vyjadreni Y(s)
2
Y(s) = ——
() $2(s+2)

Predmet y(t) k obrazu Y (s) ndjdeme pomocou suétu rezidui.
Charakteristicky polyném rovnice (38) s?(s + 2) = 0 je polyném 3. stupiia a ma pol
druhého rddu s; = 0 a jeden pdl prvého radu s, = —2.

Vypocet spiatnej LT pomocou rezidui:

yt) = LY (s)} = Zres [Y(s)eﬂ . = 0 _1 I Sli_}rglk (?:n__l [(s — sk)"Y(s)eSt} ,

v nasom pripade

2
t — st
) = 3 s [sz<s+2>e ]
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pricom pre pdl druhého radu s; = 0 je nutné spravit prvi derivdciu

1 d 2 2 st : 2 st| __

y) =lim [ 1) } + i, [<5+2>me ] -
_[2te(s 4 2) — 2 (2] 2t2-2 1,
—EE%{ Gror JTAm(EC Tt

Potom partikularne riesenie je v tvare

1 e—2t
t) =t — — .
y(t) st
Priklad 5.2 Najdite rieSenie rovnice
2y’ (t) + 3y(t) = * (41)

s nulovou pociatocnou podmienkou.

Jednd sa o linedrnu LODR 1. rddu s konstantnymi koeficientami y'(t) = a(t)y(t) + b(t),

ktoru vyrieSime metodou variacie konstanty ako v predchéadzajucom priklade.
Zhomogenizujeme rovnicu (41), vyriesime ju a budeme hladaf vseobecné riesenie v

tvare
y(t) = C(t)e 2", (42)

Toto riesenie zderivujeme 3/ (t) = C'(t)e 2! — %C(t)e’%t a dosadime (42) aj s deriviciou
do (41)

20" (t)e 2" — 3C(t)e 2" + 3C(t)e 2" = &,

11
1 Tt,

po tprave C'(t) = e

Funkciu C(t) ndjdeme pomocou integracie

1 11 ]_ 1
C(t) = 5 /thdt = ﬁe%t + O, C € R,
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po zintegrovani dostavame tvar

1w,

Dosadenim C'(t) do (42) dostaneme v8eobecné riesenie rovnice (41)

1
y(t) = ﬁe4t + Ce 2t

a po dosadeni po¢. podmienky dostavame partikularne riesenie v tvare

1 1 s
t) = —e' — —e7 2%
y(®) 11 11

Rovnicu (41) s konstantnymi koeficientami, ktort vyriesime pomocou Laplaceovej trans-
formacie.

Obraz lavej strany rovnice ziskame pomocou vety o derivécii,
L2y (t) + 3y(t)} = 2sY (s) — 2y(0) + 3Y (s) = 2sY (s) + 3Y(s),

obraz pravej strany rovnice ziskame pouzitim slovnika LT

#{ =1

potom obraz rovnice (41) bude

2s5Y (s) +3Y(s) = Pt

po vyjadreni Y'(s)
1

Yis) = 2(s—4)(s+2)

Predmet y(t) k obrazu Y (s) ndjdeme pomocou sictu rezidui.

Charakteristicky polyném rovnice (41), 2(s —4)(s+ 3) = 0 je polyném 2. stupiia a ma
dva redlne poly s; = —4 a so = —%.
Vypocet spiatnej LT pomocou rezidui:

1 | 1
t) = res et =lim | ——e*| + lim [—e“} =
M) =2 o 6+ D) ] o [2<s+%> | N prey
—ie‘“ e3¢,
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Potom partikularne riesenie je v tvare

1 1 _s
t) = —e* — —e 2t
y(®) 11 11
Priklad 5.3 Najdite rieSenie rovnice
y/(£) + 4y(t) = sin (2¢) (43)

s nulovou pociatoénou podmienkou.

Jednd sa o linearnu LODR 1. radu, ktort vyriesime metodou variacie konstanty.
Rovnicu (43) zhomogenizujeme, tj. polozime b(t) = sin(2t) = 0, jej vSeobecné riesenie
je v tvare

y(t) = Ce ™ C € R.

Teraz hladdme vSeobecné riesenie pre (43) v tvare

y(t) = C(t)e ™. (44)

Toto rieSenie zderivujeme y/(t) = C’(t)e™* — 4C (t)e™*" a dosadime (44) aj s derivaciou
do (43)
C'(t)e ™™ —4C(t)e ™ +40(t)e ™ = sin(2t)

po tprave C'(t) = e sin(2t).

Funkciu C(t) ndjdeme integraciou pomocou metédy per partes

u =sin(2t) v = 2cos(2t)

C(t) :/e4tsin(2t) dt =

Ul - e4t v == %
¢t sin(2t) et cos(2t) u  =cos(2t) u = —2sin(2t)
:T_/Tdt: / et et =
v o= — v = —
2 8

_ ¥ SZI(Qt) et ccés(Qt) . i/eétt sin(Zt) dt,

integral /e4t sin(2t)dt oznacime ako I, potom
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I+ 1[ _ e*sin(2t) B et cos(2t)
4° 4 3
4 (eMsin(2t) e cos(2t)
;=2 ~ .
5 ( 4 3 +
4t i (9 1 grs(9
C(t) = /e‘” sin(2¢)dt = c Sl;( t) e Cfg( t) c

Dosadenim C(t) do (44) dostaneme v8eobecné riesenie rovnice (43)

y(t) = Co + sméZt) B cosl(OZt)’ CeR,

po dosadeni pociatoénej podmienky dostaneme partikuldrne riesenie pre (43)

—4t sin(2t)  cos(2t)
- ’

e
t) = C e R.
y(®) 10 + 5 10 <

Riesenie linedrnej LODR 1. rddu s konstantnymi koeficientami (43) pomocou Laplace-
ovej transformacie.

Obraz lavej strany rovnice ziskame pomocou vety o derivécii,

LAY () +4y(t)} = sY(s) —y(0) +4Y (s) = sY(s) + 4Y (s),

obraz pravej strany rovnice ziskame pouzitim slovnika LT.

2
ZA{sin(2t)} = ——
fsin(20)} =
potom obraz rovnice (43) bude
Y(s)+4Y(s) = 2
ST VT ey

po vyjadreni Y'(s)

2

Y = arne o,

Predmet y(t) k obrazu Y (s) ndjdeme pomocou rozkladu na parcidlne zlomky s vyuzitim
slovnika LT.
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2 As+ B C
2+ 4)(s+4)  £14 s+4
2 =(As+B)(s+4)+C(s*+4)
2 = As’+4As+ Bs+ 4B+ Cs* +4C

9 4B +4C =2
sty 4A4+B=0
s% A+C=0.

Porovnanim koeficientov dostaneme )
_ ST
2

B=-,

5

1
C=—.
10

Potom spétnou LT pomocou slovnika ziskame partikularne rieSenie v tvare

® _$_1{+1 2 1 s +1 1 }
Y o 5 s24+44 10 s24+4 10 s+ 4

1 1 1
= —sin(2t) — — cos(2t —e 4,
5 (2¢) 10 (2¢) + 10

5.2 RieSené priklady LODR druhého radu

Priklad 5.4 Najdite rieSenie rovnice

y”(t) — 2y'(t) + 2y(t) =0 (45)

s pociatoénymi podmienkami y(0) = 1,4'(0) = 1.

Jednd sa o linearnu homogénnu diferencidlnu rovnicu 2. radu s konstantnymi koeficien-

tami, ktori vyriesime pomocou charakteristickej rovnice
N —2X+2=0
a ma dva komplexne zdruzené korene \; o = 1 £ 4,

potom vseobecné riesenie rovnice (45) ma tvar
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y(t) = Che’ cos(t) + Cae’ sin(t), C € R.

Konstanty C7, Cy dopocéitame z pociatocnych podmienok.

Dosadenim podmienky y(0) = 1 do rovnice (45) dostavame

1=Ci+0=0C=1.

Podmienku ¢'(0) = 1 dosadime do derivacie (46) ,
tj. do vztahu

y'(t) = Cre’ cos(t) — Cre'sin(t) + Coe’ sin(t) + Cye’ cos(t).

Potom

1=C,+Cy = Cy =0.

Partikularne riesenie je teda
y(t) = e’ cos(t).

Rovnicu (45) vyriesime pomocou Laplaceovej transformécie.

Y . . ’ . Ry
Obraz lavej strany rovnice ziskame pomocou vety o derivécii,

(46)

Ly =20 () +2y()} = s*Y(s) — sy(0) —y'(0) = 2(sY (s) — y(0)) +2Y (s) =
= s?Y (s) — s — 2sY(s) + 1 + 3Y(s)

a vyjadrime Y(s)

s—1

Vis)= —0
()= 35,12

Predmet y(t) k obrazu Y (s) ndjdeme pomocou suétu rezidui.

Charakteristicky polyném rovnice (45), s> —2s+2 = 0 je polyném 2. stupiia a md dva

komplexne zdruzené pély s;, =1 %1,

y(t) = res {(S 1 +Sz‘)_(sl— 1- i)eﬂ ——

. s—1 st| 4 s—1 st 1
= 11m — <€ 1m — € ==
s—14i | (s — 1 41) s—o1—i | (s — 1 —1) 2

= e cos(t).
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Potom partikuldarne riesenie je v tvare

y(t) = e’ cos(t).

Priklad 5.5 Najdite rieSenie rovnice
Y (8) + 3y (t) + 2y(t) = 4e™*, (47)

s pociatotnymi podmienkami y(0) = 0,y’(0) = 0.

Jedna sa o nehomogénnu linearnu LODR 2. radu s konstantnymi koeficientami a vy-
rieSime ju pomocou neurcitych koeficientov. Prava strana je v tvare f(t) = B,(t)e™,
kde P,(t) je polyném n—tého stupna, a € R.

Vseobecné riesenie rovnice (47) mé tvar

y(t) = yu(t) +yp(t),

kde yg () je v8eobecné riesenie zhomogenizovanej rovnice a yp(t) je partikularne riesenie

nehomogénnej rovnice a ma tvar
yp(t) = t*Qu(t)e™,

kde k je nasobnost ¢isla a ako koreria charakteristickej rovnice a @, (t) je polyném s

neurcitymi koeficientami rovnakého stupna ako polyném P, (t).
Zhomogenizujeme rovnicu (47) (tj. f(¢) = 0)

y'(t) + 3y (t) + 2y(t) = 0. (48)

Charakteristickd rovnica mé tvar A2 + 3\ + 2 = 0 a jej korene sti A\; = —1, Ay = —2.

Potom vSeobecné riesenie (48) ma tvar

yH(t) == C’le_t + Cge_Qt, Cl, 02 € R.

Teraz ndjdeme partikuldrne riesenie yp(t) rovnice (47). Plati f(¢) = e,
kde P,(t) = Py(t) = 4 je polyném 0. stupia, a preto Q,(t) = A.

Dalej a nie je korefiom charakteristickej rovnice, preto k = 0. Teda
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yp(t) = t0Ae 3t = Ae 3
yp(t) = —34e™
yh(t) = 9Ae .

Vypocitané derivacie yp(t), yp(t) spitne dosadime do rovnice (47)

9Ae 3 —9Ae ™ 4 24e73 = 4e73t
24e 3t = 477,

3

Porovname koeficienty pri funkcii e~ na lavej a pravej strane a dostaneme A = 2, tj.

yp(t) = 2e73t,
Vseobecné riesenie rovnice (47) je potom

y(t) = yu(t) + yp(t) = Cre™" + Coe 2 +2e73 1,0y € R.

Dopocitame konstanty C7, Cy z pociatoénych podmienok.

Prvi pociatoéni podmienku dosadime do vSeobecného riesenia rovnice (47)

y(t) = Cre " 4+ Coe 2 4 2¢7 %

a druhu pociatoéni podmienku dosadime do jej derivacie

Y (t) = —Cre™" — 205 % — 6e ",

Ziskame sustavu rovnic
=C+Cy+2

= —C, — 20, — 6,

z ktorej dostaneme Cy = —4,Cy = 2. Potom partikuldrne rieSenie rovnice (47) je v
tvare
yp(t) = 2e7t — 4072 4 273,

Rovnicu (47) teraz vyrieSime pomocou Laplaceovej transformdcie. Obraz lavej strany

rovnice ziskame pomocou vety o derivacii,

LAy () + 3y (t) + 2y(t)} = s°Y(s) + 3s5Y (s) +2Y (s)

a obraz pravej strany rovnice ziskame pouzitim slovnika LT.
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2t =

potom obraz rovnice (47) bude

4

s*Y (s) + 3sY (s) +2Y(s) = T3

po vyjadreni Y'(s)
4

(s+1)(s+2)(s+3)

Y(s) =

Predmet y(t) k obrazu Y (s) ndjdeme pomocou sictu rezidui.
Charakteristicky polyném rovnice (47) (s +1)(s +2)(s +3) = 0 je polyném 3. stupna
a ma tri poly prvého radu s; = —1, s = —2, s3 = —3.

Vypocet spatnej LT pomocou rezidui:

4 est:|
(s+D(s+2)(s +3) |,

W) = Tres|

A {W‘meﬂ £, [W‘Meﬂ == {(s - 1;1(3 + 2)651:}

=27t — 472 4 2073,

Potom partikularne riesenie je v tvare

y(t) = 2e™" — de " 4 2e7 %,

Priklad 5.6 Najdite rieSenie rovnice
y"(t) 4+ 2y’ (t) = tsin (¢). (49)

spociato¢nymi podmienkami y(0) = 0,y’(0) = 0.

Jednd sa o nehomogénnu linearnu LODR 2. radu s konstantnymi koeficientami a pravou

stranou v tvare

f(t) = e™[P,(t)sin (bt) + Q,,(t) cos (bt)]

a vyriesime ju pomocou neurc¢itych koeficientov, kde P,(t) = Pi(t) je polyném prvého

stupna, Q,,(t) je nulovy polyném a a = 0.
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Vseobecné riesenie rovnice (49) mé tvar

y(t) = yu(t) +yp(t),

kde yp(t) je vieobecné riesenie zhomogenizovanej rovnice a yp(t) je partikuldrne riesenie

nehomogénnej rovnice a ma tvar
yp(t) = t*e™[R,.(t) sin (bt) + S,.(t) cos (bt)],

kde k je ndsobnost ¢isla a + ib ako korena charakteristickej rovnice a R,.(t) a S,(t)
st polynéomy s neurcitymi koeficientami rovnakého stuptia ako maximélny stupen z

polynémov P, (t), Q. (t), r = max{n, m}.

Zhomogenizujeme rovnicu (49) (tj. f(¢) = 0)
y'(t) +2/(t) = 0. (50)

Charakteristickd rovnica m4 tvar A% + 2\ = 0 a jej korene st A\; = 0, \y = —2.

Potom vSeobecné riesenie (50) ma tvar

yr(t) = Oy + Coe ™ C1,Cy € R.

Teraz najdeme partikuldrne riesenie yp(t) rovnice (49). Plati f(¢) = ¢sin (t),

kde P,(t) = Pi(t) =t je polyném prvého stupna, a preto R,(t) = At + B,

S,(t) = Ct + D. Dalej a +ib = 1 a nie je korefiom charakteristickej rovnice, preto
k = 0. Teda

yp(t) = (At + B)sin(t) + (Ct + D) cos (t)

= Atsin(t) + Bsin (t) + Ctcos (t) + D cos (t)
yp(t) = A(sin (t) + tcos (t)) + Beos (t) + C(cos (t) — tsin (t)) — Dsin (t)
yp(t) = A(2cos(t) —tsin (t)) — Bsin (t) + C(—2sin (t) — tcos (t)) — D cos (t).

Vypocitané derivacie yp(t), y5(t) spiatne dosadime do rovnice (49)

A(sin (t) + tcos (t)) + Bcos (t) + C(cos (t) — tsin (t)) — D sin (t)+
2(A(2cos (t) — tsin(t)) — Bsin (t) + C(—2sin (t) — tcos (t)) — D cos (t)) = tsin (t)

(2A+ 2B +2C — D) cos (t) + (2A — C)t cos (t)+
(2A— B —2C —2D)sin(t) + (—A — 2C)tsin (t) = tsin (¢).

Porovname koeficienty pri (linedrne nezavislych) funkcif sin (¢), cos (t) a dostaneme
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Vseobecné riesenie rovnice (49) je potom

y(t) = yu(t) +yp(t)
14 2

1 2
= (O} + Che ™ — gt sin (t) + % sin (t) — gt cos (t) — o5 Cos (), C1,Cy € R.

Dopocitame konstanty C, Cs z pociatoénych podmienok.

Prvi pociatoéni podmienku dosadime do vseobecného riesenia rovnice (49)

1 14 2 2
y(t) = Cp + Cre™ — gt sin (t) + % sin (t) — 5t cos (t) — o5 €08 (1)

a druhu pociatoénii podmienku dosadime do jej derivacie

2 3 1 4
Y (t) = —205e %" + gt sin (t) — % sin (t) — St cos (t) + 35 €08 (t)

Ziskame sustavu rovnic

0 =C1+C— %

0 =-2C + 5,

2

55, C1 = 0. Potom partikuldrne riesenie rovnice (47) je v tvare

z ktorej dostaneme Cy =

2 1 14 2 2
t) = —e 2t — —tsin (t) + — sin (t) — —tcos (t) — — cos ().
yp(t) = o™ — _tsin () + _sin (£) = ~tcos (t) — - cos (1

Rovnicu (49) teraz vyriesime pomocou Laplaceovej transformécie.

Obraz lavej strany rovnice ziskame pomocou vety o derivécif,

LAy (t) + 20 (1)} = s*Y (s) + 25Y (s)

a obraz pravej strany rovnice ziskame pouzitim slovnika LT.

. 2s
f{tsm (t)} = m,
potom obraz rovnice (49) bude
9 2s
S Y(S) + QSY(S) = m,

po vyjadreni Y(s)
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2
(s +2)(s?2+1)2

Y(s) =

Predmet y(t) k obrazu Y (s) ndjdeme napriklad pomocou rozkladu na parcialne zlomky

s vyuzitim slovnika LT.

2 A +B$+C’+Dx+E
(s+2)(s2+1)2 s+2 (s2+1)2 2417
2 2 4 2 4
A== B=-2C==D=-"F=—
25’ 5 5 25’ 25
Potom
() = 1 3 1 _g s—2 _3 s—2
= 25 (2+s) 5 (s2+12 25 (s2+1))

2 1 o et 1 2s N ( t)
. e - sin (wt),
25 (2+5s) 5 (s241)?
4 1 2 s —1 +2 1 Sy (t)+'(t)
. = . - . cos (w sin (w
5 (2412 5 (2412 5 (s2+1) ’
2 s—2 2 S n 4 1 N (wt) + sin (i)
- = 4 cos (w sin (wt).
25 (s2+1) 25 (32+1) 25 (s2+1)
Potom
_ — 2 1 1 2s 2 s2—1 2 1 2 s 4 1
y(t) =Y 1{2—5 : —(2+s) — 5 —(32+1)2 5 (524+1)2 + 5" (s2+1) 95 ° (s2+1) + 25 (52—1—1)}7
2 1 2 2 4
y(t) :%e’% gtsm(t)+5s1n(t)—gtCOS(t)—%COS(tH%Sin(t)’

po uprave je partikularne riesenie v tvare

2 1 14 2 2
t) = —e 2t — “tsin (t —sin (t) — —tcos (t) — — cos (t).
y(t) = o = tsin(t) + _sin () — ~tcos (t) = —cos (¢)
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5.3 Riesené priklady ststav LODR prvého radu

Priklad 5.7 Najdite rieSenie sustavy rovnic

Yy (t) = —3yi(t) +4y2(t) —2ys(t)
y3(t) = 1ya(?) +ys(t) (51)
ys(t) =  6yi(t) —6y2(t) +5ys(t)

s pociatoénymi podmienkami yj(0) = 2, y5,(0) = 3, y;(0) = —1.

Sustavu DR prvého radu vyriesime metédou vlastnych cisel a vlastnych vektorov.

Sustavu (51) zapiSeme do maticového tvaru

y'(t) = Ay(t), (52)
kde
-3 4 =2
A= 1 0 1
6 —6 5

a ndjdeme determinant matice (A — A\I), kde I je jednotkova matica, a ten polozime

rovny nule.

—3-A 4 =2
det(A—=M)=| 1 =X 1 |[=C=MNA-1D\A+1)=0.
6 —6 5—2A\

Ziskame tri vlastné ¢isla charakteristickej rovnice sustavy
M =2 =1=—-1

Pre \; = 2 riesenie budeme hladat v tvare

IS

2t

S
@

yi(t) =

o

Vypocitame jeho derivaciu

yit)=1| 2o |e*

a spatne dosadime do maticovej rovnice (52)
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2a -3 4 =2 a
2b | ¥ = 1 0 1 b | e,
2c 6 -6 5 c

Po tprave dostavame systém linearnych rovnic

2a = —3a +4b —2c,
2b= +a ~+c,
2c= +a —6b +5c,
ktory mé nekonecéne vela rieseni s jednym volitelnym parametrom p € R, tj. rieSenie

A~ ’ ?
mozeme napisat v tvare

=0
b=p
c=2p.
Zvolime napr. b =1, potom ¢ =2 a
0
yilt) =11 |e".
2

Pre Ay = 1 rieSenie budeme hladat v tvare

a
yat)=1 b |t = yy®)=1| b |¢
c c

a znovu dosadime do maticovej rovnice (52)

a -3 4 =2
b | e = 1 0 1 b | €.
c 6 —6 5 c

Po tuprave dostavame systém linearnych rovnic

a= —3a +4b —2c a=p
b= +a +c = b=rp
c= +4a —6b +bc c=0,

kde p € R je parameter. Pre volbu a = 1 mame b = 1, a teda
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1
AP (t) = 1 et
0
Pre A3 = —1 riesenie budeme hladat v tvare
a —a
ys)=1| b |e" = yit)=] —b |e™"
c —c
Znovu dosadime do maticovej rovnice (52)
—a -3 4 =2
b [ef= 1 0 1 b |e™,
—c 6 —6 5 c
po uprave dostavame systém linedrnych rovnic
—a= —3a +4b —2c a=p
—b= +a +c = b=0
—c= +4a —6b +bc c=—p,
kde p € R je parameter. Pre volbu @ = 1 mdme ¢ = —1, a teda
1
ys(t)=1 0 |e™*
—1
Vseobecné riesenie sistavy rovnic (51) je potom
0 1 1
y(t) = C’lyl (t) + Ogyg (t) + Cg}’g(t) = Cl 1 egt + 02 1 et -+ 03 0 e_t.
2 0 —1
Jednotlivé vseobecné riesenia ststavy rovnic (51) su
y1(t) = Cae! + Cze™,
yg(t) = C’le2t + Cget, (53)

y:;(t) = 201€2t — Cge_t.
Dosadime pociatocné podmienky a tak ziskame systém linedrnych rovnic
= Cg +Cg

= Cl +Cz
~1 = 20, —Cs,
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ktory ma riesenie C} = —2,Cy = 5,3 = —3.
Dosadenim vypocitanych konstant do véeobecného riesenia (53) dostaneme partikuldrne

rieSenie sustavu rovnic (51)

h(t) = +5¢ = 30"
yg(t) = —2¢e% + 5€t,
ys(t) = —4e?t + 3e7".

VyrieSime nehomogénnu sustavu LODR s konstantnymi koeficientami v tvare

yi(t) = —3u1(t) +4ya(t) —2ys(t) +1
y5(t) = 1ya(?) +ys(t) —3 (54)
ys(t) = 6yi(t) —6y2(t) +5ys(t) +2
kde vektor pravej strany je v tvare
1
ft)=1 -3
2

Jej riesenie budeme hladat metédou varidcie konstant. Vyuzijeme fundamentdlnu ma-

ticu Y (¢) ziskant zo sustavy (51), ktord je zhomogenizovana k sustave (54)

Yit)=] e e 0 |. (55)

y(t) = Y(t)e(t), (56)

kde sme vektor konstant ¢ nahradili zatial neuréenym vektorom funkcif c(t).

Vektor funkcif ¢(t) uréime tak, ze riesenie (56) aj s jeho derivaciou

y'(t) = Y'(t)e(t) + Y (£)c'(2),

dosadime do sustavy (22) a dostaneme
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po uprave

ef2t _eth 87215 1 6ef2t
c(t) =] —et 2t —et -3 =1 -9
2e¢t —2et et 2 10e!

Integraciou dostaneme
c(t) = /c’(t) dt+C, C eR,

6e 2 + C1
c(t) =] -9 t+02
10et + C3

Po dosadeni vektora funkeii ¢(¢) do (56) dostaneme vseobecné riesenie nehomogénne;
stustavy (54) v tvare
y1(t) = Coe! + Cse™" + 19,
ya(t) = Cre*' + Che! +6, (57)
ys(t) = 2C1e** — Cse™ — 16.

Po dosadeni poc¢iatoénych podmienok do (57) a vyrieSeni linedrnej sustavy rovnic do-

staneme partikuldrne riesenie pre (54) v tvare

y1(t) = —de! —13e~t + 19,
yo(t) = e* —4de! + 6,
y3(t) = 2e* 4+ 13e" — 16.

Sustavu rovnic (51) teraz vyriesime pomocou LT.
Na sustavu rovnic aplikujeme Laplaceovu transforméciu a dostaneme maticovii rovnicu

v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 52

po tUprave
Y(s) = (sI — A)"'[F(s) +b], (58)
kde
-3 4 =2 100 2
A= 1 0 1 =101 0 |,F(s)=0,b= 3
6 —6 5 00 1 -1
Vyriesime maticovi rovnicu (58)
-1
s+3 -4 2 2
Y(s) = -1 s -1 3
-6 6 s—5 —1
. 52 —55+6 45 — 8 —2s5s+4
pum— 2— —_ pum—
GTDG-DG-2) 1+s 54 —25—3 s+1 3
6s — 6 —6s+6 s*+3s—4 -1
52 +4s — 16
! 352 —Hs —8
= 5% —bHs —
s+1)(s—1)(s—2
( ) )( ) —s% — 95+ 10

Spétnou Laplaceovou transforméaciou dostaneme partikuldrne rieSenie

5et —3e 4+ 0
y(t) =] 5e'+0—2e* |,
0+ 3e~t — 4e?

kde jednotlivé funkcie maju tvar
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Ziskame jeho obraz

potom obraz rieSenia podla (58) bude

) s> —5s+6 4s — 8 —2s5+4 §—|—2
Y(s) = 1+s s?—2s—3 s+1 =343
(s =1l =2) 65— 6  —65+6 s2+3s—4 N
—2s2 - 95+ 19
s(1 —s?)
| ossr-11s412
| os(s—1)(s—2)
—s2 —8+32

s(s+1)(s —2)
Spatnou Laplaceovou transformaciou Y (s) dostaneme partikuldrne riesenie pre neho-

mogénnu sustavu (54) v tvare

y1(t) = —4e! —13e7" 4 19,
yo(t) = e* —4e' +6, (59)
y3(t) = 2e* 4+ 13e™" — 16.

Priklad 5.8 Najdite rieSenie stistavy rovnic

y1(t) = vi(t) —y2(t) +ys(t)
Yo(t) = y1(t) +y2(t) —ys(t) (60)
ys(t) = —y2(t) +2ys(t)

s pociatoénymi podmienkami yj(0) = 2, y;,(0) = —2, y3(0) = 1.

Sustavu DR prvého radu vyriesime metdédou vlastnych cisel a vlastnych vektorov.

Sustavu (60) zapisSeme do maticového tvaru

y'(t) = Ay (1), (61)



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 54

kde
1 -1 1
A= 1 1 -1
0O -1 2

a ndjdeme determinant matice (A — AI), kde I je jednotkova matica, a ten polozime

rovny nule.

det(A—X)=] 1 1-X -1 |=2-NA-12%=0.
0 -1 2-=A
Ziskame tri vlastné c¢isla charakteristickej rovnice sustavy
)\1 = 2, )\2,3 = 1.

Pre \; = 2 budeme rieSenie hladat v tvare

a 2a
yit)=1| b |e*, = yi#®)=]| 2vo |e*
c 2c

2a 1 -1 1 a
2 =11 1 -1 b |e*
2c 0O -1 2 c

Po tprave dostavame systém linearnych rovnic

2a = +a —-b +c
2b= +a +b —c
2c = —b +2c,

a jeho riesenie je b=0,c =a =1,

potom

Pre A\y3 = 1 budeme riesenie hladat v tvare

at +b a+at+b

Yos(t) = | ct+d | = yys3t)=]| c+ct+d |e

et + f e+et+ f



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 55

a znovu dosadime do maticovej rovnice rovnice (61)

a+at+b 1 -1 1 at + b
c+ct+d |e= 1 1 -1 ct+d |e,
et+et+ f 0 -1 2 et + f

po uprave dostavame systém linearnych rovnic

0= +a +d —f Hct —et
0= 4c —b +f —at et
0= d +e —fb +ct —et,

ktory mé nekoneéne vela rieSeni s dvomi volitelnym parametrami p,q € R, tj. riesenie

A~ ’ )
mozeme napisat v tvare

a=p
b=p+gq
cC=Dp
d=q—p
€=Dp
f=q
l.volbanapr.e=1,f=1 =d=0,c=1,b=2,a =1,
a potom
t+2
ya(t) = t e’
t+1

2.volbanapr.e=0,f=1 =d=1,c=0,b=1,a =0,

a potom

1
Y3<t) = 1 et
1
Vseobecné riesenie ststavy (60) je potom
1 t+2 1
y(t) = Ciy1(t) + Coya(t) + Csys(t) = Co | 0 [ e*+ |Cy t +Cs] 1 e’
1 t+1 1

Jednotlivé vseobecné riesenia sustavy rovnic (60)
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Y1 (t) = C’le% —+ CQtet + QCget -+ Cget
yo(t) = Cyote' + Cse’ (62)
Ys (t) == C’1e2t + Cgtet + Ozet + Cget,

Dosadenim pociatoénych podmienok do vseobecného riesenia (62) ziskame partikularne

rieSenie pre sustavu rovnic (51)

yi(t) = 2e* + tet
ya(t) = (t—2)€
ys(t) = 2e* + (t —1)e.

Sustavu rovnic (60) teraz vyriesime pomocou LT.
Na sustavu rovnic (60) aplikujeme Laplaceovu transforméciu a dostaneme maticovi

rovnicu v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,

po uprave,
Y(s) = (s — 4)7 [F(s) + b, (63)
kde
1 -1 1 1 00 2
A=|1 1 -1 |, 0=[0 10 |,Fis)=0b=| —2
0 -1 2 0 0 1 1
Vyriesime maticovi rovnicu (63)
-1
s—1 1 —1 2
Y(s) = -1 s—=1 1 -2 | =
0 1 s—2 1
) s2—3s+1 —s+1 S 2
= -2 2 _ 2 - 2 -2 =
5—12(s—2) + s s 3s + s+
—1 —s+1 s2—2s+42 1
. 252 — 3s
T G-y | T
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spatnou Laplaceovou transforméaciou dostaneme partikularne riesenie

202t 4 tet
y(t) =] te! —2e! :

202t 4 te! — et
kde jednotlivé vysledné funkcie
202t 4 te!

tet — 2¢t

ys(t) = 2e* + te! — el

NadiNGJ
[\ —
N
~~ ~~
S~—
I

Priklad 5.9 Na4jdite rieSenie siistavy rovnic

yi(t) = vi(t) —y2(t) —wys(?)

Yp(t) = wi(t)  +y2(t) (64)
ys(t) = 3yi(t) +ya(t)
s pociatoénymi podmienkami y;(0) =1, y;,(0) = —1, y3(0) = 2.

Sustavu DR prvého radu vyriesime metédou vlastnych cisel a vlastnych vektorov.

Sustavu (60) zapiSeme do maticového tvaru

y'(t) = Ay(t), (65)
kde
1 -1 -1
A=11 1 0
3 0 1

a najdeme determinant matice (A — AI), kde I je jednotkovd matica, a ten polozime

rovny nule.

det(A-=X)=] 1 1-X 0 |=2-NA-1?%=0.

Ziskame tri vlastné ¢isla charakteristickej rovnice sustavy
)\1 - 1,)\273 =1 :l:QZ

Pre \; = 1 budeme riesenie hladat v tvare
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a a
vit)=1 b |e, = yit)=| b |
c c

a spatne dosadime do maticovej rovnice (65)

a 1 -1 -1 a
b e =11 1 0 b | e,
c 3 0 1 c

Po uprave dostavame systém linearnych rovnic

a= +a —b —c
b= +4+a +b
c= 3a +c,

ktory ma nekonecne vela rieSeni s jednyn volitelnym parametrom p € R, tj. rieSenie

mozeme napisat v tvare

zvolime napr. b=1, = a=0,c= —1,

potom

Pre \y = 1 + 2i budeme rieSenie hladat v tvare

a a
yas(t) = | b | " = yi@) = [ b | (1+2i)e"
¢ c

a znovu dosadime do maticovej rovnice rovnice (65)

a 1 -1 -1 a
(1+20) b e =11 1 0 b | e
c 3 0 1 c

po tprave dostavame systém linearnych rovnic
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a+2a= +a —b —c
b+20i = +a +0b
c+2c = 3a +-c,

ktory mé nekoneéne vela rieseni s volitelnym parametrom p € R, tj. rieSenie mozeme

’ )
napisat v tvare

.
b=t
C=Dp,
zvolime napr. c =3, = b=1,a = 2,
potom
21 —2i
vo(t) = 1 | et2ir ya(t) = 1 o(1-20)t
3 3

pomocou Eulerového vztahu e’ = cos (at) + i sin (at) dostaneme

2i 2icos (2t) —2sin (2t)
yo(t) = | 1 |e(cos(2t)+isin(2t)) = cos (2t) +isin (2t) ,
3 3cos (2t) +3isin(2t)

ktoré rozdelime na redlnu a imagindrnu ¢ast a vSeobecné riesenie sustavy (64) je potom

y(t) =y1(t) + Re{ya(t)} + Im{y,(t)}

0 —2sin (2t) 2 cos (2t)
= |C) 1 + O cos (2t) + Cs sin (2t) el.
-1 3 cos (2t) 3isin (2t)

Jednotlivé vSeobecné riesenia ststavy rovnic (64)

y1(t) = e'[—2Cysin (2t) + 2C5 cos (2t)],
yo(t) = €e'[C) + Cycos (2t) + Cysin (2t)], (66)
ys(t) = e'[—C1 + 3C5 cos (2t) 4+ 3C5sin (2t)].

Dosadenim pociatocnych podmienok do vseobecného riesenia (66) ziskame partikuldrne

rieSenie pre sustavu rovnic (64)

yi(t) = e'i[—sin(2t) + 2cos (2t)],
y2(t) = e'1[—5 + cos (2t) + 2sin (2t)],
ys(t) = e'1[5 + 3cos (2t) + 6sin (2¢)].
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Sustavu rovnic (64) teraz vyriesime pomocou LT.

Na sustavu rovnic (64) aplikujeme Laplaceovu transformaciu a dostaneme maticovi

rovnicu v tvare

sY(s) = AY(s) +F(s) + b,

po uprave,
Y(s) = (sI — A)* [F(s) + b, (67)
kde
1 -1 -1 100 1
A=11 1 0|, =101 0 |,F(s)=0b=1] -1
3 0 1 0 01 2

s—1 1 1 1
Y(s) = -1 s—1 0 -1 | =
-3 0 s—1 2
. s2—2s—11 —s+1 —s+1 1
= —_ 2— _— —_ =
(5 1)(s2— 25+ 5) s—1 s°—2s+4 1 1
—35—3 -3 s2 — 25+ 2 2
52 —3s+2
= ! 2435 —17
T o (s—D)(s2—2s+5) | T ’
252 —s+4

spatnou Laplaceovou transforméaciou dostaneme partikularne riesenie

—3 sin (2t)e 4 cos (2t)e’
y(t) = | =3+ %cos(2t)e + Lsin (2t)e’ |,

2+ 3cos (2t)e! + 2 sin (2t)e’

kde jednotlivé vysledné funkcie

yi(t) =e'i[—sin(2t) + 2cos (2t)],
yo(t) = e'1[—5 + cos (2t) 4 2sin (2t)],
ys(t) = e'1[5 + 3cos (2t) + 6sin (2¢)].

Priklady boli ¢erpané z [1]
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9.4 Model paralelného obvodu RL

Je dany elektricky obvod na obrazku 5.4.1. Najdite casové zavislosti prudu v jednot-
livych vetvéch obvodu, ak je v case t = 0s, i1(0) = i2(0) = 0A. Kde Ry = 209,
RQ = 109, R3 == QOQ, Ll = 4H, L2 = 2H, U == 120V

M R1 L1 F
All
n—o—|:|—o—om0—(—n
N R2 L2 I2 K
A3
P I:l - |+ . J
R3 u
Obr. 5.4.1. Schéma paralelného elektrického obvodu RL

Podla prvého Kirchhoffovho zakona: Stcet pridov vstupujicich do uzla sa rovnd
suctu pridov z uzla vystupujicich (stcet pridov v ktoromkolvek uzle elektrického

obvodu sa rovnd nule)
n

Zz’k:().

k=1

Pre uzol K, potom i3(t) = i1(t) + i2(t).

Podla druhého Kirchhoffovho zakona: Stcet napiti zdrojov v uzavretej slucke sa
rovna suc¢tu ubytkov napéti na spotrebicoch (celkovy sicet napiti v uzavretej slucke

sa rovnd nule).
n
E U, =0.
i=1

Napiitie na odpore podla Ohmovho zdkona
U=RI

a napitie na cievke (induktore) je podla Faradayovho zdkona elektromagnetickej in-

dukcie
di(t)

=L
v dt ’

(68)
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potom plati
pre slucku J K,N,P,J :

dio(t
U+ L, Zi ) + Raia(t) + Rslir(t) +42(t)] = 0,
pre slucku K,L, M,NK :
, dio(t) diy (t) .
_ _ I — 0.
Rg’&g(t) 2 dt + Ly dt +R1Z1(t> 0

Po dosadeni a tprave dostaneme nehomogénnu stustavu dvoch rovnic prvého radu s

konstantnymi koeficientami, ktord vyriesime pomocou Laplaceovej transformécie.

#(t) = —10i(t) — Bia(t) + 30,
(1) = —10i(t) — 15ia(t) + 60,

na sustavu rovnic aplikujeme Laplaceovu transforméciu a dostaneme maticovi rovnicu

v tvare
sI(s) = Al(s) + F(s) + b,
po uprave,
I(s) = (sE — A)"'[F(s) + b], (69)
kde
—-10 =5 10 30
A = ’E = ,F — S ,b =0.
(-10 —15> (01) ) <@>
Potom

—1
s+10 5 9

I(s) = 60 | —
10 s+15 &

B 1 s+15 =5 0
T (s+20)(s+5) \ —10 s+10 s

30

s(s+ 20
_ (60 )

s(s + 20)

Pomocou spitnej LT ziskame ¢asovi zévislost pridov v jednotlivych vetvach, ktoré si

zobrazené v grafe na obrazku 5.4.2.

(1 - 6_20t>7
(1 _ e—20t)’
(1 — e 20,

io(t)
i3(t) =

I
e W nolw
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A kedZe prid nie je konstantny, tak sa na cievke indukuje napétie podla (68).

iOIA]

¥ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L t[s]
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Obr. 5.4.2. Graf priebehu prudov pre uzol K.
diq (¢
U =1L éi ) _ 1900201
dio(t
U, = Lo ;g ) = 120e~20¢,
uimIrvl
120
100
ol
[ — U,
607 ——— U|_2
40/
20/
- ettt ([
0.1 0.2 03 04 05

Obr. 5.4.3. Graf priebehu napétia na cievkach



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 64

9.9 Model odpruzenia kolesa automobilu

Ide o jedno-dimenzionalny vertikalny pohyb jednej stvrtiny vahy automobilu nad jednym
kolesom. Stvorkolesovy automobil s vdhou 1580 kg, vratane styroch kolies, kde jedno
koleso mé vahu 20 kg, potom pre jednu Stvrtinu karosérie auta my = 375 kg a koleso
my = 20 kg. Tuhost pruziny karosérie je k, = 130 000 %, koeficient tlmu b = 9 800 %,
tuhost pneumatiky kolesa k,, = 1000000 % a nulové pociatocné podmienky:.

Podla Newtonového pohybového zdkona plati, Ze sila F sa rovna casovej zmene

k b > Vo
Wx
k,
povrch vozovky h
T
Obr. 5.5.1. Schéma modelu
odpruzenia

k(y-x) b(y-x)

X y
ky (x-1) ki (y-x) b(y-%)
Obr. 5.5.2. Podrobné schéma

modelu odpruzenia

hybnosti p a suma vsetkych sil posobiacich na teleso sa rovna vyslednej sile posobiacej

na toto teleso. Potom pre jedno-dimenzionalny pohyb plati

dv
F=m— =ma.
dt
Po pouziti tohto zdkona méame sistavu dvoch LODR druhého radu s konstantnymi

koeficientami v tvare
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myx”(t) = —ky[x(t) —r(t)] + ks[y(t) — z(@)] + bly' () — 2/ (1)],
may"(t) = —ksly(t) — x(t)] — bly'(t) — 2'(1)].

Tiito sustavu rovnic prevedieme na sistavu Styroch rovnic prvého rddu podla (28),

(70)

potom
Ti(t) = x2(t)  as(t) = za(t)
2y (t) = x(t)
2y(t) = =i (t) — r(0)] + 2 [zs(t) — 21(D)] + 5 [za(t) — 22(2)] (72)
z5(t) = z4(t)
2h(t) = = lrs(t) — 21 ()] — s lwa(t) — 22(t)]
po uprave
Ti(t) = za(t)
wh(t) = —Fekeg (1) — Lay(t) + Eoay(t) + Laa(t) + 2or(2) (73)
z5(t) = 4(t)
Zy(t) = rﬁle(t) -+ m%xg(t) - :132 x3(t) — mi2a:4(t)

Po dosadeni mame nehomogénnu ststavu styroch rovnic prvého radu s konstantnymi
koeficientami, kde pravé strana je Diracov impuls §(¢) a vzriesime ju pomocou Lapla-
ceovej transformécie. Na ststavu rovnic (72) aplikujeme Laplaceovu transforméciu a

dostaneme maticovi rovnicu v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,

po uprave,
Y(s) = (sE— A)"'[F(s) +b], (74)
kde
0 1 0 0 1 0 00 0
—56500 —490 6500 490 0100 0
A - ’E = ) (S) - )
0 0 0 1 0010 50000
mo 0001 o
b=0.

Vyriesime maticovi rovnicu (74). Plati

5 —1 0 0 0
Y(s) 56500 s+490 —6500 —490 0
S) = =
0 0 S —1 50000

1040 392 1040 392
3 15 3 S+ 75 0
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2 | 392 1040
s+ s+ =3

3, 3922, 1040
= i, T2 .3 17054500(2)0 3920-10° 52.100 ’ 4—392158 ;tmo3 ’ (75)
S e T At e M TS5+ 3
392 .2 |, 1040
155 +—3 S

Spétnou Laplaceovou transformaciou obrazu Y (s) dostaneme vyslednu vektorovi fun-

kciu y(t) pre vstupny Diracov impuls, ktord ma tvar

(
i) =2 My} = | 7
(

Nezndma funkcia z(t) zodpovedd podla substitiicie (71) funkcii z;(¢) vektoru y(t) a

neznama funkcia y(t) zodpoveds funkcii 5(t) vektoru y(t). Casove priebehy funkcif

y(t) = 0.0953187 + (0.0656706 — 0.05265421) (—e(—12'5822—15~6136i)t) +
—(0.0656706 + 0‘05265422')6(712.5822+15.6136i)t+
—0.00380027e 372592t 4 ().0398229¢~ 118:343

z(t) = (0.00792949 — 0.01354967 )e(~12:5822+15.61360)t 1
+(0.00792949 + 0.01354964 )e(~12-5822-15.6136)t 1
40.0526283e 372592t _ ().163806e 118343 1 (0.0953187

su znazornené na nasledujicom obrazku 5.5.3 .

y(®.x(t)
80,

— y(@®
— X(t)
. s
0,10 015 020 0.25 0.30
Obr. 5.5.3. Graf priebehu pohybu telesa m; (koleso) a my (karoséria) ako

reakcia systému na Diracov impuls
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Teraz budeme uvazovat situdciu, ze koleso auta vybehne na chodnik o vyske h a vyge-
neruje silu, ktord posobi na systém, takze prava strana (vstup) bude funkcia h(t) = 1
a jej obraz H(s) = %, ktorym vyndsobime vektor obrazov (75) a budeme hladat fun-
kcie xp,(t), yn(t) ako riesenie sustavy (70) s pravou stranou h(t). Po spéitnej LT obrazu
Y (s)H(s), potom

(
i) = 2 (Y@} = | 7
(

kde yn(t) je vektor rieseni pre stustavu rovnic (72) s pravou stranou h(t), takze funkcia
xy(t) zodpovedd podla (71) funkcii z1(¢) (pohyb kolesa) a funkcia y,(t) zodpoveda
funkcii 25(t) (pohyb karosérie). Casové priebehy funkcif

yn(t) = (0.656706 — 0.526542i) (—e(~125822715.61360)t) 4
—(0.656706 + 0.5265421)e(~12:5822415.61360t _ () 0380027372592 1
+0.398229¢118:343 1 ().953187,

zh(t) = (0.0792949 — 0.135496i)e(~125822+15.61360)t
_|_(00792949 + 0‘135496”6(—12.5822—15.6136i)t_|_
+0.526283¢ 372592 _ 1 63806118343 1 (0.953187.

su znazornené na nasledujicom obrazku 5.5.4.

Yh(OXn(t)

12}
10}
081 — Yn(D)

06 — Xp(t)
04]

021

1 |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Obr. 5.5.4. Graf priebehu pohybu telesa m; (koleso) a my (karoséria) ako
reakcia systému na jednotkovy skok h(t)

Priklady boli vybrané z [7][5].
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ZAVER

Hlavnym cielom bakaldrskej prace bolo ukdzat pouzitie Laplaceovej transformécie pri
rieSeni linedrnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientami a ich ststav,
ktorymi popisujeme chovanie dynamickych systémov ako su jednoduché, ¢i rozvetvené
elektrické obvody, pohybové mechanické deje, alebo aplikdcie v ekonomike, biologii,
chémii a vela d'alsich. V préci som sa préve preto zaoberal réoznymi metédami rieSenia

tychto rovnic a ich stustav.

Ukézalo sa, ze Laplaceova transformdcia je velmi uzitoény matematicky aparat, na-
priek tomu v niektorych pripadoch je vyhodnejsie pouzit iné metédy. Jednou z nich je
metoda variacie konstant, ktora je vypocetne narocnejsia, ale univerzalnejsia v tom, ze
dokéze riesit aj iné typy diferencidlnych rovnic. Dalej som popisoval metédu neurcitych
koeficientov, ktora je najmenej univerzalna, pretoze je pouzitelna iba pre specidlny tvar
pravej strany. Vsetky uvedené metddy su popisané v teoretickej casti.

V praktickej casti som najskor pouzitim Laplaceovej transformécie odvodil obrazy nie-
ktorych zakladnych funkcii zo slovnika LT. Potom som vyriesil vybrané typy LODR
s konstantnymi koeficientami a ich sustavy roznymi metédami. V poslednej casti ba-
kalarskej prace som sa venoval dynamickym systémom popisanych sistavami LODR,
kde som vyuzil prevod dvoch rovnic druhého rddu na sustavu Styroch rovnic, ¢o viedlo

k jednoduchsiemu vypoctu.
Celu bakalarsku pracu som pisal v typografickom systéme KTEX, k vykreslovaniu gra-
fov a vykonaniu zlozitejsich vypoctov som pouzil prostredie Wolfram Mathematica,

zdrojové subory su uvedené v prilozenom CD.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

mnozina prirodzenych ¢isel

mnozina prirodzenych cisel s nulou
mnozina realnych ¢isel

mnozina komplexnych ¢isel

mnozina predmetov v Laplaceovej transformacii
operator Laplaceovej transformécie
operator spéitnej Laplaceovej transformacie
inverzna matica k matici A

x patri do M

imaginarna jednotka

obycajna diferencidlna rovnica

linedrna obycajna diferencidlna rovnica
respektive
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