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ABSTRAKT

Ćılem bakalářské práce je seznámeńı s Laplaceovou transformaćı a jej́ım použit́ım

při řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic a jejich soustav. Na vybraných typech

obyčejných diferenciálńıch rovnic budou ukázány r̊uzné metody řešeńı – metoda variace

konstant, metoda neurčitých koeficient̊u a Laplaceova transformace. Řešeńı obyčejných

diferenciálńıch rovnic bude využito při modelováńı dynamických systémů.

Kĺıčová slova: Laplaceova transformácia, spätná Laplaceova transformácia, obyčajná
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ABSTRACT

The aim of this bachelor thesis is to present Laplace transform and its application

in using ordinary differential equations and their systems. Different methods of sol-

ving - variation of constants method, method of undetermined coefficients and Laplace

transform - will be shown on selected types of ordinary differential equations. Finally,

solving of ordinary differential equations will be used in models dynamic systems.

Keywords: Laplace transform, inverse Laplace transform, ordinary differential equation,

system of differential equations, homogeneous equation, non homogeneous equation,

characteristic equation, characteristic polynomial, characteristic determinant, funda-

mental system, fundamental matrix.



Rád by som pod’akoval pani Mgr. Jane Řezńıčkovej, Ph.D. za odborné vedenie, cenné
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2.1 Všeobecné a partikulárne riešenie ODR............................ 15
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5.5 Model odpruženia kolesa automobilu ................... 64
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ÚVOD

Pri riešeńı obyčajných lineárnych diferenciálnych rovńıc s konštantnými koeficientami

a ich sústav klasickými metódami (metóda variácie konštánt, metóda neurčitých ko-

eficientov) sa často stretávame s pŕılǐs zložitými výpočtami. Týmto komplikáciám sa

môžeme vyhnút’ použit́ım Laplaceovej transformácie, pomocou ktorej prevedieme dife-

renciálnu rovnicu na rovnicu algebraickú, ktorá sa rieši omnoho jednoduchšie.

Laplaceova transformácia je jedna z druhov integrálnych transformacíı, ktoré po prvýkrát

použil v roku 1737 švajčiarsky matematik a fyzik Leonard Euler pri riešeńı dife-

renciálnych rovńıc. V roku 1812 ju odvodil a podrobneǰsie poṕısal francúzsky mate-

matik Pierre Simon de Laplace.

Táto bakalárska práca sa skláda z dvoch čast́ı. V teoretickej časti je definovaná Lap-

laceova transformácia a jej základné vlastnosti, prehl’ad známych pojmov z teórie

obyčajných diferenciálnych rovńıc a podrobný popis riešenia lineárnych diferenciálnych

rovńıc s konštantnými koeficientami a ich sústav pomocou Laplaceovej transformácie,

variácie konštánt a metódy neurčitých koeficientov. V praktickej časti som odvodil

základné funkcie slovńıka LT a následne som riešil vybrané pŕıklady, na ktorých som

ukázal rôzne metódy riešenia LODR a ich sústav. Nakoniec sa Laplaceova transformácia

využ́ıva na riešenie reálnych dynamických systémov poṕısaných LODR s konštantnými

koeficientami.
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I. TEORETICKÁ ČASŤ
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1 Laplaceova transformácia

Jedná sa o určitý druh integrálnej transformácie, kdeK : A1×A2 → C je komplexná

funkcia definovaná na kartézskom súčine množ́ın A1 ⊂ R, A2 ⊂ C. Túto funkciu

nazveme jadrom. Ďalej existuje T0 množina funkcíı f : A1 → C takých, aby integrál

zavislý na parametre

F (s) =

∫
A1

K(t, s)f(t) dt (1)

konvergoval aspoň pre jedno s ∈ A2. Potom integrálnou transformáciou s jadrom

K nazývame zobrazenie T : T0 → K0, ktoré každej funkcii f ∈ T0 prirad’uje funkciu

F ∈ K0, definovanú na neprázdnej časti množiny A2 rovnost’ou (1), K0 je množina

funkcíı komplexnej premennej.

Laplaceovu transformáciu dostaneme, ked’ zvoĺıme za A1 interval (0,+∞) na reálnej

osi, za A2 množinu komplexných č́ısel C a za jadro K funkciu K(t, s) = e−st.

Existuje f časová funkcia jednej reálnej premennej taká, že integrál na pravej strane

nasledujúcej rovnosti konverguje aspoň pre jedno komplexné s. Potom časovú funkciu

f(t) nazývame predmetom a funkciu F (s) komplexnej premennej s definovanú rov-

nost’ou

F (s) =

∫ +∞

0

f(t)e−st dt (2)

nazývame Laplaceovým obrazom funkcie f(t). Vzt’ah medzi predmetom a obrazom

znač́ıme pomocou symbolu Laplaceovej transformácie

F (s) = L {f(t)}, f(t) = L −1{F (s)},

kde L −1 je operátor spätnej Laplaceovej transformácie. Množina komplexných

funkcíı reálnej premennej takých, že definičný integrál Laplaceovej transformácie (2)

konverguje aspoň pre jedno komplexné s, nazývame triedou predmetov a označujeme

ju symbolom L0, a že funkcia f je predmetom, zapisujeme f ∈ L0.

Nutné podmienky pre existenciu predmetu (funkcie jednej reálnej premen-

nej f(t)).

a) Funkcia muśı byt’ aspoň po častiach spojitá, tj. na každom intervale konečnej d́lžky

〈0,+∞) má konečný počet bodov nespojitosti a v týchto bodoch existuje konečná

limita funkcie f(t) zl’ava aj zprava.
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b) Funkcia muśı vyhovovat’ podmienke exponenciálneho rádu s indexom rastu ξ0, tj.

pre všetky t ≥ t0 existuje M > 0 tak, že plat́ı

|f(t)| ≤Meξ0t.

c) Funkcia je nulová pre záporný čas, teda je definovaná takto:

f(t) =

 0 pre t ≤ 0,

f(t) pre t > 0.

1.1 Vety o priamej Laplaceovej transformácíı

1. Veta o linearite Laplaceovej transformácie

Nech funkcie fi, i = 1, 2, · · · , n, sú predmety (fi ∈ L0) a nech ci, i = 1, 2, · · · , n,
sú komplexné konštanty. Potom tiež funkcia f =

n∑
i=1

cifi je predmetom. Pre obraz

funkcie f plat́ı

L

{
n∑
i=1

cifi

}
=

n∑
i=1

ciL {fi}

Veta o linearite v tomto zneńı plat́ı len pre lineárnu kombináciu konečného počtu

funkcíı.

2. Veta o substitúcii

Nech f(t) ∈ L0 je predmet, a ∈ C konštanta. Označ́ıme L {f(t)} = F (s). Potom

funkcia g(t) = eatf(t), je taktiež predmetom a pre jej obraz L {g(t)} = G(s)

plat́ı G(s) = F (s− a), tj

L
{

eatf(t)
}

= F (s− a), kdeF (s) = L {f(t)}. (3)

Odvodenie vety:

L
{

eatf(t)
}

=

∫ ∞
0

eatf(t)e−st dt =

∫ ∞
0

f(t)e−(s−a)t dt = F (s− a)
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3. Veta o posunut́ı-translácii predmetu

Nech f(t) ∈ L0 je predmet a jeho obraz F (s) = L {f(t)}, a je konštanta, funkcia

g(t) je definovaná tak, že

g(t) =

 0 pre t < a,

f(t− a) pre t ≥ a.

Potom pre G(s) = L {g(t)} plat́ı

L {f(t− a)} = e−asF (s).

Odvodenie vety:

Plat́ı

F (s) =

∫ +∞

0

f(t− a)e−s(t−a) dt =

∫ +∞

0

f(t− a)e−steas dt,

potom

e−asF (s) =

∫ +∞

0

f(t− a)e−st dt = L {f(t− a)} .

4. Veta o derivácii obrazu

Nech f(t) ∈ L0 je predmet a jeho obraz F (s) = L {f(t)}. Potom funkcia

g(t) = tf(t) je taktiež predmet a po označeńı G(s) = L {g(t)} plat́ı

G(s) = −F ′(s)
L {tf(t)} = −F ′(s), kde F (s) = L {f(t)} .

Odvodenie vety:

Plat́ı

F ′(s) =
dF

ds
=

d

ds

∫ +∞

0

f(t)e−st dt =
∂

∂s

∫ +∞

0

f(t)e−st dt = −
∫ +∞

0

tf(t)e−st dt,

po úprave

−F ′(s) = L {tf(t)} .

5. Vety o limitách

(a) Prvá veta o limite

Nech f(t) ∈ L0, potom pre obraz F (s) = L {f(t)} plat́ı

lim
s→∞

F (s) = 0.
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(b) Veta o počiatočnej hodnote

Nech f ∈ L0 a nech existuje konečná lim
t→0+

f(t) = f(0+), potom pre obraz

F = L {f} plat́ı

lim
t→0+

f(t) = lim
s→∞

sF (s) = f(0+).

(c) Veta o koncovej hodnote

Nech f ∈ L0 a nech existuje konečná lim
t→+∞

f(t), potom pre obraz

F = L {f} plat́ı

lim
s→0

sF (s) = lim
t→+∞

f(t).

6. Veta o obraze n−tej derivácie

Základnou myšlienkou je použitie integrácie per partes, potom pre prvú deriváciu

L {f ′(t)} = lim
p→∞

∫ p

0

f ′(t)e−st dt =

∣∣∣∣∣ u = e−st u′ = −se−st

v′ = f ′(t) v = f(t)

∣∣∣∣∣ =

= lim
p→∞

[f(t)e−st]p0 − lim
p→∞

∫ p

0

−sf(t)e−st dt =

= s lim
p→∞

∫ p

0

f(t)e−st dt+ lim
t→∞

[f(t)e−st]− f(0) = sF (s)− f(0)

sme źıskali vzt’ah

L {f ′(t)} = sF (s)− f(0).

Pre druhú deriváciu použit́ım dvakrát integrácie per partes plat́ı

L {f ′′(t)} = s2F (s)− sf(0)− f ′(0).

Potom pre n−tú deriváciu,

L {f (n)(t)} = snF (s)−s(n−1)f(0)−s(n−2)f ′(0)−· · ·−sf (n−2)(0)−f (n−1)(0). (4)

7. Veta o obraze integrálu

Nech f(t) ∈ L0 a g(t) je primit́ıvna funkcia, g(t) =
∫ t
0
f(x) dx. Potom tiež

g(t) ∈ L0 a L {g(t)} = G(s) a plat́ı

L

{∫ t

0

f(x) dx

}
=
F (s)

s
, kdeF (s) = L {f(t)}.



UTB ve Zĺıně, Fakulta aplikované informatiky 14

Dôkaz vychádza z vety o derivácii, pretoze funkcia f(t) je integrovatel’ná, g(t) je

spojitá, g(0) = 0 a má deriváciu na celom intervale, g′(t) = f(t) ∈ L0. Preto

podl’a vety o obraze derivácie

F (s) = L {f(t)} = sG(s)− g(0) = sG(s),

čo je tvrdenie vety.

1.2 Spätná Laplaceova transformácia

Pomocou spätnej Laplaceovej transformácie hl’adáme predmet f(t) k obrazu F (s), kde

F (s) = P (s)
Q(s)

je racionálne lomená funkcia, kde je čitatel’ nižšieho stupňa ako menovatel’.

Nech menovatel’ má práve j rôznych koreňov sk, k = 1, 2, · · · , j,
takže Q(s) = aj(s− s1)(s− s2) · · · (s− sj), aj 6= 0, kde jednonásobné korene menova-

tel’a sa nazývajú póly prvého rádu a n−násobné korene menovatel’a sú póly m−tého

rádu. Korene čitatel’a sa nazývajú nuly. Potom jedna z možnost́ı ako nájst’ predmet

je pomocou súčtu rezidúı, kde súčtom rezidúı sa rozumie súčet rezidúı vo všetkých

singulárnych bodoch funkcie F (s).

f(t) = L −1 {F (s)} =
∑

res
[
F (s)est

]
. (5)

Vo vzorci (5) sa sč́ıtajú reziduá celého súčinu F (s)est. Ide však o reziduá v singulárnych

bodoch funkcie F (s), pretože est nemá žiadne singulárne body. Ak funkcia F (s) má

póly prvého rádu, potom

res
[
F (s)est

]
s=sk

= lim
s→sk

[
(s− sk)F (s)est

]
a pre póly n−tého rádu

res
[
F (s)est

]
s=sk

=
1

(n− 1)!
lim
s→sk

dn−1

dsn−1
[
(s− sk)nF (s)est

]
.

Predmet f(t) môžeme nájst’ aj pomocou rozkladu funkcie F (s) na parciálne zlomky

a následne s využit́ım slovńıka Laplaceovej transformácie, čo je tabul’ka, v ktorej v jed-

nom st́lpci sú uvedené Laplaceove obrazy a v druhom st́lpci sú pŕıslušné predmety.

Čast’ slovńıka je pripojená na konci teoretickej časti.

Pri vypracovańı teorie Laplaceovej transformácie boli použité tieto zdroje [2][5][6]
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2 Obyčajná diferenciálna rovnica

Diferenciálna rovnica (DR) je rovnica, v ktorej neznámou je funkcia, a ktorá vy-

jadruje vzt’ah tejto funkcie k jej deriváciám.

Obyčajná diferenciálna rovnica (ODR) - je diferenciálna rovnica, v ktorej neznámou

je funkcia jednej premennej.

Sústava diferenciálnych rovńıc - jedná sa o n diferenciálnych rovńıc prem neznámych

funkcíı.

Rád diferenciálnej rovnice - je rád najvyššej derivácie neznámej funkcie v danej

diferenciálnej rovnici.

Obyčajná diferenciálna rovnica n−tého rádu s neznámou funkciou y premennej t

je v tvare

F
(
t, y, y′, y′′, · · · , y(n)

)
= 0, (6)

alebo v explicitnom tvare vzhl’adom na najvyššiu deriváciu neznámej funkcie

y(n) = f
(
t, y, y′, y′′, · · · , y(n−1)

)
. (7)

Riešeńım diferenciálnej rovnice (7) je každá funkcia y = g(t), ktorá má derivácie

do rádu n− 1 a vyhovuje identicky rovnici (7).

Cauchyho úloha je počiatočná úloha, kde hl’adáme riešenie rovnice (7), ktoré vyho-

vuje počiatočným podmienkam

y(t0) = y0, y
′(t0) = y1, y

′′(t0) = y2, · · · ., y(n−1)(t0) = yn−1,

kde t0, y0, y1, y2 · · · yn−1 sú konštanty.

2.1 Všeobecné a partikulárne riešenie ODR

1. Všeobecné riešenie rovnice (7) nazývame sústavu kriviek s rovnicou

Φ
(
t, y, C1, C2, · · · , C(n)

)
= 0, (8)

ktoré obsahujú n parametrov C1, C2, · · · , C(n), pričom pri vylúčeńı týchto para-

metrov z rovnice Φ = 0 a z ich n derivácíı podl’a t dostaneme danú rovnicu (6).
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2. Partikulárne riešenie rovnice (7) nazývame každé riešenie, ktoré dostaneme

zo všeobecného riešenia (8), ak dosad́ıme určité č́ısla za konštanty C1, C2, · · · , C(n).

.

2.2 Lineárna ODR prvého rádu

Lineárna obyčajná diferenciálna rovnica (LODR) prvého rádu je rovnica v tvare

y′(t) = a(t)y(t) + b(t), (9)

kde a(t) a b(t) sú spojité funkcie premennej t. Potom sa rovnica (9) nazýva:

a) homogénna LODR prvého rádu, ak je b(t) ≡ 0,

b) nehomogénna LODR prvého rádu, ak je b(t) 6= 0.

Homogénnu LODR prvého rádu v tvare

y′(t) = a(t)y(t), (10)

riešime metódou separácie premenných. Pre y(t) 6= 0 dostávame

dy(t)

dt
= a(t)y(t),

∫
dy(t)

y(t)
=

∫
a(t) dt,

ln |y(t)| =

∫
a(t) dt+ C,

y(t) = ±eCe
∫
a(t) dt,

kde miesto ±eC polož́ıme C. Malo by teda byt’ C 6= 0, ale pre C = 0 dostaneme funkciu

y(t) = 0, ktorá je taktiež riešeńım (10). Preto rovnica (10) má všeobecné riešenie v

tvare

y(t) = Ce
∫
a(t) dt, C ∈ R. (11)
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Nehomogénnu LODR prvého rádu (9) riešime pomocou metódy variácie konštanty.

2.2.1 Metóda variácie konštanty

Metóda prebieha v dvoch krokoch:

1. Zhomogenizujeme rovnicu (9), tj. polož́ıme b(t) = 0, dostaneme tak rovnicu (10)

a urč́ıme jej všeobecné riešenie (11).

2. Všeobecné riešenie úplnej nehomogénnej LODR (9) budeme hl’adat’ v tvare

y(t) = C(t)e
∫
a(t) dt, (12)

ktorá sa ĺı̌si od (11) tým, že konštantu C sme nahradili zatial’ neurčenou funkciou

C(t).

Funkciu C(t) urč́ıme tak, že vzt’ah (12) aj s jeho deriváciou

y′(t) = C ′(t)e
∫
a(t) dt + C(t)a(t)e

∫
a(t) dt,

dosad́ıme do pôvodnej rovnice (9), dostaneme

C ′(t)e
∫
a(t) dt = b(t),

po úprave

C ′(t) = b(t)e−
∫
a(t) dt.

Integráciou dostaneme

C(t) =

∫
b(t)e−

∫
a(t) dtdt+ C, C ∈ R.

Po dosadeńı funkcie C(t) do (12) dostaneme všeobecné riešenie pre (9).
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2.3 Lineárna ODR n−tého rádu s konštantnými ko-
eficientami

Lineárna obyčajná diferenciálna rovnica (LODR) n−tého rádu s konštantnými

koeficientami je rovnica v tvare

any
(n)(t) + an−1y

(n−1)(t) + · · ·+ a1y
′(t) + a0y(t) = f(t), (13)

kde an 6= 0, a0, a1, · · · , an, sú konštanty, y(t) je hl’adaná funkcia a f(t) je funkcia

definovaná a spojitá na intervale I.

Rovnica (13) sa nazýva:

a) homogénna LODR n−tého rádu s konštantnými koeficientami, ak je f(t) ≡ 0.

Jej tvar je

any
(n)(t) + an−1y

(n−1)(t) + · · ·+ a1y
′(t) + a0y(t) = 0 (14)

b) nehomogénna LODR n−tého rádu s konštantnými koeficientami, ak je f(t) 6= 0.

Pre homogénnu rovnicu (14) predpokladáme riešenie v tvare

y(t) = eλt, (15)

po dosadeńı tejto funkcie a jej derivácíı za y(t), y′(t), · · · , y(n)(t) do (14) a po vydeleńı

celej rovnice výrazom eλt dostaneme tzv. charakteristickú rovnicu pre premennú λ

anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0. (16)

1. Ak má charakteristická rovnica všetky korene λ1, λ2, · · · , λn reálne a navzájom

rôzne, potom fundamentálny systém homogénnej rovnice (14) je daný fun-

kciami

y1(t) = eλ1t, y2(t) = eλ2t, · · · , yn(t) = eλnt,

kde fundamenálnym systémom riešeńı sa rozumie n−tica riešeńı, ktoré sú lineárne

nezávislé.

Nech funkcie y1(t), y2(t), · · · , yn(t) sú riešenia rovnice (13) a sú lineárne nezávislé

v intervale I, potom determinant
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W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t) · · · yn(t)

y′1(t) y′2(t) · · · y′n(t)

· · · · · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 (t) y

(n−1)
2 (t) · · · y

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

tzv. Wronského determinant (wronskián), je v celom intervale I rôzny od

nuly.

A potom všeobecné riešenie homogénnej rovnice (14) má tvar

y1(t) = C1e
λ1t, y2(t) = C2e

λ2t, · · · , yn(t) = Cneλnt,

kde C1, C2, · · · , Cn sú vhodne zvolené konštanty.

2. Ak je niektorý koreň λi (i = 1, 2, · · · , n) k−násobný, potom mu vo fundamentálnom

systéme odpovedá k lineárne nezávislých funkcíı v tvare

y1(t) = eλit, y2(t) = teλit, · · · , yk(t) = tk−1eλit.

Pre nehomogénnu LODR (13) budeme riešenie hl’adat’ pomocou metódy neurčitých

koeficientov.

2.3.1 Metóda neurčitých koeficientov

Metóda, kde pravá strana rovnice (13) je so špeciálnou pravou stranou v tvare

f(t) = eat[Pn(t) sin (bt) +Qm(t) cos (bt)],

kde a, b ∈ R, Pn(t) je polynóm n−tého stupňa, Qm(t) je polynóm m−tého stupňa,

obidva s reálnymi koeficientami, a taktiež je pŕıpustné Pn(t) ≡ 0, Qm(t) ≡ 0.

Všeobecné riešenie bude v tvare

y(t) = yH(t) + yP (t), (17)

kde yH(t) je riešenie zhomogenizovanej rovnice (tj.f(t) = 0), ktoré nájdeme pomocou

charakteristickej rovnice (16), a yp(t) je partikulárne riešenie, ktoré budeme hl’adat’

v tvare

yP (t) = tkeat[Rr(t) sin (bt) + Sr(t) cos (bt)], (18)
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kde k je násobnost’ č́ısla a + ib ako koreňa charakteristickej rovnice a Rr(t) a Sr(t) sú

polynómy s neurčitými koeficientami rovnakého stupňa ako maximálny stupeň z po-

lynómov Pn(t), Qm(t), r = max{n,m}. Polynómy s neurčitými koeficientami sú v tvare

polynóm 0. stupňa R0(t) = A, A ∈ R,
polynóm 1. stupňa R1(t) = At+B, A,B ∈ R,
polynóm 2. stupňa R2(t) = At2 +Bt+ C, A,B,C ∈ R,
· · ·

(19)

Takto zvolené riešenie (18) zderivujeme n−krát podl’a rádu DR (13) a toto riešenie

aj s deriváciami dosad́ıme do (13). Porovnańım koeficientov pri rovnakých mocninách,

exponenciálných funkcíı, alebo lineárne nezavislých funkcíı cos (t), sin (t) dostaneme

partikulárne riešenie yP (t) a po dosadeńı do (17) źıskame všeobecné riešenie pre neho-

mogénnu rovnicu (13).

2.3.2 Riešenie LODR s konštantnými koeficientami pomocou
Laplaceovej transformácie

Rovnicu (13) s počiatočnými podmienkami y(0) = b0, y
′(0) = b1, y

(n−1)(0) = bn−1,

b0, · · · , bn−1 ∈ R, teraz vyriešime pomocou LT.

Riešeńım takejto diferenciálnej rovnice je spojitá funkcia aj so svojimi deriváciami až do

radu n−1, ktorá vyhovuje Cauchyho počiatočnej úlohe. Vo všetkých bodoch, v ktorých

je pravá strana spojitá, má táto úloha práve jedno riešenie. Obraz tohoto riešenia

označ́ıme Y (s) = L {y(t)} a obraz danej funkcie na pravej strane F (s) = L {f(t)}.

Postup riešenia

Na l’avú stranu rovnice (13) použijeme vetu o derivácíı a obraz pravej strany źıskame

pomocou slovńıka LT, alebo pomocou integrálu (2). Dostaneme tak obraz danej dife-

renciálnej rovnice (13), čo je algebraická rovnica v tvare

an[snY (s)− sn−1b0 − · · · − sbn−2 − bn−1] + · · ·+ a2[s
2Y (s)− sb0 − b1]+

+a1[sY (s)− b0] + a0Y (s) = F (s),

po úprave

(ans
n + · · ·+ a2s

2 + a1s+ a0)Y (s) = F (s) + Pn−1(s),

kde Pn−1(s) je polynóm stupňa najviac n−1. Potom obraz riešenia danej diferenciálnej

rovnice

Y (s) =
F (s) + Pn−1(s)

Qn(s)
, (20)
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kde Qn(s) = ans
n + · · ·+ a2s

2 + a1s+ a0 je polynóm práve n−tého stupňa a nazýva sa

charakteristický polynóm danej diferenciálnej rovnice.

Potom partikulárne riešenie pre rovnicu (13) źıskame pomocou spätnej LT obrazu (20),

ktorá je uvedená v sekcii 1.2.

2.4 Sústava lineárných obyčajných diferenciálných
rovńıc (LODR) prvého rádu s konštantnými ko-
eficientami

Je sústava v tvare
y′1(t) = a11y1(t) + a12y2(t) + · · ·+ a1nyn(t) + f1(t),

y′2(t) = a21y1(t) + a22y2(t) + · · ·+ a2nyn(t) + f2(t),

....................................................................

y′n(t) = an1y1(t) + an2y2(t) + · · ·+ annyn(t) + fn(t),

(21)

kde všetky koeficienty aij (i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , n) sú konštanty, yi, i = 1, 2, · · · , n,
sú hl’adané spojité funkcie a fi, i = 1, 2, · · · , n, sú spojité funkcie pravej strany.

Sústava rovńıc (21) sa nazýva:

a) homogénna sústava LODR prvého rádu, ak všetky funkcie fi ≡ 0,

b) nehomogénna sústava LODR prvého rádu, ak aspoň jedna funkcia fi 6= 0.

Sústavu (21) možno zaṕısat’ aj v maticovom tvare, kde

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 , y =


y1

y2

· · ·
yn

 , y′ =


y′1

y′2

· · ·
y′n

 , f =


f1

f2

· · ·
fn

 ,

A je štvorcová matica n−tého rádu a y,y′, f , sú n−rozmerné st́lpcové vektory.

Potom nehomogénna sústava (21), v ktorej f 6= 0, má tvar

y′ = Ay + f , (22)

a homogénna sústava, kde f = 0, má tvar

y′ = Ay. (23)
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Riešeńım sústavy rovńıc (21) rozumieme taký st́lpcový vektor funkcíı

yn =


y1

y2

· · ·
yn

 , (24)

ktorý má prvú deriváciu a po dosadeńı do sústavy rovńıc (21) budú všetky rovnice v

(21) identicky splnené.

Riešenia (24) sústavy (22) nazývame nezávislými (resp. závislými) riešeniami, podl’a

toho, či sú vektory (24) nezávislé (resp. závislé).

Každý systém nezávislých riešeńı v počte n uvažovanej sústavy (23) nazývame funda-

mentálným systémom riešeńı sústavy (23) v tvare

Y =


y1

y2

· · ·
yn

 , (25)

potom všeobecné riešenie pre (21) v maticovom tvare je

y = Yc, (26)

kde

c =


c1

c2

· · ·
cn

 (27)

a c1, c1, · · · , cn ∈ R.

Cauchyho úloha pre sústavu LODR s konštantnými koeficientami je počiatočná

úloha, kde hl’adáme riešenie maticovej rovnice (22), ktoré vyhovuje počiatočnej pod-

mienke

y(t0) = y0,

kde t0 je konštanta a y0 je vektor konštánt.

Riešenie lineárnej diferenciálnej rovnice n−tého rádu s konštantnými koeficientami (13)

je ekvivalentné s riešeńım sústavy lineárnych rovńıc v tvare
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y′1 = y2, y
′
2 = y3, · · · , y′n−1 = yn,

y′n = −(a1yn + a2yn−1 + · · ·+ any1) + f(t).

(28)

Ak je teda st́lpcový vektor

y =


y1

y2

· · ·
yn

 (29)

riešeńım sústavy (28), potom zrejme je

y2 = y′1, y3 = y′2 = y′′1 , · · · , yn = y′n−1 = y
(n−1)
1 , y′n = y

(n)
1 ,

y
(n)
1 = −(a1y

(n−1)
1 + a2y

(n−2)
1 + · · ·+ any1) + f(t).

To znamená, že funkcia y = y1(t) je riešeńım lineárnej diferenciálnej rovnice (13).

Obrátene, ak je y l’ubovol’né riešenie rovnice (13), potom ak polož́ıme

y1 = y, y2 = y′1 = y′, · · · , yn = y′n−1 = y(n−1),

predstavuje vektor (29) riešenie sústavy (28). Preto vlastnosti týkajúce sa riešenia

rovnice (13) sú zvláštnym pŕıpadom pŕıslušných vlastnost́ı sústavy (21).

2.4.1 Riešenie sústav LODR prvého rádu s konštantnými ko-
eficientami pomocou vlastných č́ısel a vlastných vekto-
rov

Homogénnu sústavu (23) s konštantnou maticou A riešime nasledovne. V prvom kroku

nájdeme vlastné č́ısla matice A pomocou tzv. charakteristického determinantu

homogénnej sústavy (23)

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (30)

kde I znač́ı jednotkovú maticu rádu n. Charakteristický determinant polož́ıme rovný
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nule

|A− λI| = 0, (31)

źıskame tak charakteristickú rovnicu homogénnej sústavy (23) a jej korene λ1, λ2, · · · , λn
sú vlastné č́ısla matice A.

Ku každému vlastnému č́ıslu λk matice A pŕıslúcha aspoň jeden vlastný vektor hk

tejto matice v tvare

hk =


h1k

h2k

· · ·
hnk

 .

Ak:

a) Všetky vlastné č́ısla λ1, λ2, · · · , λn matice A sú vzájomne rôzne, existuje celkom n

nezávislých vlastných vektorov h1,h2, · · · ,hn tejto matice. Potom existuje funda-

mentálny systém nezávislých riešeńı danej lineárnej sústavy (23) v tvare

y1 = h1e
λ1t,y2 = h2e

λ2t, · · · ,yn = hneλnx. (32)

b) Prem−násobný koreň charakteristickej rovnice homogénnej sústavy (23) má vlastný

vektor tvar

h(t) =


P1(t)

P2(t)

· · ·
Pn(t)

 ,

kde P1(t), P2(t), · · · , Pn(t) sú polynómy stupňa m − 1. Potom všeobecné riešenie

sústavy (23) má tvar

y(t) = h(t)eλt. (33)

c) Pre m−násobné komplexne združené charakteristické korene λ = α± iβ má sústava

(23) nezávislé riešenia v tvare,

u1(t) = h1(t)e
αt cos (βt), u2(t) = h2(t)e

αt sin (βt), (34)

kde h1(t), h2(t) sú polynómy najviac stupňa m− 1. Taktiež súčet týchto riešeńı je

riešenie (23)

y(t) = u1(t) + u2(t) = [h1(t) cos βt+ h2(t) sin (βt)]eαt. (35)

Pre každé vlastné č́ıslo matice A urč́ıme vektory h, alebo h(t) tak, že riešenie (33) aj

s jeho deriváciou
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y′(t) = h′(t)eλt + h(t)λeλt

dosad́ıme do rovnice (23) a vyriešime sústavu lineárných rovńıc.

Všeobecné riešenie sústavy rovńıc (23) je potom lineárna kombinácia riešeńı pre každé

vlastné č́ıslo matice A v tvare

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) + · · ·+ cnyn(t), (36)

alebo v maticovom tvare

y(t) = Y(t)c.

Pre nehomogénnu sústavu rovńıc (21) budeme všeobecné riešenie hl’adat’ pomocou

metódy variácie konštánt v tvare

y(t) = Y(t)c(t), (37)

ktorá sa ĺı̌si od (26) tým, že sme st́lpcový vektor konštánt c nahradili st́lpcovým vek-

torom zatial’ neurčených funkcíı c(t).

Vektor funkcíı c(t) urč́ıme tak, že riešenie (37) aj s jeho deriváciou

y′(t) = Y′(t)c(t) + Y(t)c′(t)

dosad́ıme do sústavy (22) a dostaneme

Y(t)c′(t) = f(t),

po úprave

c′(t) = Y−1(t)f(t),

kde Y−1(t) je inverzná matica k matici Y(t).

Integráciou dostaneme

c(t) =

∫
Y−1(t)f(t) dt+ C, C ∈ R,

po dosadeńı vektoru funkcíı c(t) do (37) dostaneme všeobecné riešenie nehomogénnej

sústavy (21).
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2.4.2 Riešenie sústav LODR prvého rádu s konštantnými ko-
eficientami pomocou Laplaceovej Transformacie

Na sústavu rovńıc (21) aplikujeme Laplaceovu transformáciu a dostaneme sústavu

algebraických lineárnych rovńıc v tvare

sY1(s) = a11Y1(s) + a12Y2(s) + · · ·+ a1nYn(s) + F1(s) + b1,

sY2(s) = a21Y1(s) + a22Y2(s) + · · ·+ a2nYn(s) + F2(s) + b2,

....................................................................

sYn(s) = an1Y1(s) + an2Y2(s) + · · ·+ annYn(s) + Fn(s) + bn.

A v maticovom tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,

kde F(s) je obraz vektorovej funkcie na pravej strane, Y(s) je obraz hl’adanej vektorovej

funkcie a b je vektor vyjadrujúci počiatočné podmienky. Obraz hl’adanej vektorovej

funkcie Y(s) dostaneme úpravou maticovej rovnice

sY(s) = AY(s) + F(s) + b

(sI − A)Y(s) = F(s) + b

Y(s) = (sI − A)−1 [F(s) + b] ,

kde I je jednotková matica a A je štvorcová matica s konštantnými prvkami

aij (i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , n).

Inverznú maticu (sI−A)−1 označ́ıme ako G(s) = (sI−A)−1, jej prvkami sú racionálne

funkcie, kde stupeň čitatatel’a je menš́ı ako stupeň menovatel’a a pomocou spätnej Lap-

laceovej transformácie matice G(s) dostaneme štandardnú fundamentálnu maticu

zadanej sústavy rovńıc g(t) = L −1 {G(s)} .
Riešenie sústavy pomocou spätnej Laplaceovej transformácie môžme zaṕısat’ v tvare

y(t) = L −1 {Y(s)} ,

kde y(t) je hl’adaná vektorová funkcia.

Pri vypracovańı teorie kapitoli ODR boli použité zdroje [1][3][4]
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3 Slovńık Laplaceovej transformácie

f(t) L {f(t)} = F (s)

1
1

s
(1)

eatf(t) F (s− a) (2)

f(t− a) e−asF (s) (3)

δ(t) 1 (4)

δ(t− t0) e−st0 (5)

tn (n ∈ N0)
n!

sn+1
(6)

sinωt
ω

s2 + ω2
(7)

cosωt
s

s2 + ω2
(8)

eat
1

s− a
(9)

sinhωt
ω

s2 − ω2
(10)

coshωt
s

s2 − ω2
(11)

eat − ebt

a− b
1

(s− a)(s− b)
(12)

aeat − bebt

a− b
s

(s− a)(s− b)
(13)

teat
1

(s− a)2
(14)

tneat
n!

(s− a)n+1
(15)

f(t) L {f(t)} = F (s)

eat sinωt
ω

(s− a)2 + ω2
(16)

eat cosωt
s− a

(s− a)2 + ω2
(17)

eat sinhωt
ω

(s− a)2 − ω2
(18)

eat coshωt
s− a

(s− a)2 − ω2
(19)

t sinωt
2ωs

(s2 + ω2)2
(20)

t cosωt
s2 − ω2

(s2 + ω2)2
(21)

t sinhωt
2ωs

(s2 − ω2)2
(22)

t coshωt
s2 − ω2

(s2 − ω2)2
(23)

sin at

t
arctan

a

s
(24)

t(n)f(t) (−1)n
dnF (s)

dsn
(25)

f ′(t) sF (s)− f(0) (26)

fn(t) snF (s)− s(n−1)f(0)−

· · · − f (n−1)(0) (27)
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II. PRAKTICKÁ ČASŤ
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4 Odvodenie niektorých funkcíı slovńıka LT

Obrazy vybraných predmetov budeme hl’adat’ pomocou priamej Laplaceovej trans-

formácie

F (s) = L {f(t)} =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt.

Obraz LT funkcie f(t) = δ(t) :

Kde δ(t) je Diracov impuls (Dirac Delta function), ktorý je definovaný

δ(t) =

 0 pre t 6= 0,

1 pre t = 0.

L {δ(t)} =

∫ ∞
0

δ(t) · e−st dt = 1

LT obraz je L {δ(t)} = 1 .

Obraz LT funkcie f(t) = 1 :

L {1} =

∫ ∞
0

1 · e−st dt = lim
p→∞

∫ p

0

1 · e−st dt = lim
p→∞

[
−e−st

s

]p
0

=

= lim
p→∞

[
−e−sp

s
+

e−s·0

s

]
= −0 +

1

s
=

1

s

LT obraz časovej funkcie f(t) = 1 je funkcia komplexnej premennej F (s) =
1

s
.

Obraz LT funkcie f(t) = t :

L {t} =

∫ ∞
0

te−st dt = lim
p→∞

∫ p

0

te−st dt =

∣∣∣∣∣ u = t u′ = 1

v′ = e−st v = − e−st

s

∣∣∣∣∣ =

= lim
p→∞

[
−te

−st

s

]p
0

− lim
p→∞

∫ p

0

−e−st

s
· 1 dt =

= [−0 + 0] +
1

s
lim
p→∞

∫ p

0

e−st · 1 dt =

=
1

s
· 1

s
=

1

s2

LT obraz funkcie f(t) = t je funkcia komplexnej premennej F (s) =
1

s2
.
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Obraz LT funkcie f(t) = eat :

L {t} =

∫ ∞
0

eate−st dt = lim
p→∞

∫ p

0

e−(s−a)t dt = lim
p→∞

[
−e−(s−a)t

(s− a)

]p
0

=

=

[
−0 +

e−(s−a)·0

(s− a)

]
=

1

s− a

LT obraz funkcie f(t) = eat je funkcia komplexnej premennej F (s) =
1

s− a
, tento

obraz je možné źıskat’ aj pomocou vety o substitúcíı (3).

Obraz LT funkcie f(t) = tn :

L {t} =

∫ ∞
0

tne−st dt = lim
p→∞

∫ p

0

tne−st dt =

∣∣∣∣∣∣
u = tn u′ = ntn−1

v′ = e−st v = −e−st

s

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
p→∞

[
−t

ne−st

s

]p
0

+
n

s
lim
p→∞

∫ p

0

tn−1e−st dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
st = a

s dt = da

dt =
da

s

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
n

s
lim
p→∞

∫ sp

0

(a
s

)n−1
e−a

da

s
=

n

sn+1
lim
p→∞

∫ sp

0

an−1e−a da =
n

sn+1
· Γ (n) =

=
Γ (n+ 1)

sn+1
=

n!

sn+1
,

kde Γ (n) je Gamma funkcia, ktorá je definovaná

Γ (n) =

∫ ∞
0

an−1e−a da.

Pri riešeńı som postupoval na začiatku metódou per partes, ktorá viedla na funkciu

podobnej Gamma funkcii, preto som použil substitúciu, ktorá upravila tento tvar a

pomocou vlastnosti nΓ(n) = Γ(n+ 1) = n! som odvodil vzt’ah
n!

sn+1
, kde n ∈ N.
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Obraz LT funkcie f(t) = sin (ωt) :

L {sin (ωt)} =

∫ ∞
0

sin (ωt)e−st dt =

= lim
p→∞

∫ p

0

sin (ωt)e−st dt =

∣∣∣∣∣∣
u = sin (ωt) u′ = ω cos (ωt)

v′ = e−st v = −e−st

s

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
p→∞

[
−sin (ωt)e−st

s

]p
0

− lim
p→∞

∫ p

0

−e−stω cos (ωt)

s
dt = [−0 + 0] +

+
ω

s
lim
p→∞

∫ p

0

cos (ωt)e−st dt =

∣∣∣∣∣∣
u = cos (ωt) u′ = −ω sin (ωt)

v′ = e−st v = −e−st

s

∣∣∣∣∣∣ =

=
ω

s
lim
p→∞

[
−cos (ωt)e−st

s

]p
0

− ω

s
lim
p→∞

∫ p

0

+
e−stω sin (ωt)

s
dt =

=
ω

s

[
−0 +

1

s

]
− ω2

s2
lim
p→∞

∫ p

0

sin (ωt)e−st dt =
ω

s2
− ω2

s2
· I =

I +
ω2

s2
I =

ω

s2

I =
ω

s2 + ω2
.

Pri riešeńı som použil dvakrát metódu per partes, potom som využil substitúciu in-

tegrálu lim
p→∞

∫ p

0

sin (ωt)e−st dt = I a následne upravil do výsledného tvaru.

LT obraz funkcie f(t) = sin (ωt) je funkcia komplexnej premennej F (s) =
ω

s2 + ω2
.

Obraz LT funkcie f(t) = eat sin (ωt) :

Obraz funkcie L {sin (ωt)} =
ω

s2 + ω2
, potom podl’a vety o substitúcíı (3) je obraz

funkcie L {eat sin (ωt)} =
ω

(s− a)2 + ω2
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Obraz LT funkcie f(t) = cos (ωt) :

L {cos (ωt)} =

∫ ∞
0

cos (ωt)e−st dt =

= lim
p→∞

∫ p

0

cos (ωt)e−st dt =

∣∣∣∣∣∣
u = cos (ωt) u′ = −ω sin (ωt)

v′ = e−st v = −e−st

s

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
p→∞

[
−cos (ωt)e−st

s

]p
0

− ω

s
lim
p→∞

∫ p

0

e−st sin (ωt) dt =

=
1

s
− ω

s
· ω

s2 + ω2
=
ω2 − ω2 + s2

s(s2 + ω2)
=

s

s2 + ω2
.

Pri riešeńı som použil metódu per partes, a potom som využil integrál z predchádzajuceho

obrazu funkcie sin (ωt)

lim
p→∞

∫ p

0

sin (ωt)e−st dt =
ω

s2 + ω2

a následne upravil do výsledného tvaru.

LT obraz funkcie f(t) = cos (ωt) je funkcia komplexnej premennej F (s) =
s

s2 + ω2
..

Obraz LT funkcie f(t) = eat cos (ωt) :

Obraz funkcie L {cos (ωt)} =
ω

s2 + ω2
rovnako ako pri sin (ωt), podl’a vety o substitúcíı

(3) je obraz

funkcie L {eat cos (ωt)} =
s− a

(s− a)2 + ω2
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5 Riešené pŕıklady LODR

5.1 Riešené pŕıklady LODR prvého rádu

Pŕıklad 5.1 Nájdite riešenie rovnice

y′(t) + 2y(t) = 2t (38)

s nulovou počiatočnou podmienkou (y(0) = 0).

Jedná sa o lineárnu LODR 1. rádu y′(t) = a(t)y(t) + b(t),

y′(t) = −2y(t) + 2t,

kde a(t) = −2, b(t) = 2t. Rovnicu vyriešime metódou variácie konštanty.

Rovnicu (38) najskôr zhomogenizujeme, tj. polož́ıme b(t) = +2t = 0, a nájdeme jej

všeobecné riešenie y(t) = Ce
∫
a(t) dt , C ∈ R. Pretože a(t) = −2, dostávame

y(t) = Ce
∫
−2 dt = Ce−2t, C ∈ R

Teraz hl’adáme všeobecné riešenie pre (38) v tvare

y(t) = C(t)e−2t. (39)

Toto riešenie zderivujeme y′(t) = C ′(t)e−2t− 2C(t)e−2t a dosad́ıme (39) aj s deriváciou

do (38)

C ′(t)e−2t − 2C(t)e−2t + 2C(t)e−2t = 2t,

po úprave C ′(t) = 2te2t.

Funkciu C(t) nájdeme integráciou pomocou metódy per partes

C(t) =

∫
2te2td t =

∣∣∣∣∣ u′ = e2t u = e2t

2

v = 2t v′ = 2

∣∣∣∣∣ = te2t −
∫

e2td t = te2t − e2t

2
+ C,

C(t) = e2t
(
t− 1

2

)
+ C,C ∈ R.

Dosadeńım C(t) do (39) dostaneme všeobecné riešenie rovnice (38)
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y(t) = t− 1

2
+ Ce−2t. (40)

Teraz dosad́ıme počiatočnú podmienku y(0) = 0

0 = 0− 1
2

+ C · e0 ⇒ C = 1
2
.

Túto konštantu dosad́ıme do (40) a dostaneme tak partikulárne riešenie pre (38)

y(t) = t−
1

2
+

e−2t

2
.

Rovnicu (38), ktorá má konštantné koeficienty, teraz vyriešime pomocou Laplaceovej

transformácie.

Obraz l’avej strany rovnice źıskame pomocou vety o derivácíı,

L {y′(t) + 2y(t)} = sY (s)− y(0) + 2Y (s) = sY (s) + 2Y (s),

obraz pravej strany rovnice źıskame použit́ım slovńıka LT.

L {2t} =
2

s2
,

potom obraz rovnice (38) bude

sY (s) + 2Y (s) =
2

s2
,

po vyjadreńı Y (s)

Y (s) =
2

s2(s+ 2)
.

Predmet y(t) k obrazu Y (s) nájdeme pomocou súčtu reźıdúı.

Charakteristický polynóm rovnice (38) s2(s + 2) = 0 je polynóm 3. stupňa a má pól

druhého rádu s1 = 0 a jeden pól prvého rádu s2 = −2.

Výpočet spätnej LT pomocou reźıdúı:

y(t) = L −1 {Y (s)} =
∑

res
[
Y (s)est

]
s=sk

=
1

(n− 1)!
lim
s→sk

dn−1

dsn−1
[
(s− sk)nY (s)est

]
,

v našom pŕıpade

y(t) =
∑

res

[
2

s2(s+ 2)
est
]
s=sk

,
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pričom pre pól druhého rádu s1 = 0 je nutné spravit’ prvú deriváciu

y(t) = lim
s→0

d

ds

[
s2

2

s2(s+ 2)
est
]

+ lim
s→−2

[
(s+ 2)

2

s2(s+ 2)
est
]

=

= lim
s→0

[
2test(s+ 2)− 2est

(s+ 2)2

]
+ lim

s→−2

[
2

s2
est
]

=
2t · 2− 2

4
+

1

2
e−2t.

Potom partikulárne riešenie je v tvare

y(t) = t−
1

2
+

e−2t

2
.

Pŕıklad 5.2 Nájdite riešenie rovnice

2y′(t) + 3y(t) = e4t (41)

s nulovou počiatočnou podmienkou.

Jedná sa o lineárnu LODR 1. rádu s konštantnými koeficientami y′(t) = a(t)y(t)+b(t),

y(t)′ = −3

2
y(t) +

1

2
e4t,

ktorú vyriešime metódou variácie konštanty ako v predchádzajucom pŕıklade.

Zhomogenizujeme rovnicu (41), vyriešime ju a budeme hl’adat’ všeobecné riešenie v

tvare

y(t) = C(t)e−
3
2
t. (42)

Toto riešenie zderivujeme y′(t) = C ′(t)e−
3
2
t− 3

2
C(t)e−

3
2
t a dosad́ıme (42) aj s deriváciou

do (41)

2C ′(t)e−
3
2
t − 3C(t)e−

3
2
t + 3C(t)e−

3
2
t = e4t,

po úprave C ′(t) = 1
2
e

11
2
t.

Funkciu C(t) nájdeme pomocou integrácie

C(t) =
1

2

∫
e

11
2
tdt =

1

11
e

11
2
t + C,C ∈ R,
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po zintegrovańı dostávame tvar

C(t) =
1

11
e

11
2
t + C.

Dosadeńım C(t) do (42) dostaneme všeobecné riešenie rovnice (41)

y(t) =
1

11
e4t + Ce−

3
2
t

a po dosadeńı poč. podmienky dostávame partikulárne riešenie v tvare

y(t) =
1

11
e4t −

1

11
e−

3
2
t.

Rovnicu (41) s konštantnými koeficientami, ktorú vyriešime pomocou Laplaceovej trans-

formácie.

Obraz l’avej strany rovnice źıskame pomocou vety o derivácíı,

L {2y′(t) + 3y(t)} = 2sY (s)− 2y(0) + 3Y (s) = 2sY (s) + 3Y (s),

obraz pravej strany rovnice źıskame použit́ım slovńıka LT

L
{

e4t
}

=
1

s− 4
,

potom obraz rovnice (41) bude

2sY (s) + 3Y (s) =
1

s− 4
,

po vyjadreńı Y (s)

Y (s) =
1

2(s− 4)(s+ 3
2
)
.

Predmet y(t) k obrazu Y (s) nájdeme pomocou súčtu reźıdúı.

Charakteristický polynóm rovnice (41), 2(s− 4)(s+ 3
2
) = 0 je polynóm 2. stupňa a má

dva reálne póly s1 = −4 a s2 = −2
3
.

Výpočet spätnej LT pomocou reźıdúı:

y(t) =
∑

res

[
1

2(s− 4)(s+ 3
2
)
est
]
s=sk

= lim
s→4

[
1

2(s+ 3
2
)
est
]

+ lim
s→− 3

2

[
1

2(s− 4)
est
]

=

=
1

11
e4t − 1

11
e−

3
2
t.
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Potom partikulárne riešenie je v tvare

y(t) =
1

11
e4t −

1

11
e−

3
2
t.

Pŕıklad 5.3 Nájdite riešenie rovnice

y′(t) + 4y(t) = sin (2t) (43)

s nulovou počiatočnou podmienkou.

Jedná sa o lineárnu LODR 1. rádu, ktorú vyriešime metódou variácie konštanty.

Rovnicu (43) zhomogenizujeme, tj. polož́ıme b(t) = sin(2t) = 0, jej všeobecné riešenie

je v tvare

y(t) = Ce−4t, C ∈ R.

Teraz hl’adáme všeobecné riešenie pre (43) v tvare

y(t) = C(t)e−4t. (44)

Toto riešenie zderivujeme y′(t) = C ′(t)e−4t− 4C(t)e−4t a dosad́ıme (44) aj s deriváciou

do (43)

C ′(t)e−4t − 4C(t)e−4t + 4C(t)e−4t = sin(2t)

po úprave C ′(t) = e4t sin(2t).

Funkciu C(t) nájdeme integráciou pomocou metódy per partes

C(t) =

∫
e4t sin(2t) dt =

∣∣∣∣∣ u = sin(2t) u′ = 2 cos(2t)

v′ = e4t v = e4t

4

∣∣∣∣∣ =

= e4t sin(2t)
4

−
∫

e4t cos(2t)

2
dt =

∣∣∣∣∣∣
u = cos(2t) u′ = −2 sin(2t)

v′ =
e4t

2
v =

e4t

8

∣∣∣∣∣∣ =

= e4t sin(2t)
4

− e4t cos(2t)
8

− 1
4

∫
e4t sin(2t) dt,

integrál

∫
e4t sin(2t)dt označ́ıme ako I, potom
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I +
1

4
I =

e4t sin(2t)

4
− e4t cos(2t)

8

I =
4

5

(
e4t sin(2t)

4
− e4t cos(2t)

8

)
+ C

C(t) =

∫
e4t sin(2t)dt =

e4t sin(2t)

5
− e4t cos(2t)

10
+ C.

Dosadeńım C(t) do (44) dostaneme všeobecné riešenie rovnice (43)

y(t) = Ce−4t +
sin(2t)

5
− cos(2t)

10
, C ∈ R,

po dosadeńı počiatočnej podmienky dostaneme partikulárne riešenie pre (43)

y(t) =
e−4t

10
+

sin(2t)

5
−

cos(2t)

10
, C ∈ R.

Riešenie lineárnej LODR 1. rádu s konštantnými koeficientami (43) pomocou Laplace-

ovej transformácie.

Obraz l’avej strany rovnice źıskame pomocou vety o derivácíı,

L {y′(t) + 4y(t)} = sY (s)− y(0) + 4Y (s) = sY (s) + 4Y (s),

obraz pravej strany rovnice źıskame použit́ım slovńıka LT.

L {sin(2t)} =
2

s2 + 4
,

potom obraz rovnice (43) bude

sY (s) + 4Y (s) =
2

s2 + 4
,

po vyjadreńı Y (s)

Y (s) =
2

(s2 + 4)(s+ 4).

Predmet y(t) k obrazu Y (s) nájdeme pomocou rozkladu na parciálne zlomky s využit́ım

slovńıka LT.
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2

(s2 + 4)(s+ 4)
=
As+B

s2 + 4
+

C

s+ 4

2 = (As+B) (s+ 4) + C (s2 + 4)

2 = As2 + 4As+Bs+ 4B + Cs2 + 4C

s0 : 4B + 4C = 2

s1 : 4A+B = 0

s2 : A+ C = 0.

Porovnańım koeficientov dostaneme

A = − 1

10
,

B =
2

5
,

C =
1

10
.

Potom spätnou LT pomocou slovńıka źıskame partikulárne riešenie v tvare

y(t) = L −1

{
+

1

5
·

2

s2 + 4
−

1

10
·

s

s2 + 4
+

1

10
·

1

s + 4

}

=
1

5
sin(2t)−

1

10
cos(2t) +

1

10
e−4t.

5.2 Riešené pŕıklady LODR druhého rádu

Pŕıklad 5.4 Nájdite riešenie rovnice

y′′(t)− 2y′(t) + 2y(t) = 0 (45)

s počiatočnými podmienkami y(0) = 1, y′(0) = 1.

Jedná sa o lineárnu homogénnu diferenciálnu rovnicu 2. rádu s konštantnými koeficien-

tami, ktorú vyriešime pomocou charakteristickej rovnice

λ2 − 2λ+ 2 = 0

a má dva komplexne združené korene λ1,2 = 1± i,

potom všeobecné riešenie rovnice (45) má tvar
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y(t) = C1e
t cos(t) + C2e

t sin(t), C ∈ R. (46)

Konštanty C1, C2 dopoč́ıtame z počiatočných podmienok.

Dosadeńım podmienky y(0) = 1 do rovnice (45) dostávame

1 = C1 + 0 ⇒ C1 = 1.

Podmienku y′(0) = 1 dosad́ıme do derivácie (46) ,

tj. do vzt’ahu

y′(t) = C1e
t cos(t)− C1e

t sin(t) + C2e
t sin(t) + C2e

t cos(t).

Potom

1 = C1 + C2 ⇒ C2 = 0.

Partikulárne riešenie je teda

y(t) = et cos(t).

Rovnicu (45) vyriešime pomocou Laplaceovej transformácie.

Obraz l’avej strany rovnice źıskame pomocou vety o derivácíı,

L {y′′(t)− 2y′(t) + 2y(t)} = s2Y (s)− sy(0)− y′(0)− 2(sY (s)− y(0)) + 2Y (s) =

= s2Y (s)− s− 2sY (s) + 1 + 3Y (s)

a vyjadŕıme Y (s)

Y (s) =
s− 1

s2 − 2s+ 2
.

Predmet y(t) k obrazu Y (s) nájdeme pomocou súčtu reźıdúı.

Charakteristický polynóm rovnice (45), s2− 2s+ 2 = 0 je polynóm 2. stupňa a má dva

komplexne združené póly s1,2 = 1± i,

y(t) =
∑

res

[
s− 1

(s− 1 + i)(s− 1− i)
est
]
s=sk

=

= lim
s→1+i

[
s− 1

(s− 1 + i)
est
]

+ lim
s→1−i

[
s− 1

(s− 1− i)
est
]

=
1

2
et(eit + e−it) =

= et cos(t).
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Potom partikulárne riešenie je v tvare

y(t) = et cos(t).

Pŕıklad 5.5 Nájdite riešenie rovnice

y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = 4e−3t, (47)

s počiatočnými podmienkami y(0) = 0, y′(0) = 0.

Jedná sa o nehomogénnu lineárnu LODR 2. rádu s konštantnými koeficientami a vy-

riešime ju pomocou neurčitých koeficientov. Pravá strana je v tvare f(t) = Pn(t)eat,

kde Pn(t) je polynóm n−tého stupňa, a ∈ R.

Všeobecné riešenie rovnice (47) má tvar

y(t) = yH(t) + yP (t),

kde yH(t) je všeobecné riešenie zhomogenizovanej rovnice a yP (t) je partikulárne riešenie

nehomogénnej rovnice a má tvar

yP (t) = tkQn(t)eat,

kde k je násobnost’ č́ısla a ako koreňa charakteristickej rovnice a Qn(t) je polynóm s

neurčitými koeficientami rovnakého stupňa ako polynóm Pn(t).

Zhomogenizujeme rovnicu (47) (tj. f(t) = 0)

y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = 0. (48)

Charakteristická rovnica má tvar λ2 + 3λ+ 2 = 0 a jej korene sú λ1 = −1, λ2 = −2.

Potom všeobecné riešenie (48) má tvar

yH(t) = C1e
−t + C2e

−2t, C1, C2 ∈ R.

Teraz nájdeme partikulárne riešenie yP (t) rovnice (47). Plat́ı f(t) = 4e−3t,

kde Pn(t) = P0(t) = 4 je polynóm 0. stupňa, a preto Qn(t) = A.

Ďalej a nie je koreňom charakteristickej rovnice, preto k = 0. Teda
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yP (t) = t0Ae−3t = Ae−3t

y′P (t) = −3Ae−3t

y′′P (t) = 9Ae−3t.

Vypoč́ıtané derivácie y′P (t), y′′P (t) spätne dosad́ıme do rovnice (47)

9Ae−3t − 9Ae−3t + 2Ae−3t = 4e−3t

2Ae−3t = 4e−3t.

Porovnáme koeficienty pri funkcii e−3t na l’avej a pravej strane a dostaneme A = 2, tj.

yP (t) = 2e−3t.

Všeobecné riešenie rovnice (47) je potom

y(t) = yH(t) + yP (t) = C1e
−t + C2e

−2t + 2e−3t, C1, C2 ∈ R.

Dopoč́ıtame konštanty C1, C2 z počiatočných podmienok.

Prvú počiatočnú podmienku dosad́ıme do všeobecného riešenia rovnice (47)

y(t) = C1e
−t + C2e

−2t + 2e−3t

a druhú počiatočnú podmienku dosad́ıme do jej derivácie

y′(t) = −C1e
−t − 2C2e

−2t − 6e−3t.

Źıskame sústavu rovńıc
0 = C1 + C2 + 2

0 = −C1 − 2C2 − 6,

z ktorej dostaneme C2 = −4, C1 = 2. Potom partikulárne riešenie rovnice (47) je v

tvare

yP (t) = 2e−t − 4e−2t + 2e−3t.

Rovnicu (47) teraz vyriešime pomocou Laplaceovej transformácie. Obraz l’avej strany

rovnice źıskame pomocou vety o derivácíı,

L {y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t)} = s2Y (s) + 3sY (s) + 2Y (s)

a obraz pravej strany rovnice źıskame použit́ım slovńıka LT.
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L
{

4e−3t
}

=
4

s+ 3
,

potom obraz rovnice (47) bude

s2Y (s) + 3sY (s) + 2Y (s) =
4

s+ 3
,

po vyjadreńı Y (s)

Y (s) =
4

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)
.

Predmet y(t) k obrazu Y (s) nájdeme pomocou súčtu reźıdúı.

Charakteristický polynóm rovnice (47) (s+ 1)(s+ 2)(s+ 3) = 0 je polynóm 3. stupňa

a má tri póly prvého rádu s1 = −1, s2 = −2, s3 = −3.

Výpočet spätnej LT pomocou reźıdúı:

y(t) =
∑

res

[
4

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)
est
]
s=sk

= lim
s→−1

[
4

(s+ 2)(s+ 3)
est
]

+ lim
s→−2

[
4

(s+ 1)(s+ 3)
est
]

+ lim
s→−3

[
4

(s+ 1)(s+ 2)
est
]

= 2e−t − 4e−2t + 2e−3t.

Potom partikulárne riešenie je v tvare

y(t) = 2e−t − 4e−2t + 2e−3t.

Pŕıklad 5.6 Nájdite riešenie rovnice

y′′(t) + 2y′(t) = t sin (t). (49)

spočiatočnými podmienkami y(0) = 0, y′(0) = 0.

Jedná sa o nehomogénnu lineárnu LODR 2. rádu s konštantnými koeficientami a pravou

stranou v tvare

f(t) = eat[Pn(t) sin (bt) +Qm(t) cos (bt)]

a vyriešime ju pomocou neurčitých koeficientov, kde Pn(t) = P1(t) je polynóm prvého

stupňa, Qm(t) je nulový polynóm a a = 0.
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Všeobecné riešenie rovnice (49) má tvar

y(t) = yH(t) + yP (t),

kde yH(t) je všeobecné riešenie zhomogenizovanej rovnice a yP (t) je partikulárne riešenie

nehomogénnej rovnice a má tvar

yP (t) = tkeat[Rr(t) sin (bt) + Sr(t) cos (bt)],

kde k je násobnost’ č́ısla a + ib ako koreňa charakteristickej rovnice a Rr(t) a Sr(t)

sú polynómy s neurčitými koeficientami rovnakého stupňa ako maximálny stupeň z

polynómov Pn(t), Qm(t), r = max{n,m}.

Zhomogenizujeme rovnicu (49) (tj. f(t) = 0)

y′′(t) + 2y′(t) = 0. (50)

Charakteristická rovnica má tvar λ2 + 2λ = 0 a jej korene sú λ1 = 0, λ2 = −2.

Potom všeobecné riešenie (50) má tvar

yH(t) = C1 + C2e
−2t, C1, C2 ∈ R.

Teraz nájdeme partikulárne riešenie yP (t) rovnice (49). Plat́ı f(t) = t sin (t),

kde Pn(t) = P1(t) = t je polynóm prvého stupňa, a preto Rn(t) = At+B,

Sn(t) = Ct + D. Ďalej a + ib = 1 a nie je koreňom charakteristickej rovnice, preto

k = 0. Teda

yP (t) = (At+B) sin (t) + (Ct+D) cos (t)

= At sin (t) +B sin (t) + Ct cos (t) +D cos (t)

y′P (t) = A(sin (t) + t cos (t)) +B cos (t) + C(cos (t)− t sin (t))−D sin (t)

y′′P (t) = A(2 cos (t)− t sin (t))−B sin (t) + C(−2 sin (t)− t cos (t))−D cos (t).

Vypoč́ıtané derivácie y′P (t), y′′P (t) spätne dosad́ıme do rovnice (49)

A(sin (t) + t cos (t)) +B cos (t) + C(cos (t)− t sin (t))−D sin (t)+

2(A(2 cos (t)− t sin (t))−B sin (t) + C(−2 sin (t)− t cos (t))−D cos (t)) = t sin (t)

(2A+ 2B + 2C −D) cos (t) + (2A− C)t cos (t)+

(2A−B − 2C − 2D) sin (t) + (−A− 2C)t sin (t) = t sin (t).

Porovnáme koeficienty pri (lineárne nezávislých) funkcíı sin (t), cos (t) a dostaneme
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A = −1

5
, B =

14

25
, C = −2

5
, D = − 2

25
.

Všeobecné riešenie rovnice (49) je potom

y(t) = yH(t) + yP (t)

= C1 + C2e
−2t − 1

5
t sin (t) +

14

25
sin (t)− 2

5
t cos (t)− 2

25
cos (t), C1, C2 ∈ R.

Dopoč́ıtame konštanty C1, C2 z počiatočných podmienok.

Prvú počiatočnú podmienku dosad́ıme do všeobecného riešenia rovnice (49)

y(t) = C1 + C2e
−2t − 1

5
t sin (t) +

14

25
sin (t)− 2

5
t cos (t)− 2

25
cos (t)

a druhú počiatočnú podmienku dosad́ıme do jej derivácie

y′(t) = −2C2e
−2t +

2

5
t sin (t)− 3

25
sin (t)− 1

5
t cos (t) +

4

25
cos (t)

Źıskame sústavu rovńıc
0 = C1 + C2 − 2

25

0 = −2C2 + 4
25
,

z ktorej dostaneme C2 = 2
25
, C1 = 0. Potom partikulárne riešenie rovnice (47) je v tvare

yP (t) =
2

25
e−2t −

1

5
t sin (t) +

14

25
sin (t)−

2

5
t cos (t)−

2

25
cos (t).

Rovnicu (49) teraz vyriešime pomocou Laplaceovej transformácie.

Obraz l’avej strany rovnice źıskame pomocou vety o derivácíı,

L {y′′(t) + 2y′(t)} = s2Y (s) + 2sY (s)

a obraz pravej strany rovnice źıskame použit́ım slovńıka LT.

L {t sin (t)} =
2s

(s2 + 1)2
,

potom obraz rovnice (49) bude

s2Y (s) + 2sY (s) =
2s

(s2 + 1)2
,

po vyjadreńı Y (s)
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Y (s) =
2

(s+ 2)(s2 + 1)2
.

Predmet y(t) k obrazu Y (s) nájdeme napŕıklad pomocou rozkladu na parciálne zlomky

s využit́ım slovńıka LT.

2

(s+ 2)(s2 + 1)2
=

A

s+ 2
+

Bx+ C

(s2 + 1)2
+
Dx+ E

s2 + 1
,

A =
2

25
, B = −2

5
, C =

4

5
, D = − 2

25
, E =

4

25
.

Potom

y(t) = L −1
{

2

25
· 1

(2 + s)
− 2

5
· s− 2

(s2 + 1)2
− 2

25
· s− 2

(s2 + 1)

}
,

obrazy uprav́ıme na tvar zo slovńıka LT

2

25
· 1

(2 + s)
⇒ eat, −1

5
· 2s

(s2 + 1)2
⇒ t sin (ωt),

4

5
· 1

(s2 + 1)2
= −2

5
· s2 − 1

(s2 + 1)2
+

2

5
· 1

(s2 + 1)
⇒ t cos (ωt) + sin (ωt),

− 2

25
· s− 2

(s2 + 1)
= − 2

25
· s

(s2 + 1)
+

4

25
· 1

(s2 + 1)
⇒ cos (ωt) + sin (ωt).

Potom

y(t) = L −1
{

2
25
· 1
(2+s)

− 1
5
· 2s
(s2+1)2

− 2
5
· s2−1
(s2+1)2

+ 2
5
· 1
(s2+1)

− 2
25
· s
(s2+1)

+ 4
25
· 1
(s2+1)

}
,

y(t) =
2

25
e−2t − 1

5
t sin (t) +

2

5
sin (t)− 2

5
t cos (t)− 2

25
cos (t) +

4

25
sin (t),

po úprave je partikulárne riešenie v tvare

y(t) =
2

25
e−2t −

1

5
t sin (t) +

14

25
sin (t)−

2

5
t cos (t)−

2

25
cos (t).
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5.3 Riešené pŕıklady sústav LODR prvého rádu

Pŕıklad 5.7 Nájdite riešenie sústavy rovńıc

y′1(t) = −3y1(t) +4y2(t) −2y3(t)

y′2(t) = 1y1(t) +y3(t)

y′3(t) = 6y1(t) −6y2(t) +5y3(t)

(51)

s počiatočnými podmienkami y′1(0) = 2, y′2(0) = 3, y′3(0) = −1.

Sústavu DR prvého rádu vyriešime metódou vlastných č́ısel a vlastných vektorov.

Sústavu (51) zaṕı̌seme do maticového tvaru

y′(t) = Ay(t), (52)

kde

A =

 −3 4 −2

1 0 1

6 −6 5


a nájdeme determinant matice (A − λI), kde I je jednotková matica, a ten polož́ıme

rovný nule.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
−3− λ 4 −2

1 −λ 1

6 −6 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(λ− 1)(λ+ 1) = 0.

Źıskame tri vlastné č́ısla charakteristickej rovnice sústavy

λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1.

Pre λ1 = 2 riešenie budeme hl’adat’ v tvare

y1(t) =

 a

b

c

 e2t.

Vypoč́ıtame jeho deriváciu

y′1(t) =

 2a

2b

2c

 e2t

a spätne dosad́ıme do maticovej rovnice (52)
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 2a

2b

2c

 e2t =

 −3 4 −2

1 0 1

6 −6 5


 a

b

c

 e2t.

Po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc

2a = −3a +4b −2c,

2b = +a +c,

2c = +a −6b +5c,

ktorý má nekonečne vel’a riešeńı s jedným volitel’ným parametrom p ∈ R, tj. riešenie

môžeme naṕısat’ v tvare

a = 0

b = p

c = 2p.

Zvoĺıme napr. b = 1, potom c = 2 a

y1(t) =

 0

1

2

 et.

Pre λ2 = 1 riešenie budeme hl’adat’ v tvare

y2(t) =

 a

b

c

 et ⇒ y′2(t) =

 a

b

c

 et

a znovu dosad́ıme do maticovej rovnice (52)

 a

b

c

 et =

 −3 4 −2

1 0 1

6 −6 5


 a

b

c

 et.

Po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc

a = −3a +4b −2c

b = +a +c

c = +a −6b +5c

⇒
a = p

b = p

c = 0,

kde p ∈ R je parameter. Pre vol’bu a = 1 máme b = 1, a teda
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y2(t) =

 1

1

0

 et.

Pre λ3 = −1 riešenie budeme hl’adat’ v tvare

y3(t) =

 a

b

c

 e−t ⇒ y′3(t) =

 −a−b
−c

 e−t.

Znovu dosad́ıme do maticovej rovnice (52)

 −a−b
−c

 e−t =

 −3 4 −2

1 0 1

6 −6 5


 a

b

c

 e−t,

po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc

−a = −3a +4b −2c

−b = +a +c

−c = +a −6b +5c

⇒
a = p

b = 0

c = −p,

kde p ∈ R je parameter. Pre vol’bu a = 1 máme c = −1, a teda

y3(t) =

 1

0

−1

 e−t.

Všeobecné riešenie sústavy rovńıc (51) je potom

y(t) = C1y1(t) + C2y2(t) + C3y3(t) = C1

 0

1

2

 e2t + C2

 1

1

0

 et + C3

 1

0

−1

 e−t.

Jednotlivé všeobecné riešenia sústavy rovńıc (51) sú

y1(t) = C2e
t + C3e

−t,

y2(t) = C1e
2t + C2e

t,

y3(t) = 2C1e
2t − C3e

−t.

(53)

Dosad́ıme počiatočné podmienky a tak źıskame systém lineárnych rovńıc

2 = C2 +C3

3 = C1 +C2

−1 = 2C1 −C3,
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ktorý má riešenie C1 = −2, C2 = 5, C3 = −3.

Dosadeńım vypoč́ıtaných konštánt do všeobecného riešenia (53) dostaneme partikulárne

riešenie sústavu rovńıc (51)

y1(t) = +5et − 3e−t,

y2(t) = −2e2t + 5et,

y3(t) = −4e2t + 3e−t.

Vyriešime nehomogénnu sústavu LODR s konštantnými koeficientami v tvare

y′1(t) = −3y1(t) +4y2(t) −2y3(t) +1

y′2(t) = 1y1(t) +y3(t) −3

y′3(t) = 6y1(t) −6y2(t) +5y3(t) +2

(54)

kde vektor pravej strany je v tvare

f(t) =

 1

−3

2

 .

Jej riešenie budeme hl’adat’ metódou variácie konštánt. Využijeme fundamentálnu ma-

ticu Y(t) źıskanú zo sústavy (51), ktorá je zhomogenizovaná k sústave (54)

Y(t) =

 0 et e−t

e2t et 0

2e2t 0 −e−t

 . (55)

Riešenie homogénnej sústavy je

y(t) = Y(t)c

a všeobecné riešenie nehomogénnej sústavy rovńıc (54) budeme hl’adat’ v tvare

y(t) = Y(t)c(t), (56)

kde sme vektor konštánt c nahradili zatial’ neurčeným vektorom funkcíı c(t).

Vektor funkcíı c(t) urč́ıme tak, že riešenie (56) aj s jeho deriváciou

y′(t) = Y′(t)c(t) + Y(t)c′(t),

dosad́ıme do sústavy (22) a dostaneme
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Y(t)c′(t) = f(t),

po úprave

c′(t) = Y−1(t)f(t),

c′(t) =

 e−2t −e−2t e−2t

−e−t 2e−t −e−t

2et −2et et


 1

−3

2

 =

 6e−2t

−9e−t

10et

 .

Integráciou dostaneme

c(t) =

∫
c′(t) dt+ C, C ∈ R,

c(t) =

 6e−2t + C1

−9e−t + C2

10et + C3

 .

Po dosadeńı vektora funkcíı c(t) do (56) dostaneme všeobecné riešenie nehomogénnej

sústavy (54) v tvare

y1(t) = C2e
t + C3e

−t + 19,

y2(t) = C1e
2t + C2e

t + 6,

y3(t) = 2C1e
2t − C3e

−t − 16.

(57)

Po dosadeńı počiatočných podmienok do (57) a vyriešeńı lineárnej sústavy rovńıc do-

staneme partikulárne riešenie pre (54) v tvare

y1(t) = −4et − 13e−t + 19,

y2(t) = e2t − 4et + 6,

y3(t) = 2e2t + 13e−t − 16.

Sústavu rovńıc (51) teraz vyriešime pomocou LT.

Na sústavu rovńıc aplikujeme Laplaceovu transformáciu a dostaneme maticovú rovnicu

v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,
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po úprave

Y(s) = (sI − A)−1 [F(s) + b] , (58)

kde

A =

 −3 4 −2

1 0 1

6 −6 5

 , I =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,F(s) = 0,b =

 2

3

−1

 .

Vyriešime maticovú rovnicu (58)

Y(s) =

 s+ 3 −4 2

−1 s −1

−6 6 s− 5


−1 2

3

−1



=
1

(s+ 1)(s− 1)(s− 2)

 s2 − 5s+ 6 4s− 8 −2s+ 4

1 + s s2 − 2s− 3 s+ 1

6s− 6 −6s+ 6 s2 + 3s− 4


 2

3

−1

 =

=
1

(s+ 1)(s− 1)(s− 2)

 s2 + 4s− 16

3s2 − 5s− 8

−s2 − 9s+ 10

 .

Spätnou Laplaceovou transformáciou dostaneme partikulárne riešenie

y(t) =

 5et − 3e−t + 0

5et + 0− 2e2t

0 + 3e−t − 4e2t

 ,

kde jednotlivé funkcie majú tvar

y1(t) = 5et − 3e−t

y2(t) = 5et − 2e2t

y3(t) = 3e−t − 4e2t.

Pre nehomogénnu sústavu rovńıc (54) s vektorom funkcíı na pravej strane

f(t) =

 1

−3

2

 .
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Źıskame jeho obraz

F(s) =


1
s
−3
s
2
s

 ,

potom obraz riešenia podl’a (58) bude

Y(s) =
1

(s+ 1)(s− 1)(s− 2)

 s2 − 5s+ 6 4s− 8 −2s+ 4

1 + s s2 − 2s− 3 s+ 1

6s− 6 −6s+ 6 s2 + 3s− 4




1
s

+ 2
−3
s

+ 3
2
s
− 1

 ,

=



−2s2 − 9s+ 19

s(1− s2)

3s2 − 11s+ 12

s(s− 1)(s− 2)

−s2 − 8 + 32

s(s+ 1)(s− 2)


Spätnou Laplaceovou transformáciou Y (s) dostaneme partikulárne riešenie pre neho-

mogénnu sústavu (54) v tvare

y1(t) = −4et − 13e−t + 19,

y2(t) = e2t − 4et + 6,

y3(t) = 2e2t + 13e−t − 16.

(59)

Pŕıklad 5.8 Nájdite riešenie sústavy rovńıc

y′1(t) = y1(t) −y2(t) +y3(t)

y′2(t) = y1(t) +y2(t) −y3(t)

y′3(t) = −y2(t) +2y3(t)

(60)

s počiatočnými podmienkami y′1(0) = 2, y′2(0) = −2, y′3(0) = 1.

Sústavu DR prvého rádu vyriešime metódou vlastných č́ısel a vlastných vektorov.

Sústavu (60) zaṕı̌seme do maticového tvaru

y′(t) = Ay(t), (61)
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kde

A =

 1 −1 1

1 1 −1

0 −1 2


a nájdeme determinant matice (A − λI), kde I je jednotková matica, a ten polož́ıme

rovný nule.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 1

1 1− λ −1

0 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(λ− 1)2 = 0.

Źıskame tri vlastné č́ısla charakteristickej rovnice sústavy

λ1 = 2, λ2,3 = 1.

Pre λ1 = 2 budeme riešenie hl’adat’ v tvare

y1(t) =

 a

b

c

 e2t, ⇒ y′1(t) =

 2a

2b

2c

 e2t

a spätne dosad́ıme do maticovej rovnice (61)

 2a

2b

2c

 e2t =

 1 −1 1

1 1 −1

0 −1 2


 a

b

c

 e2t.

Po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc

2a = +a −b +c

2b = +a +b −c
2c = −b +2c,

a jeho riešenie je b = 0, c = a = 1,

potom

y1(t) =

 1

0

1

 e2t.

Pre λ2,3 = 1 budeme riešenie hl’adat’ v tvare

y2,3(t) =

 at+ b

ct+ d

et+ f

 et ⇒ y′2,3(t) =

 a+ at+ b

c+ ct+ d

e+ et+ f

 et
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a znovu dosad́ıme do maticovej rovnice rovnice (61)

 a+ at+ b

c+ ct+ d

e+ et+ f

 et =

 1 −1 1

1 1 −1

0 −1 2


 at+ b

ct+ d

et+ f

 et,

po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc

0 = +a +d −f +ct −et
0 = +c −b +f −at et

0 = d +e −fb +ct −et,

ktorý má nekonečne vel’a riešeńı s dvomi volitel’ným parametrami p,q ∈ R, tj. riešenie

môžeme naṕısat’ v tvare

a = p

b = p+ q

c = p

d = q − p
e = p

f = q.

1. vol’ba napr. e = 1, f = 1 ⇒ d = 0, c = 1, b = 2, a = 1,

a potom

y2(t) =

 t+ 2

t

t+ 1

 et.

2. vol’ba napr. e = 0, f = 1 ⇒ d = 1, c = 0, b = 1, a = 0,

a potom

y3(t) =

 1

1

1

 et.

Všeobecné riešenie sústavy (60) je potom

y(t) = C1y1(t) +C2y2(t) +C3y3(t) = C1

 1

0

1

 e2t +

C2

 t+ 2

t

t+ 1

+ C3

 1

1

1


 et.

Jednotlivé všeobecné riešenia sústavy rovńıc (60)
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y1(t) = C1e
2t + C2te

t + 2C2e
t + C3e

t

y2(t) = C2te
t + C3e

t

y3(t) = C1e
2t + C2te

t + C2e
t + C3e

t,

(62)

Dosadeńım počiatočných podmienok do všeobecného riešenia (62) źıskame partikulárne

riešenie pre sústavu rovńıc (51)

y1(t) = 2e2t + tet

y2(t) = (t− 2)et

y3(t) = 2e2t + (t− 1)et.

Sústavu rovńıc (60) teraz vyriešime pomocou LT.

Na sústavu rovńıc (60) aplikujeme Laplaceovu transformáciu a dostaneme maticovú

rovnicu v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,

po úprave,

Y(s) = (sI − A)−1 [F(s) + b] , (63)

kde

A =

 1 −1 1

1 1 −1

0 −1 2

 , I =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,F(s) = 0,b =

 2

−2

1

 .

Vyriešime maticovú rovnicu (63)

Y(s) =

 s− 1 1 −1

−1 s− 1 1

0 1 s− 2


−1 2

−2

1

 =

=
1

(s− 1)2(s− 2)

 s2 − 3s+ 1 −s+ 1 s

−2 + s s2 − 3s+ 2 −s+ 2

−1 −s+ 1 s2 − 2s+ 2


 2

−2

1

 =

=
1

(s− 1)2(s− 2)

 2s2 − 3s

−2s+ 3

s2 − 2

 ,
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spätnou Laplaceovou transformáciou dostaneme partikulárne riešenie

y(t) =

 2e2t + tet

tet − 2et

2e2t + tet − et

 ,

kde jednotlivé výsledné funkcie

y1(t) = 2e2t + tet

y2(t) = tet − 2et

y3(t) = 2e2t + tet − et.

Pŕıklad 5.9 Nájdite riešenie sústavy rovńıc

y′1(t) = y1(t) −y2(t) −y3(t)

y′2(t) = y1(t) +y2(t)

y′3(t) = 3y1(t) +y3(t)

(64)

s počiatočnými podmienkami y′1(0) = 1, y′2(0) = −1, y′3(0) = 2.

Sústavu DR prvého rádu vyriešime metódou vlastných č́ısel a vlastných vektorov.

Sústavu (60) zaṕı̌seme do maticového tvaru

y′(t) = Ay(t), (65)

kde

A =

 1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


a nájdeme determinant matice (A − λI), kde I je jednotková matica, a ten polož́ıme

rovný nule.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 −1

1 1− λ 0

3 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(λ− 1)2 = 0.

Źıskame tri vlastné č́ısla charakteristickej rovnice sústavy

λ1 = 1, λ2,3 = 1± 2i.

Pre λ1 = 1 budeme riešenie hl’adat’ v tvare
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y1(t) =

 a

b

c

 et, ⇒ y′1(t) =

 a

b

c

 e2t

a spätne dosad́ıme do maticovej rovnice (65)

 a

b

c

 e2t =

 1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


 a

b

c

 e2t.

Po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc

a = +a −b −c
b = +a +b

c = 3a +c,

ktorý má nekonečne vel’a riešeńı s jednýn volitel’ným parametrom p ∈ R, tj. riešenie

môžeme naṕısat’ v tvare

a = 0

b = p

c = −p,

zvoĺıme napr. b = 1, ⇒ a = 0, c = −1,

potom

y1(t) =

 0

1

−1

 et.

Pre λ2 = 1 + 2i budeme riešenie hl’adat’ v tvare

y2,3(t) =

 a

b

c

 e(1+2i)t ⇒ y′2(t) =

 a

b

c

 (1 + 2i)e(1+2i)t

a znovu dosad́ıme do maticovej rovnice rovnice (65)

(1 + 2i)

 a

b

c

 e(1+2i)t =

 1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


 a

b

c

 e(1+2i)t,

po úprave dostávame systém lineárnych rovńıc
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a+ 2ai = +a −b −c
b+ 2bi = +a +b

c+ 2ci = 3a +c,

ktorý má nekonečne vel’a riešeńı s volitel’ným parametrom p ∈ R, tj. riešenie môžeme

naṕısat’ v tvare

a = 2ip
3

b = p
3

c = p,

zvoĺıme napr. c = 3, ⇒ b = 1, a = 2i,

potom

y2(t) =

 2i

1

3

 e(1+2i)t ⇒ y3(t) =

 −2i

1

3

 e(1−2i)t

pomocou Eulerového vzt’ahu eati = cos (at) + i sin (at) dostaneme

y2(t) =

 2i

1

3

 et(cos (2t) + i sin (2t)) =

 2i cos (2t) −2 sin (2t)

cos (2t) +i sin (2t)

3 cos (2t) +3i sin (2t)

 ,

ktoré rozdeĺıme na reálnu a imaginárnu čast’ a všeobecné riešenie sústavy (64) je potom

y(t) = y1(t) + Re{y2(t)}+ Im{y2(t)}

=

C1

 0

1

−1

+ C2

 −2 sin (2t)

cos (2t)

3 cos (2t)

+ C3

 2 cos (2t)

sin (2t)

3i sin (2t)


 et.

Jednotlivé všeobecné riešenia sústavy rovńıc (64)

y1(t) = et[−2C2 sin (2t) + 2C3 cos (2t)],

y2(t) = et[C1 + C2 cos (2t) + C3 sin (2t)],

y3(t) = et[−C1 + 3C2 cos (2t) + 3C3 sin (2t)].

(66)

Dosadeńım počiatočných podmienok do všeobecného riešenia (66) źıskame partikulárne

riešenie pre sústavu rovńıc (64)

y1(t) = et 1
2
[− sin (2t) + 2 cos (2t)],

y2(t) = et 1
4
[−5 + cos (2t) + 2 sin (2t)],

y3(t) = et 1
4
[5 + 3 cos (2t) + 6 sin (2t)].
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Sústavu rovńıc (64) teraz vyriešime pomocou LT.

Na sústavu rovńıc (64) aplikujeme Laplaceovu transformáciu a dostaneme maticovú

rovnicu v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,

po úprave,

Y(s) = (sI − A)−1 [F(s) + b] , (67)

kde

A =

 1 −1 −1

1 1 0

3 0 1

 , I =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,F(s) = 0,b =

 1

−1

2

 .

Vyriešime maticovú rovnicu (67)

Y(s) =

 s− 1 1 1

−1 s− 1 0

−3 0 s− 1


−1 1

−1

2

 =

=
1

(s− 1)(s2 − 2s+ 5)

 s2 − 2s− 11 −s+ 1 −s+ 1

s− 1 s2 − 2s+ 4 −1

−3s− 3 −3 s2 − 2s+ 2


 1

−1

2

 =

=
1

(s− 1)(s2 − 2s+ 5)

 s2 − 3s+ 2

−s2 + 3s− 7

2s2 − s+ 4

 ,

spätnou Laplaceovou transformáciou dostaneme partikulárne riešenie

y(t) =

 −
1
2

sin (2t)et + cos (2t)et

−5
4

+ 1
4

cos (2t)et + 1
2

sin (2t)et

5
4

+ 3
4

cos (2t)et + 3
2

sin (2t)et

 ,

kde jednotlivé výsledné funkcie

y1(t) = et 1
2
[− sin (2t) + 2 cos (2t)],

y2(t) = et 1
4
[−5 + cos (2t) + 2 sin (2t)],

y3(t) = et 1
4
[5 + 3 cos (2t) + 6 sin (2t)].

Pŕıklady boli čerpané z [1]
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5.4 Model paralelného obvodu RL

Je daný elektrický obvod na obrázku 5.4.1. Nájdite časové závislosti prúdu v jednot-

livých vetvách obvodu, ak je v čase t = 0 s, i1(0) = i2(0) = 0A. Kde R1 = 20 Ω,

R2 = 10 Ω, R3 = 20 Ω, L1 = 4 H, L2 = 2 H, U = 120 V.

Obr. 5.4.1. Schéma paralelného elektrického obvodu RL

Podl’a prvého Kirchhoffovho zákona: Súčet prúdov vstupujúcich do uzla sa rovná

súčtu prúdov z uzla vystupujúcich (súčet prúdov v ktoromkol’vek uzle elektrického

obvodu sa rovná nule)
n∑
k=1

ik = 0.

Pre uzol K, potom i3(t) = i1(t) + i2(t).

Podl’a druhého Kirchhoffovho zákona: Súčet napät́ı zdrojov v uzavretej sl’učke sa

rovná súčtu úbytkov napät́ı na spotrebičoch (celkový súčet napät́ı v uzavretej slučke

sa rovná nule).
n∑
i=1

Ui = 0.

Napätie na odpore podl’a Ohmovho zákona

U = RI

a napätie na cievke (induktore) je podl’a Faradayovho zákona elektromagnetickej in-

dukcie

U = L
di(t)

dt
, (68)
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potom plat́ı

pre sl’učku J,K,N,P,J :

−U + L2
di2(t)

dt
+R2i2(t) +R3[i1(t) + i2(t)] = 0,

pre sl’učku K,L,M,N,K :

−R2i2(t)− L2
di2(t)

dt
+ L1

di1(t)

dt
+R1i1(t) = 0.

Po dosadeńı a úprave dostaneme nehomogénnu sústavu dvoch rovńıc prvého rádu s

konštantnými koeficientami, ktorú vyriešime pomocou Laplaceovej transformácie.

i′1(t) = −10i1(t)− 5i2(t) + 30,

i′2(t) = −10i1(t)− 15i2(t) + 60,

na sústavu rovńıc aplikujeme Laplaceovu transformáciu a dostaneme maticovú rovnicu

v tvare

sI(s) = AI(s) + F(s) + b,

po úprave,

I(s) = (sE − A)−1 [F(s) + b] , (69)

kde

A =

(
−10 −5

−10 −15

)
, E =

(
1 0

0 1

)
,F(s) =

(
30
s
60
s

)
,b = 0.

Potom

I(s) =

(
s+ 10 5

10 s+ 15

)−1(
30
s
60
s

)
=

=
1

(s+ 20)(s+ 5)

(
s+ 15 −5

−10 s+ 10

)(
30
s
60
s

)
=

=


30

s(s+ 20)
60

s(s+ 20)

 .

Pomocou spätnej LT źıskame časovú závislost’ prúdov v jednotlivých vetvách, ktoré sú

zobrazené v grafe na obrázku 5.4.2.

i1(t) = 3
2
(1− e−20t),

i2(t) = 3(1− e−20t),

i3(t) = 9
2
(1− e−20t).
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A kedže prúd nie je konštantný, tak sa na cievke indukuje napätie podl’a (68).
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Obr. 5.4.2. Graf priebehu prúdov pre uzol K.

UL1 = L1
di1(t)

dt
= 120e−20t,

UL2 = L2
di2(t)

dt
= 120e−20t.
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Obr. 5.4.3. Graf priebehu napätia na cievkach
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5.5 Model odpruženia kolesa automobilu

Ide o jedno-dimenzionálny vertikálny pohyb jednej štvrtiny váhy automobilu nad jedným

kolesom. Štvorkolesový automobil s váhou 1580 kg, vrátane štyroch kolies, kde jedno

koleso má váhu 20 kg, potom pre jednu štvrtinu karosérie auta m2 = 375 kg a koleso

m1 = 20 kg. Tuhost’ pružiny karosérie je ks = 130 000 N
m

, koeficient útlmu b = 9 800 N ·s
m

,

tuhost’ pneumatiky kolesa kw = 1 000 000 N
m

a nulové počiatočné podmienky.

Podl’a Newtonového pohybového zákona plat́ı, že sila F sa rovná časovej zmene

Obr. 5.5.1. Schéma modelu
odpruženia

Obr. 5.5.2. Podrobná schéma
modelu odpruženia

hybnosti p a suma všetkých śıl pôsobiacich na teleso sa rovná výslednej sile pôsobiacej

na toto teleso. Potom pre jedno-dimenzionálny pohyb plat́ı

F = m
dv

dt
= ma.

Po použit́ı tohto zákona máme sústavu dvoch LODR druhého rádu s konštantnými

koeficientami v tvare
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m1x
′′(t) = −kw[x(t)− r(t)] + ks[y(t)− x(t)] + b[y′(t)− x′(t)],

m2y
′′(t) = −ks[y(t)− x(t)]− b[y′(t)− x′(t)].

(70)

Túto sústavu rovńıc prevedieme na sústavu štyroch rovńıc prvého rádu podl’a (28),

potom

x(t) = x1(t) y(t) = x3(t)

x′1(t) = x2(t) x′3(t) = x4(t)
(71)

x′1(t) = x2(t)

x′2(t) = − kw
m1

[x1(t)− r(t)] + ks
m1

[x3(t)− x1(t)] + b
m1

[x4(t)− x2(t)]
x′3(t) = x4(t)

x′4(t) = − ks
m2

[x3(t)− x1(t)]− b
m2

[x4(t)− x2(t)]

(72)

po úprave

x′1(t) = x2(t)

x′2(t) = −kw−ks
m1

x1(t)− b
m1
x2(t) + ks

m1
x3(t) + b

m1
x4(t) + kw

m1
r(t)

x′3(t) = x4(t)

x′4(t) = ks
m2
x1(t) + b

m2
x2(t)− ks

m2
x3(t)− b

m2
x4(t)

(73)

Po dosadeńı máme nehomogénnu sústavu štyroch rovńıc prvého rádu s konštantnými

koeficientami, kde pravá strana je Diracov impuls δ(t) a vzriešime ju pomocou Lapla-

ceovej transformácie. Na sústavu rovńıc (72) aplikujeme Laplaceovu transformáciu a

dostaneme maticovú rovnicu v tvare

sY(s) = AY(s) + F(s) + b,

po úprave,

Y(s) = (sE − A)−1 [F(s) + b] , (74)

kde

A =


0 1 0 0

−56500 −490 6500 490

0 0 0 1
1040
3

392
15

−1040
3
−392

15

 , E =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,F(s) =


0

0

50000

0

 ,

b = 0.

Vyriešime maticovú rovnicu (74). Plat́ı

Y(s) =


s −1 0 0

56500 s+ 490 −6500 −490

0 0 s −1

−1040
3

−392
15

1040
3

s+ 392
15


−1

0

0

50000

0

 =
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=
5000

s4 + 7742
15
s3 + 170540

3
s2 + 3920·103

3
s+ 52·106

3


s2 + 392

15
s+ 1040

3

s3 + 392
15
s2 + 1040

3
s

392
15
s+ 1040

3
392
15
s2 + 1040

3
s

 . (75)

Spätnou Laplaceovou transformáciou obrazu Y(s) dostaneme výslednú vektorovú fun-

kciu y(t) pre vstupný Diracov impuls, ktorá ma tvar

y(t) = L −1{Y(s)} =


x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

 .

Neznáma funkcia x(t) zodpovedá podl’a substitúcie (71) funkcii x1(t) vektoru y(t) a

neznáma funkcia y(t) zodpovedá funkcii x3(t) vektoru y(t). Časove priebehy funkcíı

y(t) = 0.0953187 + (0.0656706 − 0.0526542i)
(
−e(−12.5822−15.6136i)t

)
+

−(0.0656706 + 0.0526542i)e(−12.5822+15.6136i)t+

−0.00380027e−372.592t + 0.0398229e−118.343t,

x(t) = (0.00792949 − 0.0135496i)e(−12.5822+15.6136i)t+

+(0.00792949 + 0.0135496i)e(−12.5822−15.6136i)t+

+0.0526283e−372.592t − 0.163806e−118.343t + 0.0953187

sú znázornené na nasledujúcom obrázku 5.5.3 .
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Obr. 5.5.3. Graf priebehu pohybu telesa m1 (koleso) a m2 (karoséria) ako
reakcia systému na Diracov impuls
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Teraz budeme uvažovat’ situáciu, že koleso auta vybehne na chodńık o výške h a vyge-

neruje silu, ktorá pôsob́ı na systém, takže pravá strana (vstup) bude funkcia h(t) = 1

a jej obraz H(s) = 1
s
, ktorým vynásob́ıme vektor obrazov (75) a budeme hl’adat’ fun-

kcie xh(t), yh(t) ako riešenie sústavy (70) s pravou stranou h(t). Po spätnej LT obrazu

Y (s)H(s), potom

yh(t) = L −1{Y(s)H(s)} =


x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

 ,

kde yh(t) je vektor riešeńı pre sústavu rovńıc (72) s pravou stranou h(t), takže funkcia

xh(t) zodpovedá podl’a (71) funkcii x1(t) (pohyb kolesa) a funkcia yh(t) zodpovedá

funkcii x3(t) (pohyb karosérie). Časové priebehy funkcíı

yh(t) = (0.656706 − 0.526542i)
(
−e(−12.5822−15.6136i)t

)
+

−(0.656706 + 0.526542i)e(−12.5822+15.6136i)t − 0.0380027e−372.592t+

+0.398229e−118.343t + 0.953187,

xh(t) = (0.0792949 − 0.135496i)e(−12.5822+15.6136i)t+

+(0.0792949 + 0.135496i)e(−12.5822−15.6136i)t+

+0.526283e−372.592t − 1.63806e−118.343t + 0.953187.

sú znázornené na nasledujúcom obrázku 5.5.4.
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Obr. 5.5.4. Graf priebehu pohybu telesa m1 (koleso) a m2 (karoséria) ako
reakcia systému na jednotkový skok h(t)

Pŕıklady boli vybrané z [7][5].
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ZÁVER

Hlavným ciel’om bakalárskej práce bolo ukázat’ použitie Laplaceovej transformácie pri

riešeńı lineárnych diferenciálnych rovńıc s konštantnými koeficientami a ich sústav,

ktorými popisujeme chovanie dynamických systémov ako sú jednoduché, či rozvetvené

elektrické obvody, pohybové mechanické deje, alebo aplikácie v ekonomike, biológii,

chémii a vel’a d’aľśıch. V práci som sa práve preto zaoberal rôznymi metódami riešenia

týchto rovńıc a ich sústav.

Ukázalo sa, že Laplaceova transformácia je vel’mi užitočný matematický aparát, na-

priek tomu v niektorých pŕıpadoch je výhodneǰsie použit’ iné metódy. Jednou z nich je

metóda variácie konštánt, ktorá je výpočetne náročneǰsia, ale univerzálneǰsia v tom, že

dokáže riešit’ aj iné typy diferenciálnych rovńıc. Ďalej som popisoval metódu neurčitých

koeficientov, ktorá je najmenej univerzálna, pretože je použitel’ná iba pre špeciálny tvar

pravej strany. Všetky uvedené metódy su poṕısané v teoretickej časti.

V praktickej časti som najskôr použit́ım Laplaceovej transformácie odvodil obrazy nie-

ktorých základných funkcíı zo slovńıka LT. Potom som vyriešil vybrané typy LODR

s konštantnými koeficientami a ich sústavy rôznými metódami. V poslednej časti ba-

kalárskej práce som sa venoval dynamickým systémom poṕısaných sústavami LODR,

kde som využil prevod dvoch rovńıc druhého rádu na sústavu štyroch rovńıc, čo viedlo

k jednoduchšiemu výpočtu.

Celú bakalársku prácu som ṕısal v typografickom systéme LATEX, k vykreslovaniu gra-

fov a vykonaniu zložiteǰśıch výpočtov som použil prostredie Wolfram Mathematica,

zdrojové súbory sú uvedené v priloženom CD.
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ZOZNAM POUŽITÝCH SYMBOLOV A SKRATIEK

N množina prirodzených č́ısel

N0 množina prirodzených č́ısel s nulou

R množina reálnych č́ısel

C množina komplexných č́ısel

L0 množina predmetov v Laplaceovej transformácii

L operátor Laplaceovej transformácie

L −1 operátor spätnej Laplaceovej transformácie

A−1 inverzná matica k matici A

x ∈M x patŕı do M

i imaginárna jednotka

ODR obyčajná diferenciálna rovnica

LODR lineárna obyčajná diferenciálna rovnica

resp. respekt́ıve

tj. to jest
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Obr. 5.5.2. Podrobná schéma modelu odpruženia ............................................... 64

Obr. 5.5.3. Graf priebehu pohybu telesa m1 (koleso) a m2 (karoséria) ako reakcia
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