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ABSTRAKT 

Bakalářská práce se zabývá úlohami z diferenciálního počtu funkce dvou proměnných, 

konkrétně úlohami na výpočet diferenciálu, Taylorova polynomu a lokálních extrémů. Jed-

nak uvádí výběr příkladů často se vyskytujících v literatuře, jednak za pomoci softwaru 

Wolfram Mathematica vytváří úlohy nové, splňující požadavek snadné řešitelnosti. Příno-

sem této práce je hlavně použití nově nalezených úloh pro výukové účely. 

 

Klíčová slova: diferenciální počet funkcí dvou proměnných, lokální extrémy, Taylorův 

polynom, diferenciál, Wolfram Mathematica 8.0. 

 

 

 

 

ABSTRACT 

This bachelor thesis deals with examples from differential calculus of two variables, name-

ly examples of differential, Taylor polynomial and local extrema. It shows some selected 

examples which can be frequently seen in literature. Further, new examples are found with 

help of software Wolfram Mathematica so that demand of easy solvability is satisfied. The 

contribution of this thesis is mainly in use of the newly found examples for teaching pur-

poses. 

 

Keywords: differential calculus of two variables, local extrema, Taylor polynomial, diffe-

rential, Wolfram Mathematica 8.0. 
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ÚVOD 

Bakalářská práce se zabývá hledáním lehce řešitelných úloh týkajících se diferenciálu, Ta-

ylorova polynomu a lokálních extrémů reálných funkcí dvou reálných proměnných. Cílem 

práce je najít takové úlohy, aby jejich výsledky vycházely nekomplikovaně a mohly být 

použity pro výukové účely.  

Práce je rozdělena do dvou základních částí, a to teoretické a praktické. V teoretické části 

bakalářské práce jsou objasněny pojmy a definice týkající se výpočtu lokálních extrémů 

reálných funkcí dvou reálných proměnných, totálního diferenciálu i Taylorova polynomu, 

které jsou zaznamenány do jednotlivých kapitol. Na konci každé kapitoly je uveden vzoro-

vý příklad, který slouží k pochopení metody výpočtu dané úlohy.  

Praktická část práce je zaměřena hlavně na programy vytvořené pomocí softwaru Wolfram 

Mathematica.  Ve všech kapitolách, které se týkají jedné z metod výpočtu uvedených výše, 

je popsán zdrojový kód programu a výsledky, které jsou pro přehlednost zapsány do tabu-

lek.  
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I.  TEORETICKÁ ČÁST 
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1 LOKÁLNÍ EXTRÉMY REÁLNÝCH FUNKCÍ DVOU REÁLNÝCH 

PROMĚNNÝCH 

Předpokládáme, že čtenář rozumí pojmům, jako jsou parciální derivace, determinant mati-

ce nebo limita funkce. 

Jednou z nejdůležitějších částí diferenciálního počtu je vyšetřování extrémů funkcí. Je to-

mu tak proto, že v každodenním životě se setkáváme s řešením extremálních úloh. Např. 

každé ekonomické rozhodování se řídí pravidlem minimalizace nákladů a maximalizace 

zisku. Rovněž přírodovědné děje probíhají tak, že jistá veličina nabývá nejmenší nebo nej-

větší hodnoty [1].  

Definice 1. 1. ([1]) 

Funkce RRf 2:  nabývá v bodě A 2R  lokálního maxima (minima), jestliže existuje 

okolí bodu )(AO  bodu A takové, že pro každé  AOx  platí )()( Afxf   

( )()( Afxf  ). 

Jsou-li v těchto vztazích pro 0x ostré nerovnosti, mluvíme o ostrých lokálních maximech 

a minimech. 

Definice 1. 2. ([1]) 

Nechť RRf 2: . Řekneme, že bod A 
2R je stacionární bod funkce f, jestliže v bodě A 

existují všechny parciální derivace funkce f a platí: 

,0)( 



A

x

f

i

  .2,1i  

Věta 1.1. (Nutná podmínka existence lokálního extrému) ([1]) 

Nechť RRf 2:  má v bodě A 
2R lokální extrém. Pak všechny parciální derivace 

funkce, které v tomto bodě existují, jsou rovny nule. 

Věta 1.2. (Postačující podmínka pro existenci lokálního extrému) ([8]) 

Nechť funkce RRf 2:  má v bodě ],[ 00 yx  a nějakém jeho okolí spojité parciální deri-

vace druhého řádu a nechť ],[ 00 yx  je její stacionární bod. Označíme symbolem H následu-

jící determinant 
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),x(),x(

),x(),x(
),x(

0000

0000

00 yfyf

yfyf
yH

yyxy

xyxx




 . 

Nastane právě jedna z možností: 

 ),x( 00 yH > 0 a ),x( 00 yf xx
 > 0. Potom má funkce f v bodě ],[ 00 yx  ostré lokální 

minimum.  

 ),x( 00 yH > 0 a ),x( 00 yf xx
 < 0. Potom má funkce f v bodě ],[ 00 yx  ostré lokální 

maximum.  

 ),x( 00 yH < 0. Potom funkce f nemá v bodě ],[ 00 yx  extrém.  

 ),x( 00 yH = 0. Pak nelze rozhodnout o existenci a druhu lokálního extrému pomocí 

druhých parciálních derivací. 

Poznámka 1.1. 

Determinant ),x( 00 yH , který je uveden ve Větě 1.2 se nazývá Hessův determinant neboli 

Hessián. 

Vzorový příklad ([5]): 

 

xxyxyxyxf 52),( 23   

 

1. Vypočítáme parciální derivace 

 

xxyf

yyxf

y

x

22

523

'

22'




 

 

2. Parciální derivace položíme rovny nule, abychom našli stacionární body. 

022

523 22





xxy

yyx
 

Z druhé rovnice: 

 

0)1(2 yx  

Z toho plyne, 10  yx  

 

Do první rovnice dosadíme 0x : 
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61

2

242

052

2/1

2








y

y

yy

 

 

Dále dosadíme do první rovnice 1y : 

2

63

063

2

2







x

x

x

 

 

Nalezli jsme čtyři stacionární body  

 

]1 ,2[],1 ,2[],61 ,0[],61 ,0[  DCBA  

 

3. Vypočítáme druhé parciální derivace: 

 

xf

yf

xf

yy

xy

xx

2

22

6







 

 

 

4. Vypočítáme Hessův determinant: 

xy

yx
yxH

222

226
),(




  

 

Za x a y dosadíme souřadnice jednotlivých stacionárních bodů. 

24
220

026
)(

24
220

026
)(

24
062

620
)(

24
062

620
)(

















DH

CH

BH

AH

 

 



UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky 14 

 

26)(

26)(

0)(

0)(









Df

Cf

Bf

Af

xx

xx

xx

xx

 

 

 

V bodě C nastává minimum funkce f, v bodě D nastává maximum funkce f, v bodě A a B 

nenastává lokální extrém. 
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2 DIFERENCIÁL 

2.1 Totální diferenciál 

Definice 2.1.1 ([10]) 

O funkci ),( yxfz  řekneme, že je v bodě  00 , yx  diferencovatelná nebo má v tomto bo-

dě totální diferenciál, je-li možno jejímu přírůstku ),(),( 0000 yxfkyhxfz  dát 

v určitém okolí bodu  00 , yx  tvar 

),( khBkAhz  , 

 kde A, B jsou konstanty, 22 kh   a 0),(lim

0
0






kh

k
h

 .  

Definice 2.1.2 ([10]) 

Je-li funkce ),( yxfz   v ],[ 00 yx diferencovatelná, nazývá se výraz 

dy
y

f
dx

x

f
dz









    

totální diferenciál funkce ),( yxfz  .  

Poznámka 2.1.2 

Přírůstky dx a dy můžeme napsat jako )(d 0xxx  nebo )(d 0yyy  . Pokud je funkce f 

hladká tzn., že na otevřené množině M má funkce f spojité všechny parciální derivace 1. 

řádu, potom má funkce f v každém tomto bodě množiny M diferenciál 

.),(),(),(d dyyxfdxyxfyxf yx
  

Totální diferenciál se využívá mimo jiné i pro přibližný výpočet funkčních hodnot, které se 

vypočítají pomocí vzorce 

).)(,())(,(),(),( 00000000 yyyxfxxyxfyxfyxf yx   
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Vzorový příklad ([11]): 

]2 ,3[ ,),(
22




 A
xy

yx
yxf  

1. Vypočítáme parciální derivace 1. řádu  

22

22

22

22

)()(2

)()(2

yx

xyxxyy
f

yx

yyxxyx
f

y

x







 

2. Dosadíme bod A do parciálních derivací 1. řádu 

12

13

18

13





y

x

f

f

 

3. Do rovnice totálního diferenciálu dosadíme hodnoty z předchozích vztahů 

yxyxf d
12

13
d

18

13
),(d    

 

2.2 Diferenciály vyšších řádů 

Definice 2.3 ([10]) 

Nechť funkce ),( yxfz   má v okolí bodu  00 , yx  totální diferenciál a nechť parciální 

derivace  

),( ),,( yx
y

f
yx

x

f








 

mají totální diferenciál v bodě  00 , yx . Pak říkáme, že ),( yxf má v bodě  00 , yx  totální 

diferenciál druhého řádu (stručně jen druhý diferenciál). Tímto diferenciálem rozumíme 

výraz  

).,(),(2),(d 002

2
2

00

2

002

2
22 yx

y

f
kyx

yx

f
hkyx

x

f
hz














  

Místo h a k píšeme často dx, dy.  
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Definice 2.4 ([10]) 

Nechť ),( yxf a všechny její parciální derivace do (n-2)-ho řádu mají v okolí bodu  00 , yx  

totální diferenciál. Nechť parciální derivace (n-1)-ního řádu mají totální diferenciál v bodě 

 00 , yx  . Pak říkáme, že funkce ),( yxf má v bodě  00 , yx  totální diferenciál n-tého řádu 

(stručně n-tý diferenciál), a tímto diferenciálem rozumíme výraz 

.
1

...
1

d
1

1

1

1

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n

y

f
k

yx

f
hk

n

n

yx

f
kh

n

x

f
hf

y
k

x
hz































































   

Vzorový příklad ([11]) : 

yx

yx
yxf




),(  

1. Vypočítáme parciální derivace 1. a 2. řádu 

3

3

3

2

2

)(

4

)(

)(2

)(

4

)(

2

)(

2

yx

x
f

yx

yx
f

yx

y
f

yx

x
f

yx

y
f

yy

xy

xx

y

x






















 

2. Do rovnice totálního diferenciálu druhého řádu dosadíme hodnoty z předchozích 

vztahů 

2

33

2

3

2 d
)(

4
dxd

)(

)(4
d

)(

4
),(d y

yx

x
y

yx

yx
x

yx

y
yxf












  
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3 TAYLORŮV POLYNOM 

Věta 3.1 ([10]) 

Nechť funkce ),( yxfz   má v každém bodě uzavřené úsečky u, spojující body  00 , yx , 

],[ 00 kyhx  , totální diferenciály do (n+1)-ního řádu včetně. Pak 

,
!

),(

...
!1

),(

),(),( 1

00

1

00

0000 









































 n

n

R
n

yxf
y

k
x

hyxf
y

k
x

h

yxfkyhxf

 kde (nejčastěji používaný) Lagrangeův tvar zbytku 1nR  je 

.
)!1(

),(

1

1

























n

dcf
y

k
x

h

R

n

n  

Přitom bod [c, d] je (blíže nikterak neurčeným) vnitřním bodem uvedené úsečky u. Indexy 

00 , yx , resp. c, d vyznačují, v kterém bodě je třeba počítat derivace.  

Funkci  

!

),(

...
!1

),(

),(),(

00

1

00

00
n

yxf
y

k
x

hyxf
y

k
x

h

yxfyxT

n

n








































  

nazýváme Taylorovým polynomem n-tého stupně. 

Poznámka 3.1 

Funkce 1nR neboli Taylorův zbytek vzniká, když funkci f nahradíme Taylorovým polyno-

mem. Vzniklou chybu nedokážeme spočítat, ale v mnoha případech ji umíme alespoň od-

hadnout.  

Taylorův polynom slouží pro přibližný výpočet funkčních hodnot dané funkce v okolí bo-

du   00 , yx . 
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Vzorový příklad ([11]): 

Spočtěte Taylorův polynom ),(1 yxT  funkce )37ln(),( yxyxf   v bodě ]2 ,1[A  

1. Vypočítáme parciální derivace dané funkce a jejich přírůstky 

)2(d

)1(d

37

3

37

7













yy

xx

yx
f

yx
f

y

x

 

2. Dosadíme bod A do parciálních derivací 

 

  32 ,1

72 ,1





y

x

f

f
 

3. Vypočítáme diferenciál v bodě A 

  137)2(3)1(72 ,1d  yxyxf  

4. Dosadíme do vzorce pro Taylorův polynom 

137),(1  xyxT  
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II.  PRAKTICKÁ ČÁST 
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4 PŘÍKLADY NA VÝPOČET LOKÁLNÍCH EXTRÉMŮ 

V této části bakalářské práce jsem nejprve vytipovala skupiny lokálních extrémů, podle 

způsobu řešení rovnic vedoucích ke stacionárním bodům. Nalezla jsem tři způsoby výpo-

čtu, které jsem nazvala: „Výpočet stacionárních bodů založený na dosazovací metodě“, 

„Výpočet stacionárních bodů založený na řešení kvadratické rovnice“ a „Výpočet stacio-

nárních bodů pomocí rozkladu“. 

4.1 Výpočet stacionárních bodů založený na dosazovací metodě 

První skupina pro výpočet stacionárních bodů je založena na  metodě řešení soustavy dvou 

rovnic o dvou neznámých pomocí dosazování. Tzn., že se z jedné rovnice vyjádří jedna 

proměnná, která se následně dosadí do druhé rovnice. Jedná se o nejjednodušší způsob 

výpočtu stacionárních bodů. Viz. Příklad 1.1.  

4.1.1 Řešené příklady z uvedených zdrojů 

Příklad 1.1 ([5]): yxyxyxyxf 2532),( 22   

0262

0522

262

522

'

'









yx

yx

yxf

yxf

y

x

 

Z jedné rovnice vyjádříme x a dosadíme do druhé. 

026
2

104

2

52







y
y

y
x

 

Příklad 1.2 ([5]):  yxyxxyyxf  22 232),(  

Příklad 1.3 ([7]):  23 33),( yxyxyxf   

Příklad 1.4 ([3]):  xyyxyxf 3),( 33    

Příklad 1.5 ([5]):  1232),( 33  yxyxyxf  

Příklad 1.6 ([2]):  yxxyyxyxf 96),( 22   
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4.1.2 Řešení pomocí softwaru Wolfram Mathematica 8.0 

4.1.2.1 Popis programu 

Nejprve jsem si naprogramovala vlastní funkci Vypocet a za ní v hranatých závorkách 

vstupní proměnné funkce [a_,b_,c_], které symbolizují hledané koeficienty. Funkce Vypo-

cet je naprogramována pomocí funkce Module, kde jsou umístěny všechny příkazy. 

Jako první jsem ve zdrojovém kódu programu nadefinovala funkci, se kterou budu praco-

vat. Následuje výpočet parciálních derivací podle x i y, které jsou důležité pro výpočet sta-

cionárních bodů. Ty se spočítají pomocí funkce Solve, kterou má Mathematica implemen-

tovanou. Potom je naprogramován Hessův determinant. Je zde ošetřeno, že Hessián každé-

ho stacionárního bodu musí být větší než -200 a zároveň menší než 200. Viz. Obr. 1. 

 

Obr. 1. Vytvoření funkce 

Následuje cyklus For, který prochází stacionární body a dosazuje je do Hessiánu, který se 

ukládá do pomocné proměnné, aby se následně použil v podmínce. V další fázi programu 

jsem se zabývala, již podmínkami, díky nimž budou vycházet stacionární body jako celá 

čísla. Stacionární body jsem proto otestovala funkcí, která testuje, zda jsou zadané čísla 

čísly celými. Ta se nazývá IntegerQ. Také je v podmínce ošetřeno, aby se Hessián 

nerovnal nule. Pokud by se rovnal nule, nelze rozhodnout o existenci a typu lokálního 

extrému pomocí druhých parciálních derivací. Poslední podmínka ověřuje nenulovost 
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hledaných koeficientů. Koeficienty se nesmí rovnat nule, protože soustava rovnic, která 

vede ke stacionárním bodům, by byla příliš jednoduchá.  

Jestliže jsou podmínky splněny, program vypíše na výstup hledané koeficienty, stacionární 

body, Hessův determinant, funkční hodnotu a nakonec pro každý stacionární bod lokální 

extrém. 

 

Obr. 2. Podmínka pro testování, zda jsou koeficienty celá čísla 

Pod funkcí Vypocet se nachází cyklus For, který slouží k procházení koeficientů a, b, c. 

Koeficienty se prochází od -10 do 10. V cyklu For  se volá funkce Vypocet a díky ní dostá-

váme výsledky na výstup. 
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Obr. 3. Prohledávání koeficientů 

 

4.1.2.2 Výsledky  

Pro otestování rovnic jsem si zvolila Příklad 1.3, kde jsem místo konkrétních reálných čísel 

dosadila koeficienty a až c. Koeficienty se procházely v rozmezí od -10 do 10. 

Po proběhnutí programu dostáváme na výstup výsledky, které jsem pro přehlednost zapsala 

do tabulky. Tabulka má pět sloupců, v prvním sloupci je zapsaná funkce, se kterou jsem 

pracovala, v druhém sloupci jsou zaznamenány koeficienty funkce, třetí sloupec obsahuje 

stacionární body funkce pro dané koeficienty, ve čtvrtém sloupci je pro daný stacionární 

bod zapsaný extrém a v pátém sloupci je zapsána funkční hodnota jen pro stacionární body 

s extrémem. Pokud je v tabulce napsáno, že nenastal extrém, znamená to, že Hessův de-

terminant je menší než nula. 

Tab. 1. Nové příklady pro lokální extrémy funkce dvou proměnných – dosazovací metoda 

Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c 

23),( cybxyaxyxf    

-6 -6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, 3] Lokální maximum 3 

-6 -6 1 
[-1, 3] Lokální minimum -3 

[0, 0] Nenastal extrém   

-6 6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, -3] Lokální maximum 3 

-6 6 1 
[-1, -3] Lokální minimum -3 

[0, 0] Nenastal extrém   

-3 -6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, 6] Lokální maximum 12 

-3 -6 1 
[-2, 6] Lokální minimum -12 

[0, 0] Nenastal extrém   

-3 6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, -6] Lokální maximum 12 

-3 6 1 
[-2, -6] Lokální minimum -12 

[0, 0] Nenastal extrém   
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c 

23),( cybxyaxyxf    

-2 -6 -3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, 1] Lokální maximum 1 

-2 -6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[3, 9] Lokální maximum 27 

-2 -6 1 
[-3, 9] Lokální minimum -27 

[0, 0] Nenastal extrém   

-2 -6 3 
[-1, 1] Lokální minimum -1 

[0, 0] Nenastal extrém   

-2 6 -3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, -1] Lokální maximum 1 

-2 6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[3, -9] Lokální maximum 27 

-2 6 1 
[-3, -9] Lokální minimum -27 

[0, 0] Nenastal extrém   

-2 6 3 
[-1, -1] Lokální minimum -1 

[0, 0] Nenastal extrém   

-1 -6 -3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, 2] Lokální maximum 4 

-1 -6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[6, 18] Lokální maximum 108 

-1 -6 1 
[-6, 18] Lokální minimum -108 

[0, 0] Nenastal extrém   

-1 -6 3 
[-2, 2] Lokální minimum -4 

[0, 0] Nenastal extrém   

-1 6 -3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, -2] Lokální maximum 4 

-1 6 -1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[6, -18] Lokální maximum 108 

-1 6 1 
[-6, -18] Lokální minimum -108 

[0, 0] Nenastal extrém   

-1 6 3 
[-2, -2] Lokální minimum -4 

[0, 0] Nenastal extrém   

1 -6 -3 
[-2, -2] Lokální maximum 4 

[0, 0] Nenastal extrém   

1 -6 -1 
[-6, -18] Lokální maximum 108 

[0, 0] Nenastal extrém   

1 -6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[6, -18] Lokální minimum -108 

1 -6 3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, -2] Lokální minimum -4 
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c 

23),( cybxyaxyxf    

  

1 6 -3 
[-2, 2] Lokální maximum 4 

[0, 0] Nenastal extrém   

1 6 -1 
[-6, 18] Lokální maximum 108 

[0, 0] Nenastal extrém   

1 6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[6, 18] Lokální minimum -108 

1 6 3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, 2] Lokální minimum -4 

2 -6 -3 
[-1, -1] Lokální maximum 1 

[0, 0] Nenastal extrém   

2 -6 -1 
[-3, -9] Lokální maximum 27 

[0, 0] Nenastal extrém   

2 -6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[3, -9] Lokální minimum -27 

2 -6 3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, -1] Lokální minimum -1 

2 6 -3 
[-1, 1] Lokální maximum 1 

[0, 0] Nenastal extrém   

2 6 -1 
[-3, 9] Lokální maximum 27 

[0, 0] Nenastal extrém   

2 6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[3, 9] Lokální minimum -27 

2 6 3 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, 1] Lokální minimum -1 

3 -6 -1 
[-2, -6] Lokální maximum 12 

[0, 0] Nenastal extrém   

3 -6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, -6] Lokální minimum -12 

3 6 -1 
[-2, 6] Lokální maximum 12 

[0, 0] Nenastal extrém   

3 6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[2, 6] Lokální minimum -12 

6 -6 -1 
[-1, -3] Lokální maximum 3 

[0, 0] Nenastal extrém   

6 -6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, -3] Lokální minimum -3 

6 6 -1 
[-1, 3] Lokální maximum 3 

[0, 0] Nenastal extrém   
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c 

23),( cybxyaxyxf    6 6 1 
[0, 0] Nenastal extrém   

[1, 3] Lokální minimum -3 

 

Z příkladu dxcxybxyaxyxf  23),( , který se nachází v podkapitole 4.3, se při rov-

nosti nule koeficientu c dostala úloha dxbxyaxyxf  23),( , které spadá do skupiny 

pro výpočet stacionárních bodů založený na dosazovací metodě. Viz Tab. 2. 

Tab. 2. Získané úlohy z jiné metody pro výpočet stacionárních bodů 

Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d 

 

dxbxyaxyxf  23),(  

-3 -1 0 9 

[0, -3] Nenastal extrém   

[0, 3] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální minimum -6 

[1, 0] Lokální maximum 6 

-2 -6 0 6 

[0, -1] Nenastal extrém   

[0, 1] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální minimum -4 

[1, 0] Lokální maximum 4 

-1 -3 0 3 

[0, -1] Nenastal extrém   

[0, 1] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální minimum -2 

[1, 0] Lokální maximum 2 

1 3 0 -3 

[0, -1] Nenastal extrém   

[0, 1] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální maximum 2 

[1, 0] Lokální minimum -2 

2 6 0 -6 

[0, -1] Nenastal extrém   

[0, 1] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální maximum 4 

[1, 0] Lokální minimum -4 

3 1 0 -9 

[0, -3] Nenastal extrém   

[0, 3] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální maximum 6 

[1, 0] Lokální minimum -6 
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4.2 Výpočet stacionárních bodů založený na řešení kvadratické rovnice 

Druhá skupina způsobu řešení rovnic vedoucím ke stacionárním bodům lokálních extrémů 

se zakládá na výpočtu kvadratické rovnice, která vypadá následovně: 02  cbxax , kde 

koeficienty a, b a c jsou reálná čísla. Kvadratickou rovnici řešíme za pomocí diskriminantu 

.42 acbD    

Mohou nastat tři možnosti: 

1. Diskriminant se rovná nule potom je řešení rovnice 
a

b
x

2


  

2. Diskriminant je větší jak nula dostáváme rovnici 
a

Db
x

2
2,1


   

3. Diskriminant je menší jak nula dostáváme řešení v oboru komplexních čísel 

a

Dib
x

2
2,1


  

Viz. Příklad 2.1 

Příklad 2.1 ([9]): xyyxxyxf 12332),( 323   

033

01266

33

1266

2

2

2'

2'









y

xx

yf

xxf

y

x

 

Z druhé rovnice se dá snadno vyjádřit y a první rovnici řešíme jako kvadratickou. Nejprve 

vypočítáme diskriminant.  

324

)12(64(62





D

D
 

Poté dosadíme diskriminant do rovnice. 

1

2

12

3246

2

1

2/1








x

x

x
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4.2.1 Řešení pomocí softwaru Wolfram Mathematica 8.0 

4.2.1.1 Popis programu 

Začátek zdrojového kódu programu je stejný jako u metody dosazování, zvolila jsem si 

vlastní název funkce Vypocet spolu se vstupními parametry, které reprezentují hledané 

koeficienty. Za nimi následuje funkce Module, ve které jsou implementovány všechny 

výpočty i podmínky. 

Nejprve je v těle funkce Module nadefinovaná funkce, se kterou pracujeme, následuje vý-

počet parciálních derivací, díky nimž můžeme zjistit stacionární body. Program pokračuje 

příkazem na výpočet Hessiánu. Je zde ošetřeno, aby Hessián každého stacionárního bodu 

byl větší než -200 a zároveň menší než 200, a také aby diskriminant kvadratické funkce 

nebyl větší jak 100. V cyklu For se prochází výpočet Hessiánu, který se později použije 

v podmínce. Také jsou v tomto cyklu vnořeny dvě podmínky.  

 

Obr. 4. Začátek zdrojového kódu programu 
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První podmínka je splněna, pokud rovnice vede pouze ke dvěma stacionárním bodům. Sta-

cionární body jsou následně otestovány, aby měly celočíselné souřadnice, a také aby se 

Hessův determinant  nerovnal nule (v případě, že by se determinant rovnal nule, nelze roz-

hodnout o existenci a typu lokálního extrému pomocí druhých parciálních derivací). Po-

slední podmínka určuje, kdy mohou být koeficienty rovny nule, tak abychom zajistili, že 

řešení soustavy dvou rovnic bude náležet do jedné ze tří skupin pro výpočet lokálního ex-

trému. Pokud jsou všechny podmínky splněny, tak se začne vypisovat Hessián, stacionární 

body a pro každý stacionární bod lokální extrém.  

 

Obr. 5. První podmínka 
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Druhá podmínka je splněna právě tehdy, když rovnice má čtyři stacionární body. Poté se 

postupuje stejně jako u první podmínky. Otestují se stacionární body, aby měly celočíselné 

koeficienty, také aby se Hessián nerovnal nule (v případě, že by se rovnal nule nelze roz-

hodnout o existenci a kvalitě lokálního extrému pomocí druhých parciálních derivací). Po-

slední podmínka určuje, kdy mohou být koeficienty rovny nule, tak abychom zajistili, že 

řešení soustavy dvou rovnic bude náležet do jedné ze tří skupin pro výpočet lokálního ex-

trému. Pokud jsou všechny podmínky splněny, tak se začne vypisovat Hessián, stacionární 

body a pro každý stacionární bod lokální extrém. 

 

Obr. 6.  Druhá podmínka 
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Pod funkcí Vypocet se nachází cyklus For, který slouží k procházení koeficientů a, b, c, d a 

e. Koeficienty se prochází od -10 do 10. V cyklu For se volá funkce Vypocet a díky ní do-

stáváme výsledky na výstup. 

 

Obr. 7. Prohledávání koeficientů 

4.2.1.2 Výsledky 

Pro otestování rovnic jsem si zvolila Příklad 2.1, kde jsem místo konkrétních reálných čísel 

dosadila koeficienty a až e. Koeficienty se procházely v rozmezí od -10 do 10.  

Pokud jeden z koeficientů je roven nule a má za následek změnu metody hledání stacio-

nárních bodů, přiřadila jsem tyto data ke správné metodě. 

Po proběhnutí programu jsem všechny data zaznamenala do tabulky. Viz Tab. 3. Po pro-

běhnutí programu dostáváme na výstup výsledky, které jsem pro přehlednost zapsala do 

tabulky. Tabulka má pět sloupců, v prvním sloupci je zapsaná funkce, se kterou jsem pra-

covala, v druhém sloupci jsou zaznamenány koeficienty funkce, třetí sloupec obsahuje 

stacionární body funkce pro dané koeficienty, ve čtvrtém sloupci je pro daný stacionární 

bod zapsaný extrém a v pátém sloupci je zapsána funkční hodnota jen pro stacionární body 

s extrémem. Pokud je v tabulce napsáno, že nenastal extrém, znamená to, že Hessův de-

terminant je menší než nula. 

Tab. 3. Nové příklady pro lokální extrémy funkce dvou proměnných –výpočet stacionárních 

bodů  pomocí kvadratické rovnice 

Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d e 

exdycy

bxaxyxf





3

23

              

),(
 -1 -6 -3 9 -9 

[-3, -1] Lokální minimum -6 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální maximum 10 
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d e 

 

exdycy

bxaxyxf





3

23

              

),(
 

-1 -6 -2 6 -9 

[-3, -1] Lokální minimum -4 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální maximum 8 

-1 -6 -1 3 -9 

[-3, -1] Lokální minimum -2 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální maximum 6 

-1 -6 1 -3 -9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální maximum 6 

[-3, 1] Lokální minimum -2 

[-1, 1] Nenastal extrém   

-1 -6 2 -6 -9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální maximum 8 

[-3, 1] Lokální minimum -4 

[-1, 1] Nenastal extrém   

-1 -6 3 -9 -9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální maximum 10 

[-3, 1] Lokální minimum -6 

[-1, 1] Nenastal extrém   

-1 -3 -2 6 9 

[-3, -1] Lokální minimum -31 

[1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[1, 1] Lokální maximum 9 

-1 -3 -1 3 9 

[-3, -1] Lokální minimum -29 

[1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[1, 1] Lokální maximum 7 

-1 -3 1 -3 9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[1, -1] Lokální maximum 7 

[-3, 1] Lokální minimum -29 

[1, 1] Nenastal extrém   

-1 -3 2 -6 9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[1, -1] Lokální maximum 9 

[-3, 1] Lokální minimum -31 

[1, 1] Nenastal extrém   

-1 3 -2 6 9 

[-1, -1] Lokální minimum -9 

[3, -1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální maximum 31 
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d e 

exdycy

bxaxyxf





3

23

              

),(
 

  

-1 3 -1 3 9 

[-1, -1] Lokální minimum -7 

[3, -1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální maximum 29 

-1 3 1 -3 9 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální maximum 29 

[-1, 1] Lokální minimum -7 

[3, 1] Nenastal extrém   

-1 3 2 -6 9 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální maximum 31 

[-1, 1] Lokální minimum -9 

[3, 1] Nenastal extrém   

-1 6 -3 9 -9 

[1, -1] Lokální minimum -10 

[3, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální maximum 6 

-1 6 -2 6 -9 

[1, -1] Lokální minimum -8 

[3, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální maximum 4 

-1 6 -1 3 -9 

[1, -1] Lokální minimum -6 

[3, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální maximum 2 

-1 6 1 -3 -9 

[1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální maximum 2 

[1, 1] Lokální minimum -6 

[3, 1] Nenastal extrém   

-1 6 2 -6 -9 

[1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální maximum 4 

[1, 1] Lokální minimum -8 

[3, 1] Nenastal extrém   

-1 6 3 -9 -9 

[1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální maximum 6 

[1, 1] Lokální minimum -10 

[3, 1] Nenastal extrém   

1 -6 -3 9 9 

[1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální minimum -6 

[1, 1] Lokální maximum 10 

[3, 1] Nenastal extrém   
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d e 

exdycy

bxaxyxf





3

23

              

),(
 

1 -6 -2 6 9 

[1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální minimum -4 

[1, 1] Lokální maximum 8 

[3, 1] Nenastal extrém   

1 -6 -1 3 9 

[1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální minimum -2 

[1, 1] Lokální maximum 6 

[3, 1] Nenastal extrém   

1 -6 1 -3 9 

[1, -1] Lokální maximum 6 

[3, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální minimum -2 

1 -6 2 -6 9 

[1, -1] Lokální maximum 8 

[3, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální minimum -4 

1 -6 3 -9 9 

[1, -1] Lokální maximum 10 

[3, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální minimum -6 

1 -3 -2 6 -9 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální minimum -31 

[-1, 1] Lokální maximum 9 

[3, 1] Nenastal extrém   

1 -3 -1 3 -9 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[3, -1] Lokální minimum -29 

[-1, 1] Lokální maximum 7 

[3, 1] Nenastal extrém   

1 -3 1 -3 -9 

[-1, -1] Lokální maximum 7 

[3, -1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální minimum -29 

1 -3 2 -6 -9 

[-1, -1] Lokální maximum 9 

[3, -1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Nenastal extrém   

[3, 1] Lokální minimum -31 

1 3 -2 6 -9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[1, -1] Lokální minimum -9 

[-3, 1] Lokální maximum 31 

[1, 1] Nenastal extrém   
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d e 

exdycy

bxaxyxf





3

23

              

),(
 

1 3 -1 3 -9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[1, -1] Lokální minimum -7 

[-3, 1] Lokální maximum 29 

[1, 1] Nenastal extrém   

1 3 1 -3 -9 

[-3, -1] Lokální maximum 29 

[1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[1, 1] Lokální minimum -7 

1 3 2 -6 -9 

[-3, -1] Lokální maximum 31 

[1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[1, 1] Lokální minimum -9 

1 6 -3 9 9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální minimum -10 

[-3, 1] Lokální maximum 6 

[-1, 1] Nenastal extrém   

1 6 -2 6 9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální minimum -8 

[-3, 1] Lokální maximum 4 

[-1, 1] Nenastal extrém   

1 6 -1 3 9 

[-3, -1] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální minimum -6 

[-3, 1] Lokální maximum 2 

[-1, 1] Nenastal extrém   

1 6 1 -3 9 

[-3, -1] Lokální maximum 2 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální minimum -6 

1 6 2 -6 9 

[-3, -1] Lokální maximum 4 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální minimum -8 

1 6 3 -9 9 

[-3, -1] Lokální maximum 6 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-3, 1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální minimum -10 
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4.3 Metoda výpočtu stacionárních bodů pomocí rozkladu 

Poslední skupina pro vyšetřování lokálních extrémů je založena na principu vytknutí jed-

noho členu, který je obsažen v každém sčítanci levé strany rovnice. Po vytknutí získáváme 

z rovnice součinový tvar, ze kterého můžeme snadno vyjádřit proměnné. Viz. Příklad 2.1. 

Součinový tvar, který získáme vytknutím členu, může také vést na jinou metodu vyšetřo-

vání lokálních extrémů, a to na metodu dosazování, nebo po vytknutí můžeme dostat kva-

dratickou rovnici. 

Příklad 3.1 ([5]):   2223 52),( yxxyxyxf   

022

0106

22

106

22

'

22'









yxy

xyx

yxyf

xyxf

y

x

 

Z druhé rovnice vytkneme 2y : 

0)1(2 xy  

Zjistíme, že 10  xy , které postupně dosadíme do první rovnice. 

4.3.1 Řešené příklady z uvedených zdrojů 

Příklad 3.1 ([4]):   2223 52),( yxxyxyxf   

Příklad 3.2 ([6]):   2223 271592),( yxxyxyxf   

Příklad 3.3 ([4]):   2223 52),( yxxyxyxf   

Příklad 3.4 ([5]):   xxyxyxyxf 52),( 23   

4.3.2 Řešení pomocí softwaru Wolfram Mathematica 8.0 

4.3.2.1 Popis programu 

Program pro vyhledávání lokálních extrémů metodou vytýkání je stejný jako u metody 

kvadratické rovnice. Viz. 4.2.1.1. 
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4.3.2.2 Výsledky 

Pro otestování rovnic jsem si zvolila Příklad 3.1 a Příklad 3.4, kde jsem místo konkrétních 

reálných čísel dosadila koeficienty a až e. Koeficienty se procházely v rozmezí od -10 do 

10.  

Pokud jeden z koeficientů je roven nule a má za následek změnu metody hledání stacio-

nárních bodů, přiřadila jsem tyto data ke správné metodě. 

Po proběhnutí programu dostáváme na výstup výsledky, které jsem pro přehlednost zapsala 

do tabulky. Viz. Tab. 4. Tabulka má pět sloupců, v prvním sloupci je zapsaná funkce, se 

kterou jsem pracovala, v druhém sloupci jsou zaznamenány koeficienty funkce, třetí slou-

pec obsahuje stacionární body funkce pro dané koeficienty, ve čtvrtém sloupci je pro daný 

stacionární bod zapsaný extrém a v pátém sloupci je zapsána funkční hodnota jen pro sta-

cionární body s extrémem. Pokud je v tabulce napsáno, že nenastal extrém, znamená to, že 

Hessián je menší než nula. Jelikož funkce 2223),( dycxbxyaxyxf   má mnoho 

výsledků, proto jsem do tabulky Tab. 4. uvedla pouze několik příkladů, zbytek příkladů se 

nachází v souboru priklad3.1.pdf, který se nachází na přiloženém CD. 

Tab. 4. Nové příklady pro lokální extrémy funkce dvou proměnných – metoda rozkladu 

Funkce  
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d 

22

23

               

),(

dycx

bxyaxyxf




 

-6 1 -9 -1 

[-1, 0] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální maximum 0 

[1, -6] Nenastal extrém   

[1, 6] Nenastal extrém   

-6 1 -9 2 

[-2, -6] Nenastal extrém   

[-2, 6] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální minimum -3 

[0, 0] Nenastal extrém   

-6 1 9 -2 

[0, 0] Nenastal extrém   

[1, 0] Lokální maximum 3 

[2, -6] Nenastal extrém   

[2, 6] Nenastal extrém   

-6 1 9 1 

[-1, -6] Nenastal extrém   

[-1, 6] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální minimum 0 

[1, 0] Nenastal extrém   
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Funkce  
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d 

22

23

               

),(

dycx

bxyaxyxf




 

-3 -1 -9 -1 

[-2, 0] Lokální minimum -12 

[-1, -3] Nenastal extrém   

[-1, 3] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální maximum 0 

-3 -1 9 1 

[0, 0] Lokální minimum 0 

[1, -3] Nenastal extrém   

[1, 3] Nenastal extrém   

[2, 0] Lokální maximum 12 

-2 -6 -6 -6 

[-2, 0] Lokální minimum -8 

[-1, -1] Nenastal extrém   

[-1, 1] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální maximum 0 

-2 -6 6 6 

[0, 0] Lokální minimum 0 

[1, -1] Nenastal extrém   

[1, 1] Nenastal extrém   

[2, 0] Lokální maximum 8 

-2 1 -3 -2 

[-1, 0] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální maximum 0 

[2, -6] Nenastal extrém   

[2, 6] Nenastal extrém   

-2 1 -3 3 

[-3, -6] Nenastal extrém   

[-3, 6] Nenastal extrém   

[-1, 0] Lokální minimum -1 

[0, 0] Nenastal extrém   

-2 1 3 -3 

[0, 0] Nenastal extrém   

[1, 0] Lokální maximum 1 

[3, -6] Nenastal extrém   

[3, 6] Nenastal extrém   

-2 1 3 2 

[-2, -6] Nenastal extrém   

[-2, 6] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální minimum 0 

[1, 0] Nenastal extrém   

-2 2 -6 -2 

[-2, 0] Nenastal extrém   

[0, 0] Lokální maximum 0 

[1, -3] Nenastal extrém   

[1, 3] Nenastal extrém   
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Funkce  
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d 

dxcxy

bxyaxyxf





               

),( 23

 

 

-3 -1 8 -7 

[0, 1] Nenastal extrém   

[0, 7] Nenastal extrém 
 

[-1, 4] Lokální minimum -6 

[1, 4] Lokální maximum 6  

-3 -1 4 5 

[0, -1] Nenastal extrém   

[0, 5] Nenastal extrém   

[-1, 2] Lokální minimum -6 

[1, 2] Lokální maximum 6 

-3 -1 2 8 

[0, -2] Nenastal extrém   

[0, 4] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální minimum -6 

[1, 1] Lokální maximum 6 

-3 -1 -2 8 

[0, -4] Nenastal extrém   

[0, 2] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální minimum -6 

[1, -1] Lokální maximum 6 

-3 -1 -4 5 

[0, -5] Nenastal extrém   

[0, 1] Nenastal extrém   

[-1, -2] Lokální minimum -6 

[1, -2] Lokální maximum 6 

-3 -1 -8 -7 

[0, -7] Nenastal extrém   

[0, -1] Nenastal extrém   

[-1, -4] Lokální minimum -6 

[1, -4] Lokální maximum 6 

3 1 8 7 

[0, -7] Nenastal extrém   

[0, -1] Nenastal extrém   

[-1, -4] Lokální maximum 6 

[1, -4] Lokální minimum -6 

3 1 4 -5 

[0, -5] Nenastal extrém   

[0, 1] Nenastal extrém   

[-1, -2] Lokální maximum 6 

[1, -2] Lokální minimum -6 

3 1 2 -8 

[0, -4] Nenastal extrém   

[0, 2] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální maximum 6 

[1, -1] Lokální minimum -6 

3 1 -2 -8 

[0, -2] Nenastal extrém   

[0, 4] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální maximum 6 

[1, 1] Lokální minimum -6 
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d 

dxcxy

bxyaxyxf





               

),( 23

 

3 1 -4 -5 

[0, -1] Nenastal extrém   

[0, 5] Nenastal extrém   

[-1, 2] Lokální maximum 6 

[1, 2] Lokální minimum -6 

3 1 -8 7 

[0, 1] Nenastal extrém   

[0, 7] Nenastal extrém   

[-1, 4] Lokální maximum 6 

[1, 4] Lokální minimum -6 

-3 -1 6 0 

[0, 0] Nenastal extrém   

[0, 6] Nenastal extrém   

[-1, 3] Lokální minimum -6 

[1, 3] Lokální maximum 6 

-3 -1 -6 0 

[0, -6] Nenastal extrém   

[0, 0] Nenastal extrém   

[-1, -3] Lokální minimum -6 

[1, -3] Lokální maximum 6 

-1 -3 6 0 

[0, 0] Nenastal extrém   

[0, 2] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální minimum -2 

[1, 1] Lokální maximum 2 

-1 -3 -6 0 

[0, -2] Nenastal extrém   

[0, 0] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální minimum -2 

[1, -1] Lokální maximum 2 

1 3 6 0 

[0, -2] Nenastal extrém   

[0, 0] Nenastal extrém   

[-1, -1] Lokální maximum 2 

[1, -1] Lokální minimum -2 

1 3 -6 0 

[0, 0] Nenastal extrém   

[0, 2] Nenastal extrém   

[-1, 1] Lokální maximum 2 

[1, 1] Lokální minimum -2 

3 1 6 0 

[0, -6] Nenastal extrém   

[0, 0] Nenastal extrém   

[-1, -3] Lokální maximum 6 

[1, -3] Lokální minimum -6 
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Funkce 
Koeficienty Stacionární 

body 
Lokální extrém 

Funkční 

hodnota a b c d 

dxcxy

bxyaxyxf





               

),( 23

 3 1 -6 0 

[0, 0] Nenastal extrém   

[0, 6] Nenastal extrém   

[-1, 3] Lokální maximum 6 

[1, 3] Lokální minimum -6 
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5 PŘÍKLADY NA VÝPOČET DIFERENCIÁLU 

V této kapitole bakalářské práce jsem se zabývala výpočtem diferenciálu. Nejprve jsem 

naprogramovala v softwaru Wolfram Mathematica funkci na výpočet totálního diferenciálu 

a také výpočet totálního diferenciálu v určitém bodě. Manuální způsobem jsem vytipovala 

různé příklady funkcí pro výpočet totálního diferenciálu, které jsou lehce řešitelné. Tzn., že 

jejich parciální derivace nejsou příliš rozsáhlé a dosazení bodu do parciálních derivací vede 

k celočíselným hodnotám 

5.1 Řešení pomocí softwaru Wolfram Mathematica 8.0 

5.1.1 Popis programu 

Zdrojový kód programu se skládá z funkce Diferencial, která má dvě vstupní proměnné a a 

b, přičemž tyto proměnné jsou použity jako souřadnice bodu, ve kterém se bude počítat 

totální diferenciál. Celá funkce Diferencial je naprogramována pomocí funkce Module, 

kde jsou umístěny výpočty.  

Na začátku je umístěna funkce pro výpočet totálního diferenciálu, následují parciální deri-

vace dané funkce a dosazení bodu do parciálních derivací. Zdrojový kód programu pokra-

čuje podmínkou, která posuzuje, zda jsou parciální derivace v daném bodě celá čísla. Po-

kud jsou parciální derivace celá čísla, program pokračuje dál, pokud ne skončí. 

V podmínce jsou vnořené příkazy pro výpis funkce, parciálních derivací, parciálních deri-

vací v daném bodě a hlavně výpočet totálního diferenciálu.  

Za funkcí Diferencial se nachází cyklus For, který prochází souřadnice bodu dosazovaného 

do totálního diferenciálu, od -3 do 3. 

5.1.2 Výsledky 

Všechny vzniklé příklady, které jsem dostala z programu, jsem zaznamenala jako 5.1.2.1 

Příklad 1 až 5.1.2.5 Příklad 5, kde jsem uvedla vždy funkci pro výpočet totálního diferen-

ciálu, její parciální derivace, vypočítaný totální diferenciál a nakonec tabulku, kde 

v prvním sloupci je vždy zapsaný bod A, v druhém sloupci je zaznamenán totální diferen-

ciál v bodě A.  
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5.1.2.1 Příklad 1 











y

x
yxyxf ln),( 22  

Parciální derivace: 

22
1

xy
x

f x  , yx
y

f y

22
1
  

Totální difereneciál: 

yyx
y

xxy
x

f d 2
1

d 2
1

d 22


















  

 

Tab. 5. Totální difernciál v bodě A – Příklad 1 

Bod A Totální diferenciál v bodě A 

 [-1, -1] yxf dd3)A(d    

 [-1, 1]  yxf dd3)A(d   

 [1, -1]  yxf dd3)A(d   

 [1, 1]  yxf dd3)A(d   

 

5.1.2.2 Příklad 2 

)cos()sin(),( 3 yxyxyxf   

Parciální derivace: 

)sin(3)cos( 32 yxxyxf x  , )sin()cos( 3 yxyxf y   

Totální diferencál: 

    yyxyxxyxxyxf d)sin()cos(d)sin(3)cos(d 332   
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Tab. 6. Totální difernciál v bodě A – Příklad 2 

Bod A Totální diferenciál v bodě A 

 [-1, 1] yxf dd)A(d    

 [0, 0]  yxf dd)A(d   

 [1, -1]  yxf dd)A(d   

 

5.1.2.3 Příklad 3 

yxe
x

y
yxf 










3

ln),(  

Parciální derivace: 

x
ef yx

x

1
 

, 
y

ef yx

y

3
 

 

Totální diferencál: 

y
y

ex
x

ef yxyx d
3

d
1

d 
















   

 

Tab. 7. Totální difernciál v bodě A – Příklad 3 

Bod A Totální diferenciál v bodě A 

 [-1, 1] yxf d4d2)A(d    

[1, -1] yf d2)A(d   

 

5.1.2.4 Příklad 4 

)cos(),( 32 yxxyyxf   

Parciální derivace: 

)cos(3 22 yxyf x  , )sin(2 3 yxxyf y   

Totální diferencál: 

    yyxxyxyxyf d)sin(2d)cos(3d 322   
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Tab. 8. Totální difernciál v bodě A – Příklad 4 

Bod A Totální diferenciál v bodě A 

 [-3,0] xf d27)A(d    

 [-2, 0]  xf d12)A(d   

 [-1, 0]  xf d3)A(d   

 [0, -3]  xf d9)A(d   

[0, -2] xf d4)A(d   

[0, -1] xf d)A(d   

[0, 0] 0)A(d f  

[0, 1] xf d)A(d   

[0, 2] xf d4)A(d   

[0, 3] xf d9)A(d   

[1, 0] xf d3)A(d   

[2, 0] xf d12)A(d   

[3, 0] xf d27)A(d   

 

5.1.2.5 Příklad 5 

 2ln),( yyxyxf   

Parciální derivace: 

x

y
f x

2
 , 

y
xf y

2
  

Totální diferencál: 

y
y

xx
x

y
f d

2
d

2
d 

















  

 

Tab. 9. Totální difernciál v bodě A – Příklad 5 

Bod A Totální diferenciál v bodě A 

 [1, -2] xf d)A(d    

 [1, 2]  yxf d2d)A(d   
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6 PŘÍKLADY NA VÝPOČET TAYLOROVA POLYNOMU 

V poslední kapitole bakalářské práce jsem se zabývala příklady na výpočet Taylorova po-

lynomu druhého a třetího stupně. Nejdříve jsem naprogramovala v softwaru Wolfram 

Mathematica funkci na výpočet Taylorova polyomu druhého i třetího stupně. Manuální 

způsobem jsem vytipovala různé příklady funkcí pro výpočet Taylorova polynomu, které 

jsou lehce řešitelné. Tzn., že jejich parciální derivace nejsou příliš rozsáhlé a dosazení bo-

du do parciálních derivací je celé číslo.  

6.1 Řešení pomocí softwaru Wolfram Mathematica 8.0 

6.1.1 Popis programu 

Zdrojový kód programu se skládá z funkce Taylor, která má dvě vstupní proměnné a, b, 

přičemž tyto proměnné jsou použity jako souřadnice bodu, ve kterém se bude počítat Tay-

lorův polynom, jak druhého stupně, tak i třetího stupně. Celá funkce Taylor je naprogra-

mována pomocí funkce Module, kde jsou umístěny výpočty.  

Na začátku je umístěn příklad pro výpočet Taylorova polynomu, následují parciální deri-

vace prvního, druhého a třetího řádu dané funkce a dosazení bodu do parciálních derivací. 

Zdrojový kód programu pokračuje podmínkou, která posuzuje, zda jsou parciální derivace 

v daném bodě celá čísla, pokud jsou parciální derivace celá čísla,  program pokračuje dál, 

pokud ne skončí. V podmínce jsou vnořené příkazy na výpis funkce, parciálních derivací, 

parciálních derivací v daném bodě a hlavně výpočet Taylorova polynomu druhého a třetího 

řádu.  

Za funkcí Taylor se nachází cyklus For, který prochází souřadnice bodu dosazujícího do 

totálního diferenciálu, od -3 do 3. 

6.1.2 Výsledky 

Všechny vzniklé příklady, které jsem dostala z programu, jsem zaznamenala jako 6.1.2.1 

Příklad 1 až 6.1.2.5 Příklad 5, kde jsem uvedla vždy příklad na výpočet Taylorovapolyno-

mu, parciální derivace 1. až 3. stupně a nakonec dvě tabulky. První tabulka obsahuje vždy 

v prvním sloupci bod, ve kterém hledáme Taylorův polynom, a v druhém sloupci je zapsán 

Taylorův polynom druhého stupně. Druhá tabulka má taktéž v prvním sloupci bod A, ve 

kterém hledáme Taylorův polynom, ale  druhý sloupec obsahuje Taylorův polynom třetího 

stupně. 
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6.1.2.1 Příklad 1 









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y

x
yxyxf ln),( 2  

Parciální derivace: 

xy
x

f x 2
1
 , 

21
x

y
f y   

y
x

f xx 2
1

2
 , 

2

1

y
f yy  , xf xy 2  

3

2

x
f xxx  , 

3

2

y
f yyy  , 0xyyf , 2xxyf  

 

Taylorův polynom druhého stupně: 

Tab. 10. Taylorův polynom druhého stupně v bodě A – Příklad 1 

Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 

 [-1, -1] 
2

2
2

3
41),(

22

2

y
xyy

x
xyxT    

[1, 1] 
2

23
2

1),(
22

2

y
xyy

x
yxT   

 

 

Taylorův polynom třetího stupně: 

Tab. 11. Taylorův polynom třetího stupně v bodě A – Příklad 1 

Bod A Taylorův polynom třetího stupně v bodě A 

[-1, -1] 
32

3
3

32

3
3),(

32
2

32

3

yy
yxy

xx
xyxT   

[1, 1] 
32

3
3

32

3
3),(

32
2

32

3

yy
yxy

xx
xyxT   
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6.1.2.2 Příklad 2 

xyexxyyxf ),(  

Parciální derivace: 

yeyf xy

x  1 , xexf xy

y   

2yef xy

xx  , 
2xef xy

yy  , xyeef xyxy

xy  1  

3yef xy

xxx  , 
3xef xy

yyy  , yxexef xyxy

xyy

22  ,
22 xyeyef xyxy

xxy   

 

Taylorův polynom druhého stupně: 

Tab. 12.  Taylorův polynom druhého stupně v bodě A – Příklad 2 

Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 

[-3, 0] 
2

9
21),(

2

2

y
xyxyxT   

[-2, 0] 2

2 221),( yxyxyxT   

[-1, 0] 
2

21),(
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2

y
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[0, -3] xy
x

xyxT 2
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9
1),(

2
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[0, -2] xyxxyxT 221),( 2

2   

[0, -1] xy
x

xyxT 2
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1),(
2

2   

[0, 0] xyxyxT 21),(2   
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x

xyxT 2
2

1),(
2

2   
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y
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Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 

[2, 0] 2

2 221),( yxyxyxT   

[3, 0] 
2

9
21),(

2

2

y
xyxyxT   

 

 

Taylorův polynom třetího stupně: 

Tab. 13. Taylorův polynom třetího stupně v bodě A – Příklad 2 

Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 

[-3, 0] 
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6.1.2.3 Příklad 3 

)cos(),( 32 yxxyyxf   

Parciální derivace: 

)cos(3 22 yxyf x  , )sin(2 3 yxxyf y   

)cos(6 yxf xx  , )cos(2 3 yxxf yy  , )sin(32 2 yxyf xy   

)cos(6 yf xxx  , )sin(3 yxf yyy  , )cos(32 2 yxf xyy  , )sin(6 yxf xxy   

 

Taylorův polynom druhého stupně: 

Tab. 14. Taylorův polynom druhého stupně v bodě A – Příklad 3 

Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 
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Taylorův polynom třetího stupně: 

Tab. 15. Taylorův polynom třetího stupně v bodě A – Příklad 3 

Bod A Taylorův polynom třetího stupně v bodě A 

[-3, 0] 
2

25
27),(

2
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xy
yxyxT   

[-2, 0] 
223

3 58),( xyyxyxT   
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6.1.2.4 Příklad 4 

yxxy eeyxf ),(  

Parciální derivace: 
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Taylorův polynom druhého stupně: 

Tab. 16. Taylorův polynom druhého stupně v bodě A – Příklad 4 

Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 

 [0, 0] 
2

2
2

2),(
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2

y
xyy

x
xyxT    

 

 

Taylorův polynom třetího stupně: 

Tab. 17. Taylorův polynom třetího stupně v bodě A – Příklad 4 

Bod A Taylorův polynom třetího stupně v bodě A 

[0, 0] 
6222

2
62

2),(
322232

3

yxyyyx
xyy

xx
xyxT   

 

6.1.2.5 Příklad 5 

)ln()sin(),( yxyyxf   

Parciální derivace: 
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Taylorův polynom druhého stupně: 

Tab. 18. Taylorův polynom druhého stupně v bodě A – Příklad 5 

Bod A Taylorův polynom druhého stupně v bodě A 

 [0, 1] 
2

2
2

3
),(

2

2

y
xyyyxT    

 

 

Taylorův polynom třetího stupně: 

Tab. 19. Taylorův polynom třetího stupně v bodě A – Příklad 5 

Bod A Taylorův polynom třetího stupně v bodě A 

[0, 1] 
32

3
3

66

11
),(

323

3

yy
xyy

x
yxT   
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ZÁVĚR 

Cílem bakalářská práce bylo najít snadno řešitelné úlohy pro výpočet diferenciálu, Taylo-

rova polynomu a lokálních extrémů funkcí dvou reálných proměnných. Nejprve byly 

v teoretické části vysvětleny pojmy a definice vztahující se k metodám výpočtu výše uve-

dených úloh diferenciálního počtu dvou proměnných. V praktické části bakalářské práce 

byly jednotlivé metody zapsány do třech kapitol. 

 Kapitola pro hledání příkladů lokálních extrémů byla rozdělena na tři podkapitoly podle 

způsobu řešení rovnic vedoucích ke stacionárním bodům. V každé podkapitole byly nejpr-

ve zapsány příklady, které se běžně vyskytují na webových stránkách nebo 

v matematických sbírkách. Poté byl popsán zdrojový kód programu a výsledky, které zde 

reprezentují nově nalezené úlohy, byly zapsány do tabulek.  

Další kapitoly se týkají nalezení lehce řešitelných příkladů pro výpočet totálního diferenci-

álu a Taylorova polynomu. Je zde popsán princip funkce programu a na závěr jsou zapsány 

výsledky. V tomto případě bylo nalezeno pět příkladů pro oba typy úloh.   

Výsledky této práce mohou být využity pro pedagogické účely, např. v písemných pracích. 
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK 

R   množina všech reálných čísel 

2R   dvourozměrný prostor reálných čísel 

O (A)  okolí bodu A 

H  Hessův determinant 

df 

fnd  
 

diferenciál funkce f 

diferenciál n-tého řádu funkce f 

xf    parciální derivace funkce podle x 

x

f




  parciální derivace funkce podle x 

nT   Taylorův polynom n-tého stupně 

),(lim
),(),(

yxf
bayx 

  limita funkce f v bodě (a, b) 
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SEZNAM PŘÍLOH 

Veškeré výsledky z příkladu 2223),( dycxbxyaxyxf   a také všechny vytvořené 

programy na vyhledávání snadno řešitelných úloh jsou umístěny na přiloženém CD.  


