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Uvod

Jednim ze zakladnich zaméri vyucovani matematiky na 1. stupni zakladnich skol,
a s tim souvisejici piipravou v predskolnim vzdélavani, je budovani pojmu prirozeného
¢isla. Pravé pojem prirozeného ¢isla je velmi komplexni. Na to, aby zaci uvedeny pojem
spravné pochopili, je potfebné poznat i dalsi pomocné pojmy.

Ucitel by mél ovladat zakladni pojmy teorie mnozin a logiky pfinejmensim na intuitivni
trovni. Cilem této ucebnice je prohloubit védomosti budoucich uéitelti v matetské skole
a budoucich ucitelti na 1. stupni ZS z oblasti vyrokové logiky a teorie mnozin.

Od c¢tenare nevyzadujeme specialni matematické znalosti, cilem je podporit a rozvijet
logické mysleni, které je nezbytné nejen v matematice, ale také v jinych vzdélavacich
oborech nebo vyucovanych predmétech.

Prvni tfi kapitoly obsahuji matematicky zéklad vyrokové logiky a teorie mnozin, které
jsou potfebné pro pochopeni tlohy rozvoje matematickych predstav u déti predskolniho
a mladstho skolntho véku. V kazdé kapitole je vysvétleny matematicky obsah doplnény
o priklady s popsanym feSenim a tilohami pro zopakovani. Kapitola je zakonc¢ena cvicenim
pro upevnéni uciva.

Posledni kapitola obsahuje metodické poznamky, vysvétlujici aplikaci matematickych
védomosti pro spravny rozvoj matematického mysleni do tvorby aktivit a tloh v matefské
skole a na 1. stupni ZS.

Jak uz bylo zminéno, tyto pojmy muzeme chapat jako prostfedek na budovani poznatkt
o prirozenych ¢islech a ne jako cil vyucovani. Pomoci poznatki, které souviseji s pojmem
mnozina, se systematicky a cilevédomé rozvijeji matematické védomosti zakia.

Mysgleni zédka se rozviji také tim, Ze poznatky se osvojuji na zakladé indukce a zo-
bechovani, ¢innostmi, pokusem, logickou tvahou, deduktivnim zptisobem apod. Logické
mysleni se rozviji také seznamovanim se s nékterymi prvky logiky bez pouzivani odbornych
termini.



1. ZAKLADNI POJMY VYROKOVE
LOGIKY

Logika (vyrokova logika) se zabyva studiem riznych forem mysleni a vyjadfovani a pra-
vidly spravného usuzovani. Mezi zakladni pojmy vyrokové logiky patii pojmy vyrok, prav-
divostni hodnota vyroku, vyrokovd formule a vyrokovd forma.

1.1 Matematicky jazyk a symbolika

Matematicky jazyk je mnozina vSech matematickych termini a symboli a konecné
mnozina gramatickych pravidel. Matematické terminy oznacuji matematické objekty,
operace s matematickymi objekty a vztahy mezi matematickymi objekty. Matematickym
objektem se mysli prvek materidlu matematického mysleni; jednoduseji fec¢eno je to ob-
jekt, ktery je zkoumany matematikou. Prikladem matematického objektu je ¢islo, ¢tverec,
vektor, funkce, matice, soumérnost, tranzitivita apod.

Matematika byva casto nazyvana jazykem prirody. Aby vSak mohla byt matema-
tika povazovana za jazyk, musi mit stanoveny sviij komunikac¢ni systém, slovni zasobu,
gramatiku, syntax a lidi, ktefi ji pouzivaji a rozuméji ji. Obecné jazyk v sobé obsahuje
nasledujici komponenty:

e Musi existovat slovni zasoba slov nebo symbolii.

e Sloviim a symboltim musi byt prifazeny vyznam.

e Jazyk vyuziva gramatiku, coz je soubor pravidel, které naznacuji, jak se pouziva

slovni zéasoba.

e Syntax organizuje symboly do liniovych staveb nebo problém.

e Vypraveéni a diskurz se sklada z retézcu syntaktickych vyroki.

e Musi existovat (nebo existovala) skupina lidi, ktera pouziva symboly a rozumi jim.
Matematika spliuje vSechny tyto pozadavky. Symboly, jejich vyznam, syntax a gramatika
jsou stejné na celém svété. Matematici, védci a dalsi pouzivaji matematiku na komunikaci
konceptii. Matematika popisuje sebe (v oblasti nazyvané meta-matematika), jevy z real-
ného svéta a abstraktni pojmy.

Matematicky slovnik c¢erpa z ruznych abeced a obsahuje symboly, které jsou pro
matematiku jedinecné. Kazda matematickd rovnice nebo kazdy matematicky zapis se da
vyjadrit slovné tak, ze se vytvori véta s podstatnym jménem a slovesem, stejné jako véta
v mluveném jazyce. Napiiklad: 3 + 5 = 8 se da vyjadrit jako ,, TTi pridané k péti se rovna
osmi.“ Matematickd gramatika a syntax jsou, podobné jako slovni zasoba, mezinarodné
platné. Bez ohledu na to, ze které zemé pochézite nebo jakym jazykem mluvite, jsou
struktura matematického jazyka a zptisob, jakym se matematické zapisy formuluji, stejné.
Uvedme si postupné tuto strukturu ve tfech dulezitych bodech:

e Matematické zapisy ¢teme zleva doprava.

e Parametry a proménné vyjadiujeme pismeny hlavné latinské abecedy, ale v urcitych
pripadech jsou nékteré proménné, ale i konkrétni pojmy vyjadiené pismeny fecké
abecedy, napiiklad hustotu pismenem p.

e Zavorky pouzivame pro urceni poradi, ve kterém jednotlivé matematické operace
provadime, jinak feceno, ve kterém matematické objekty navzajem interaguji.
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Pochopeni toho, jak funguji matematické véty, je uzite¢né pii vyucovani nebo uceni se
matematice. Studenti ¢asto povazuji ¢isla, ale hlavné symboly a parametry jako zastrasujici
prvky, a pravé uvedeni rovnic do zndmého jazyka umozni, aby byl pfedmét pristupné;jsi.
V zasadé je to jako preklad ciziho jazyka do jazyka zndmého. Extrahovani podstatnych
jmen, sloves a modifikatort z mluveného / psaného jazyka a jejich preklad do matematické
rovnice je cennou zru¢nosti. Slovni dlohy tak zlepsuji porozumeéni a zvySuji zruc¢nosti pii
feSeni problému.

A jak jiz bylo zminéno dfive, matematika je stejna na celém svété a mize pusobit
jako univerzalni jazyk. Vzorec, rovnice nebo jiné vyjadreni ma stejny vyznam bez ohledu
na jiny jazyk. Matematika timto zptisobem pomahé lidem ucit se a komunikovat, i kdyz
existuji dalsi komunikac¢ni bariéry.

1.2 Vyrok

Vyrokem rozumime kazdou oznamovaci vétu, pro kterou mize nastat jenom jedna
z moznosti — mize byt pravdiva nebo nepravdiva.

Kazdy vyrok ma tedy svou pravdivostni hodnotu. Za vyroky nepovazujeme nadpisy,
rozkazovaci a tézaci véty, ale také oznamovaci véty, které nejsou tiplné nebo jsou nejasné
formulované. Jinak feceno, za vyroky povazujeme jenom takové srozumitelné tvrzeni, ktera
miizeme z hlediska pravdivosti ohodnotit.

Pravdivostni hodnotu vyroku muzeme definovat jako znak pro oznac¢eni dvou moz-
nych kvalit vyroku: ,pravdy“ (1) nebo ,nepravdy* (0).

Na zékladé prislusnych ,kvalit” pfifazujeme vyrokim jejich pravdivostni hodnotu. Tedy
pravdivy vyrok mé pravdivostni hodnotu ,pravda® — oznacujeme 1 a nepravdivy vyrok ma
pravdivostni hodnotu ,nepravda“ — oznacujeme 0.

Vyroky budeme oznacovat malym pismem latinské abecedy: a, b, ¢, ..., p, q, 7, ..., x,
Y, 2.

Nasledujici priklady jsou ukazky oznamovacich vét, které jsou vyroky a tedy je mozné
jim prirfadit pravdivostni hodnotu.

Priklad 1.1. Jsou uvedeny nésledujici vyroky:
a: ,,Cislo 4 je délitelné dvéma.”,

[ ]

e b: ,Pro libovolna realna ¢isla a, b plati: a +b =b+ a.”,
o c ,1>7",

e d: ,Zlin je hlavni mésto Ceské republiky.®,

e c: Ve vesmiru existuje zivot mimo Slunecni soustavu.”.

Pro prvni dva vyroky a, b plati, Ze jsou pravdivé, zatimco dalsi dva vyroky ¢, d jsou neprav-
divé. I kdyz vyrok ¢ je ve formé matematického zapisu, stale spliuje podminky vyroku.
Tento zapis totiz predstavuje oznamovaci vétu s konkrétnimi udaji: ,Cislo 1 je vétsi jako
7.%. To, ze jsou v zapise uvedeny konkrétni hodnoty, je podstatné pro urceni pravdivostni
hodnoty vyroku. Tvrzeni e je podle definice vyrok, ale zatim nemuzeme rozhodnout o jeho
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pravdivosti. Vyroky, u nichz neumime v daném okamziku jednozna¢né rozhodnout, zda
jsou pravdivé nebo nepravdivé, avsak v zasadé jedna z obou téchto moznosti musi nastat,
se nazyvaji hypotézy.

U dalstho ptikladu uvedeme ukéazky takovych oznamovacich vét, resp. tvrzeni, které
nejsou vyroky.

Priklad 1.2. Nésledujici tvrzeni nejsou vyroky:
e f: Primky p, ¢ jsou rovnobé&zné.«,
o ¢:  Prsi’,
e h:  Prirozené ¢islo x je délitelné péti.«.

Abychom mohli tato tvrzeni oznacit jako vyroky, bylo by je potieba doplnit o nékolik infor-
maci. Ukazka g nekonkretizuje misto nebo ¢as k tomu, abychom dokézali urc¢it pravdivost
tvrzeni. Pri ukdzkach f a h se miuZe zdat, Ze se jedna o vyroky. Ale zkusme si polozit
nasledujici otazky: O jaké dvé primky p, ¢ v roviné se jedna, a o jaké pfirozené cislo?
Hovofime o vSech dvojicich primek v roviné? Existuji totiz pfimky, ve druhém piipadé
prirozené ¢isla, pro ktera je toto tvrzeni pravdivé, ale i piimky, nebo prirozené ¢isla, pro
kterd je tvrzeni nepravdivé.

Uloha 1.1. U nasledujicich tvrzeni urcete, zda se jedna o vyrok. Pokud ano, uréete jeho
pravdivostni hodnotu. V pripadé, ze tvrzeni neni vyrokem, odtvodnéte proc.
a) Soucet dvou sudych ¢&isel je taky sudé ¢islo.
) Kolik je hodin?
) Dnes venku prsi.
) Cislo 4 je délitelné tiemi.
)
)

o o

QU

Mésto, kde bydlim.
Ctverec ma 4 strany rtznych délek.
) Pozor!

Q % o

Reseni: a) pravdivy vgrok; b) nent vjrok — tdzact véta; c) vyrok, ale jeho pravdivost posudte sami; d) nepravdivy vyrok;

e) neni vyrok — neuplnd véta; f) nepravdivy vyrok; g) nent vyrok — rozkazovact véta.

1.3 Slozeny vyrok a vyrokova formule

V dané podkapitole predstavime ¢tyti logické spojky, které jsou oznacované jako binarni
logické operace. Spojuji totiz dva jednoduché vyroky, které budeme nazyvat elementéarni
vyroky.

Pfi spojovani jednoduchych (elementarnich) vyrokia pouzivame nasledujici binarni lo-
gické spojky (tzv. operatory vyrokové logiky):

A — konjunkce,
VvV — disjunkce,
= — implikace,
< —  ekvivalence.

Jestli p, g jsou vyroky, pak pomoci logickych spojek (tzv. operatori vyrokové logiky) je
mozné vytvaret nové vyroky, tzv. sloZzené vyroky.
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Zakladni slozené vyroky vytvofené pomoci uvedenych spojek jsou:

a) konjunkce vyrokid p, q: zapisujeme p A g, ¢teme ,p a ¢“ resp. ,,p a zaroven q“,

b) disjunkce vgroki p, q: zapisujeme p V g, ¢teme ,p nebo ¢,

c) implikace vyroki p, q: zapisujeme p = ¢, ¢teme ,,p implikuje ¢, resp. ,z p vyplyva ¢“,
resp. ,jestlize plati p, potom plati i ¢,

d) ekvivalence vijrokd p, q: zapisujeme p < ¢, ¢teme ,,p je ekvivalentni s ¢*, resp. ,,p pravé
tehdy, kdyz ¢“, resp. ,,p tehdy a jen tehdy, kdyz ¢“.

Pro kazdou z binarnich logickych spojek uvedeme ptiklad slozeného vyroku, ktery
vytvorime z elementarnich vyroku

p: ,,Venku dnes prsi.”
a popsanych logickych spojek.

Priiklad 1.3. Slozeny vyrok vytvofeny pomoci logické spojky konjunkce zapiSeme a ¢teme:

o

pAq: ,,Venku dnes prsi a
,,Venku dnes prsi a zaroven

Priklad 1.4. Slozeny vyrok vytvoreny pomoci logické spojky disjunkce zapiSeme a ¢teme:

pVq: ,,Venku dnes prsi nebo .

Poznamka 1.1. V matematice ma logickd spojka ,,nebo“ pon¢kud odlisny vyznam jako
v bézné komunikaci. Rozdil je v tom, Ze v rdmci vyrokové logiky nemé logickd spojka
disjunkce vylucovaci vyznam. Uvazujme napiiklad slozeny vyrok a V b: |, Ptijde Jana nebo
Viktorie.“ (resp. ,,Ptijde Jana nebo pfijde Viktorie.“). V hovorové komunikaci to mtze byt
chapano jako, ze prijde jen jedna ze jmenovanych. Kdyz ale budeme hovorit o disjunkci
ve vyrokové logice, spojka ,nebo” nebude chapané ve vylucovacim vyznamu. Ve vyrokové
logice tak muzou platit oba elementarni vyroky, ze kterych je disjunkce slozena. Tedy
prijde jedna ze jmenovanych, ale také se muze stat, ze prijdou obé.

Poznamka 1.2. V odborné literatuie se mizeme setkat i s tzv. ,,ostrou disjunkci“, ktera
mé praveé tento vylucovaci charakter.

Priklad 1.5. SloZeny vyrok vytvoreny pomoci logické spojky implikace zapiSeme a ¢teme:

p=q: ,Jestlize venku dnes prsi, pak S
Poznamka 1.3. Implikace je jedinou z binarnich logickych spojek, u které je potieba brat
v uvahu poradi polozenych elementarnich vyroki. Uvazujme slozeny vyrok p = ¢ z pred-
chéazejictho prikladu. Leva c¢ast, tedy elementérni vyrok p, predstavuje podminujici ¢ast
implikace a prava c¢ast, tedy elementarni vyrok ¢, je podminénou c¢asti implikace. V pfi-
padé, ze vyménime pofadi elementarnich vyroki, dostaneme nasledujici slozeny vyrok:

p=q ,Jestlize , pak venku dnes prsi.”

Piiklad 1.6. Slozeny vyrok vytvoreny pomoci logické spojky ekvivalence zapiSeme a
Cteme:

p < q:. ,,Venku dnes prsi pravé tehdy, kdyz
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Uloha 1.2. Necht jsou dany elementarni vyroky z, y, z:
e 1: Autobus stoji na kazdé zastavce.”,
e y: ,Zastavky mimo centrum jsou na znameni.®,
e 2:  Vystupujici zazvoni na Tidice.“.
Slovné zformulujte slozené vyroky:
a) xVy,
b) y= =z,
c) T &z,
d) zN\uw.
Reseni: a) xVy: ,,Autobus stoji na kaZdé zastdvce nebo zastdvky mimo centrum jsou na znameni.“; b) y = z: ,Jestli
zastdvky mimo centrum jsou na znameni, pak vystupujici zazvoni na Fidide.“; ¢) x < z: ,,Autobus stoji na kazdé zastdvce

prdve tehdy, kdyz vystupujici zazvoni na Fidice. “; d) zAx: ,, Vystupugici zazvoni na ¥idice a autobus stoji na kazZdé zastdvce. “

Necht p, ¢ v zapisech slozenych vyroka pV ¢, p A q, p = q a p < ¢ nepfedstavuji
konkrétni vyroky. Uvazujme, Ze p, ¢ mohou zastupovat libovolné vyroky, které mohou byt
pravdivé, nebo nepravdivé. Potom p, ¢ oznacujeme jako vyrokové proménné a zapisy
pVq, pA\q, p= qap< qjsou priklady tzv. vyrokovych formuli.

Vyrokova formule predstavuje zapis, ktery obsahuje wgrokové promeénné, logické
spojky a pripadné zdvorky, pricemz po dosazeni libovolnych vyroktu za vyrokové pro-
ménné dostaneme vyrok.

Priiklad 1.7. Vyrokovymi formulemi jsou napiiklad nasledujici zapisy:

a) (z=y)Vz,

b) (aVvb) < (bVa).
Za vyrokovou formuli neni mozné povazovat néasledujici zapisy:

c) x =,

d) Nb,

e) pAgVr.
Zéavorky ve vyrokovych formulich maji diilezitou roli, protoze urc¢uji — stejné jako i v jinych
oblastech v matematice — potradi operaci. Logické spojky zastupuji operace ve vyrokové
logice.

1.4 Negace vyrokt a vyrokovych formuli

V predchazejici podkapitole jsme zavedli ¢tyti binarni logické spojky: konjunkeci, disjunkci,
implikaci a ekvivalenci. Tyto logické spojky oznacujeme jako binarni, protoze jejich pou-
zitim spojujeme vzdy dvé vyrokové proménné. Existuje vSak jesté logickd spojka negace,
k jejimuz pouziti ndm postacuje jedna vyrokova proménna. Z tohoto divodu je negace
oznacovana jako unérni logickd spojka.

Negace vyroku predstavuje tvrzeni, které popira puvodni vyrok a tedy méni jeho
pravdivostni hodnotu. Pouziti negace jako unarni logické spojky oznacujeme apostrofem
nad danou vyrokovou proménnou nebo vyrokovou formuli (ozn.")
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Poznamka 1.4. Vyrokovou formuli p A ¢ (jako i jiné dalsi s vyuzitim dalsich binarnich
logickych spojek) muzeme negovat (p A q)’. Je-li p je vyrokova proménna, pak negaci
vyrokové proménné p’ povazujeme také za vyrokovou formuli.

V nésledujicich prikladech postupné ukazeme, jak mizeme negaci pouzit na elementarni
vyroky a vyrokové formule.

Priiklad 1.8. Utvoime negaci z danych elementérnich vyroki:

e p: . Venku dnes prsi.” |

® .

Negaci muzeme vytvorit dvéma zptisoby:

e Formalné (trivialng): pouzitim slovniho spojeni ,, Nend pravda, Ze plati . .. * pred dany
elementarni vyrok. Pri oznaceni vyrokovych proménnych muzeme taktéz pouzivat
slovni spojeni ,,Neplati p.*, resp. ,,p negované®.

e Konstruktivné: preformulovanim elementarniho vyroku tak, abychom zménili jeho
pravdivostni hodnotu, ale nezménili podstatu tvrzeni.

V naSem pripadé budeme pouzivat konstruktivni zptisob negace. P1i negaci elementarnich
vyroku postacuje pfidat pred sloveso ve vété predponu ne—

p: ,,Venku dnes prsi.“ p': ,,Venku dnes neprsi.

Priiklad 1.9. V tabulce 1.1 jsou v levém sloupci ¢tyfi elementarni vyroky: a, b, ¢, d.
V sloupci napravo jsou uvedeny jejich negace. Jako prvni (v Sedém odstinu) je uvedena
trivialni negace elementarniho vyroku. Pod ni je uvedena negace konstruktivni, na kterou
se budeme zamérovat.

Elementarni vyrok Negace elementarniho vyroku

a’: ,Neni pravda, Ze Zlin je hlavnim
a: ,,Zlin je hlavnim méstem Ceské | méstem Ceské republiky.®
republiky.* a’: ,Zlin neni hlavnim méstem
Ceské republiky.*

b': ,Neni pravda, ze 2 + 2 = 4.

D242 =4
b2t b': 2+ 2 # 4¢
c’: ,Neni pravda, Ze venku nesviti
c: ,,Venku nesviti slunce.* slunce.*
c: ,,Venku sviti slunce.“
. ,Neni pravda, ze 4 < 3.
d: 4 < 3¢ v 1 :

d: 4> 3¢

Tab. 1.1: Ukézka trividlni a konstruktivni negace z piikladu 1.9

Vyroky a, ¢ predstavuji oznamovaci véty, pii kterych postacuje zménit jenom piisudek.
Vyroky b, d jsou vyjadieny matematicky, kde je pfi jejich negaci potiebné rozlisit, které
symboly zastupuji pravé prisudek (sloveso) oznamovaci véty. Uvazujme naptiklad vyrok

b: ,,Dva plus dva se rovné ¢tyrem.".
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Negaci vyslovime takto:
b': ,Dva plus dva se nerovné Ctyfem.".
P1i negaci vyroku
d: ,,étyfi je mensi nez tii.“

se negace vztahuje na slovo ,mensi“. Z tohoto divodu pfi negaci elementarniho vyroku
d pouzijeme slovni spojeni ,,vétsi nebo rovno“. Pro nazornost je situace ilustrovana na
obrazku 1.1.

A

Obr. 1.1: Grafické zobrazeni slovni konstruktivni negace z piikladu 1.9

Piiklad 1.10. Necht jsou dané elementarni vyroky p: ,,Ptijde Petr.“ a ¢: , Pfijde Pavel.”.
Zapiste pomoci matematické symboliky slozené vyroky:

e v: ,7 dvojice pratel Petr a Pavel prijde nejvyse jeden.®,

e u: ,Pavel neptijde bez Petra.”.

Reseni: Jednotlivé vyroky pieformulujeme tak, aby byl jejich matematicky zapis jasny.
Prvni ukazka uvadi, Ze ptijde jeden z dvojice pfatel nebo nikdo. Mizeme to preformulovat
nasledovné: ,,Prijde Petr a Pavel nepiijde nebo Petr neptijde a Pavel prijde nebo Petr ne-
prijde a Pavel neptijde”. Takhle formulovany vyrok miizeme prostfednictvim matematické
symboliky zapsat nasledovné:

v LAV AV AL

Preformulujme si taktéz slozeny vyrok u tak, abychom mohli jasné ur¢it jeho matema-
ticky zapis. Tedy u: Jestlize nepiijde Petr, pak nepfijde ani Pavel. Pouzitim matematické
symboliky sloZeny vyrok u miiZeme zapsat nasledovné:

uw: p = ¢

Uloha 1.3. Utvoite negace nasledujicich vyrokii:

e p: , Batuv mrakodrap je nejvyssi stavbou ve mésté.«,
e ¢: ,Pes nepatii mezi bylozravce.”,

e 7: 'V novinach nenf ¢lanek, o kterém jsi hovoril.”,

e 5. ,3-6=18."

o 1 4 1.5

Reseni: p': ,,Baliiv mrakodrap neni nejuyssi stavbou ve mésté.“; q': ,,Pes patii mezi bijloZravce.“; r': ,V novindch je
” ) ” ) ”

cldnek, o kterém jsi hovovil.“; s': ,3-6 #£18.% t/: 4> 1.

Uloha 1.4. Necht jsou dané nasledujici elementarni vyroky p: , Pfijde Petr.“ a ¢: , Pfijde
Pavel.*“. Zapiste prostrednictvim matematické symboliky a slovné zformulujte nasledujici
slozené vyroky:
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a) Petr piijde, ale Pavel nepiijde.

b) Oba nepiijdou.

c¢) Pavel prijde, kdyz Petr nepiijde.

d) Alespon jeden nepiijde.

e) Nikdo nepfijde.

f) Z dvojice pratel Petr a Pavel pfijde pravé jeden.

Reseni: a) p A q': ,Petr piijde a zdroveii Pavel nepiijde.“; b) p' A ¢': ,Petr neprijde a Pavel nepiijde.“; c) p' = q:
»Jestlize neprijde Petr, pak Pavel prijde.“; d) p' V ¢': ,Neprijde Petr nebo nepvijde Pavel.“; e) p' A q': ,Petr nep¥ijde a

b

Pavel neptijde.; f) (p Aq')V (o' A q): ,,PFijde Petr a Pavel nepvijde nebo Petr nepvijde a Pavel pFijde.“

Priklad 1.11. Na obrazcich 1.2 — 1.4 jsou graficky znézornény negace vyrokt, které jsou
definovany na ¢iselnych mnozinach.

vyrok v negace vyroku v’
Alespon dva studenti vytesili Nejvyse jeden student vytesil
zadany test. zadany test.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 1.2: Grafické znazornéni vyroku v a jeho negace z ptikladu 1.11

Pocet objekti, tedy studenti, kteri vytesili zadany test, je v daném vyroku v ,alespon
dva®. Je potfebné si uvédomit, co tohle vyjadreni po¢tu znamena. Kdyz test vytesili ale-
spon dva studenti, znamena to, ze ho vytesili dva studenti nebo vice. Negace vyroku v musi
pokryvat vSechny ostatni moznosti, tedy ze test vytesil jeden student nebo zadny.

vyrok w negace vyroku w’
Malit ve svém novém Malit ve svém novém
umeéleckém dile pouzil umeéleckém dile pouzil
nejvyse 6 barev. nejméné sedm barev.
—
0 1 2 3 4 5 6 71 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 1.3: Grafické znazornéni vyroku w a jeho negace z prikladu 1.11

Podobné jako v predchozim pripadé, graficky znazornime pocetnost ptuvodniho vyroku
w. Malit pouzil ve svém dile Sest barev nebo méné. Tedy negace bude pokryvat ostatni
moznosti, tj. pouzil jich sedm nebo vice.
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vyrok y negace vyroku v’
Zadané rovnice ma pravé dveé Rovnice méa nejvyse jedno,
reSeni. nebo alespon tfi feSeni.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 1.4: Grafické znazornéni vyroku y a jeho negace z piikladu 1.11

Jestlize vyrok y predstavuje presné dany pocet, pak jeho negace 3’ bude obsahovat vSechna
ostatni ¢isla kromé pravé toho daného poctu. Tedy negaci vyjadiime nasledovné: Rovnice
mé nejvyse jedno, nebo alespon tfi feSeni.

Ve vyrokové logice existuji rizné specialni pravidla pro negaci vyrokovych formuli.
Jednim z nich jsou tzv. de Morganova pravidla.

Negace konjunkce a disjunkce dostaneme pouzitim de Morganovych pravidel:

(aAb) & 1d V)
(aVb) < (a ANV

Priklad 1.12. Pouziti de Morganovych pravidel pro negaci vyrokovych formuli konjunkce
a disjunkce ukadzeme na nasledujicim piikladu. Pouzijeme jiz predtim pouzité elementarni
vyroky p: ,,Prijde Petr.“, ¢: ,,Prijde Pavel.“ a jejich negace p’: ,,Petr nepiijde.”, ¢': ,,Pavel
nepiijde.“.

e Konjunkece: p A ¢: ,,Prijde Petr a piijde Pavel.“ (,,Pfijde Petr i Pavel.*)

e Negace konjunkce: (p A q)' ~ p' V ¢': ,,Petr neptijde nebo nepiijde Pavel.“

e Disjunkce: p V ¢: ,,Prijde Petr nebo (pfijde) Pavel.“

e Negace disjunkce: (pV q) ~ p' A ¢': ,Petr nepfijde a Pavel nepiijde.

(,Nepiijde Petr ani Pavel.“)

P1i negaci implikace a ekvivalence je potiebné postupovat ve dvou krocich. Nejdiive
pouzijeme pravidla pro implikaci a pro ekvivalenci:

Obména implikace: (a = b) ~ (a’ V b)
Obmeéna ekvivalence: (a < b) ~ (a Ab)V (a' A V)

Priklad 1.13. Opét pouzijeme elementarni vyroky z predchoziho prikladu p, ¢. V nasem
pripadé jsou implikace a ekvivalence a jejich negace definovany takto:
Implikace: p = ¢: ,Jestlize prijde Petr, pak ptijde (také) Pavel.*
Negace implikace: (p = ¢)": ,,Petr piijde a zaroven Pavel nepfijde.“
Ekvivalence: p < ¢: ,,Petr prijde pravé tehdy, kdyz prijde Pavel.®
Negace ekvivalence: (p < q)": ,,Petr a Pavel pfijdou nebo nepfijde ani
jeden z nich.”

1Symbolika se v riiznych matematickych disciplinach mize ligit. Matematicky symbol ,,~* pFedstavuje
ve vyrokové logice relaci rovnosti, resp. totoznosti a budeme jej dale uzivat ve smyslu ekvivalence.
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Piiklad 1.14. Vytvoime negace vyrokovych formuli:

a) a: ,Mam mladsi sestru a starsiho bratra.®,

b) b: ,Budu se ucit nebo ptijdu do knihovny.“,

c) ¢ ,Jestlize prijdes dnes ke mné domu, podivame se na film.“,
d) d: ,Publikum tleskalo pravé tehdy, kdyz skonéilo vystoupeni.”.

Reseni:
e a: ,Mam mladsi sestru a starsiho bratra.®

Uvedena vyrokova formule je konjunkci, ktera spojuje dva elementarni vyroky: ,Mam
mladsi sestru., ,Mam starSitho bratra.“. Pro negaci dané vyrokové formule vyuzijeme
de Morganovo pravidlo. Nejdiiv vytvorime negaci jednotlivych elementarnich vyroki, ale
nesmi se zapomenout zménit i logickou spojku. Tedy v nasem pfipadé vyménime konjunkci
za disjunkci. Negace vyrokové formule a zni:

a’: ,Nemam mladsi sestru nebo neméam starsiho bratra.®.
e b: , Budu se ucit nebo ptijdu do knihovny.*

Podobné jako v predchézejici ukézce pouzijeme de Morganovo pravidlo. Elementarni vy-
roky ,,Budu se ucit.“, ,Pljdu do knihovny.* znegujeme a znovu zménime i logickou spojku:

b': ,Nebudu se ucit a (ani) nepijdu do knihovny.“.
e c: ,Jestlize prijdes dnes ke mné domt, podivame se na film.*

Vyrokova formule predstavuje implikaci dvou elementarnich vyroki: ,,Dnes prijdes ke mné
domii.“ a ,,Podivame se na film.“. Pro negaci implikace pouzijeme néasledujici vztah:

Negace implikace: (a = b)' ~a AV

Uvedeny vztah odvodime ve dvou krocich. Prvnim je obména implikace na disjunkci ele-
mentarnich vyroki a druhym krokem je de Morganovo pravidlo pro negaci disjunkce.
Pouzitim daného vztahu vyslovime negaci vyrokové formule ¢ takto:

c: ,,Dnes jdeme ke mné domu a nepodivame se na film.*.
e d: ,Publikum tleskalo pravé tehdy, kdyz skoncilo vystoupeni.*

Pro negaci ekvivalence pouzijeme nasledujici vztah:

Negace ekvivalence mtuzeme vyjadiit nasledovné:
(a=b) ~ (aVU)A(aVb)

Uvedeny vztah plati opét pouzitim dvou kroki. Prvnim je obména ekvivalence na vyroko-
vou formuli, kterd obsahuje jenom konjunkci a disjunkeci elementarnich vyroku a druhym
krokem pouziti de Morganova pravidla. Vzhledem k uvedenému vztahu vyslovime negaci
vyrokové formule d nésledovné:

d': ,Publikum netleskalo nebo vystoupeni neskonéilo a zaroven publikum
tleskalo nebo vystoupeni skoncilo.*.
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Uloha 1.5. Nasledujici vyrokové formule zapiSte pouZitim matematické symboliky a u-
tvorte jejich negace:
a) Karel ma kalkulacku, ale nema pero.

b) V nedéli pijdeme do kina nebo do divadla.

¢) Pajdeme do obchodu nebo nepijdu ven.

d) Jestlize bude cesta bez zdrzeni, pfijdeme vcas.

e) Petr neptijde nebo mu nefunguje telefon.

f) Koupim svému dévéeti kvétiny tehdy, kdyz ji pozvu na obéd.
g) Kdyz zatelefonujes v¢as, povim ti to.

h) Jestlize Petra nedokoncila svou praci, odesla domi.

Reseni: a) a ANV, negace: Karel nemd kalkulacku nebo md pero.; b) aV b, negace: V nedéli nepijdeme do kina ani do
divadla.; ¢) a Vb, Nepijdeme do obchodu a pijdu ven.; d) a = b, negace: Cesta bude bez zdrZeni a neprijdeme vcas.; e)
a’' VUV, negace: Petr prijde a telefon mu funguje.; f) a < b, negace: Nekoupim svému dévcett kvétiny nebo ji nepozvu na
obéd a zdrover ji koupim kvétiny nebo ji pozvu na obéd.; g) a = b, negace: Zatelefonujes véas a jd ti to nepovim.; h) a’ = b,

negace: Petra prdaci nedokoncila a neodesla domii.

Uloha 1.6. Utvoite negace nasledujicich implikaci:
a) 3-5=10=4-5=20,
b) 3-5=15=4-5%# 20,
c) 3-5>10=4-5<20.

Reseni: a)3-5=10A4-5%#20;b)3-5=15A4-5=20;¢c)3-5>10A4-5>20.

1.5 Pravdivostni hodnoty vyrokovych formuli

Jak jiz bylo dfive uvedeno, vyrokova formule se sklada z vyrokovych proménnych, logic-
kych spojek a zavorek. Po dosazeni libovolnych vyroku za vyrokové proménné dostaneme
vyrok. Pokud rozhodneme o pravdivosti vyroku, miizeme mu pfifadit jeho pravdivostni
hodnotu. Potom i vyrokové formuli muzeme priradit pravdivostni hodnotu. Zda je vy-
rokova formule pravdiva, nebo nepravdiva, zavisi na pravdivostnich hodnotach
jednotlivych elementarnich vyroki. Pravdivostni hodnoty slozenych vyroku zapisu-
jeme do tzv. tabulky pravdivostnich hodnot (tab. 1.2).

Elerr}entarnl Konjunkce | Disjunkce | Implikace | Ekvivalence | Negace
vyroky
P | q PAg pVgq p=4q peq /4
1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1

Tab. 1.2: Pravdivostni hodnoty vyrokovych formuli

V tabulce 1.2 proménné p, q predstavuji libovolné elementarni vyroky, které mohou
byt pravdivé, nebo nepravdivé. V tabulce jsou uvedeny vSechny ¢tyfi moznosti, kdy jsou
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oba elementarni vyroky pravdivé, nebo jeden z nich je pravdivy a jeden nepravdivy, nebo
oba jsou nepravdivé. Z tabulky 1.2 mtzeme vycist, Ze:

a) konjunkce p A ¢ elementarnich vyroku p, ¢ je pravdiva tehdy, kdyZ jsou pravdivé i
oba elementarni vyroky p, ¢;

b) disjunkce pV ¢ elementarnich vyroku p, ¢ je pravdiva tehdy, kdyz je pravdivy alespon
jeden z vyroki p, g a také v ptripadé, zZe jsou pravdivé oba;

¢) implikace p = ¢ elementarnich vyroki p, ¢ je nepravdiva jenom v jediném piipadé,
a to kdyz podminujici elementarni vyrok p je pravdivy a elementarni vyrok ¢ z néj
vyplyvajici je nepravdivy;

d) ekvivalence p < ¢ elementéarnich vyroku p, ¢ je pravdiva tehdy, kdyz maji elemen-
tarni vyroky p, q stejnou pravdivostni hodnotu, tudiz jsou oba vyroky pravdivé, nebo
jsou oba vyroky nepravdivé;

e) pii negaci se méni pravdivostni hodnota elementérniho vyroku p, tzn. ze kdyz je
elementarni vyrok p pravdivy, pak jeho negace p’ je nepravdivy vyrok.

Pokud je elementarni vyrok nebo vyrokové formule pravdivé, je jim pfirfazena pravdivostni
hodnota 1. Naopak, v pripadé, ze elementarni vyrok nebo vyrokova formule jsou neprav-
divé, je jim prifazena pravdivostni hodnota oznacenim 0.

Pomoci tzv. tabulky pravdivostnich hodnot vyrokové formule je mozné zjistit, pro
které pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych vznikne z vyrokové formule prav-
divy (resp. nepravdivy) vyrok. Tenhle proces se nazyva pravdivostni ohodnoceni
vyrokové formule.

Priiklad 1.15. Uvazujme vyrokovou formuli: , Jestlize je pfirozené ¢islo x délitelné osmi,
pak je délitelné i dvéma.“. Jedna se o implikaci p = ¢ elementarnich vyroki p, ¢, kde p:
,PTirozené ¢islo x je délitelné osmi.” a ¢: ,,Dané prirozené ¢islo = je délitelné dvéma.“. Je
ziejmé, ze uvazované vyrokova formule je pravdiva. Zkusme vSak za proménnou x dosadit
riiznéd prirozena Cisla a zjistime, jestli bude dané vyrokova formule pravdiva v kazdém
pripadé. Mohou nastat nasledujici t¥i moznosti.

e Za proménnou z dosadime ¢islo, které je nasobkem ¢isla 8 (napiiklad 8, 16, 24,
...), takové ¢islo je délitelné osmi a také dvéma. Dostavame tedy implikaci, kde jsou
pridéleny pravdivostni hodnoty 1 = 1, ktera ndm dava pravdivou vyrokovou formuli.

e Za proménnou z dosadime sudé ¢islo, které neni nasobkem ¢isla 8 (napiiklad 2, 4, 6,
10, 12, 14, 18, ...). Takové ¢islo neni délitelné osmi, ale je délitelné dvéma. V tomto
piipadé dostaneme implikaci 0 = 1, ktera je také pravdivou vyrokovou formuli.

e Za proménou x dosadime libovolné jiné ¢islo (tedy libovolné liché ¢islo), které neni
délitelné osmi ani dvéma, jde o implikaci typu 0 = 0, ktera je také pravdivou vyro-
kovou formuli.

Priiklad 1.16. Ukazeme si, jak zkonstruovat tabulku pravdivostniho ohodnoceni néasledu-
jici vyrokové formule: (p' = ¢q) < (p = ¢'). Pro zjednoduSeni zépisu si muzeme jednotlivé
casti ekvivalence oznacit jako vyrokovou formuli A, leva ¢ast ekvivalence, a vyrokovou
formuli B, prava ¢ast ekvivalence (obr. 1.5):
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@:m@@:w

A B

Obr. 1.5: Ukazka rozdéleni vyrokové formule pro zjednoduSeni zapisu

Zakladem tabulky pravdivostnich hodnot je vy-
plnit v tabulce vSechny moznosti, které nam pro
pravdivostni hodnoty elementérnich vyrokd mi-
zou nastat. Do tabulky uvedeme vSechny kom-
binace pravdivostnich hodnot elementarnich vy-
roku. V dané vyrokové formuli jsou dvé vyrokové
proménné, tedy mohou nastat ¢tyri moznosti.

o O | S
O | O

Poznamka 1.5. Pocet vSech moznosti se prirozené odviji od po¢tu proménnych ve vy-
rokové formuli. Cim vic vyrokovych proménnych vyrokova formule obsahuje, tim je pocet
radkt v tabulce pravdivostnich hodnot vyssi.

Zacneme postupnymi kroky ovérovat pravdivostni T
. L e , . Plg|P | q
hodnoty jednotlivych ¢asti vyrokové formule. Vi- 11010
dime, Ze v zapisu vyrokové formule se nachézeji TTol 01
negace proménnych: (p = ¢) < (p = ¢). Jed-
o . e . 0/1]1]0
notlivé kroky budeme zapisovat do dalsich sloupci 00T T 1

tabulky pravdivostniho ohodnoceni.
Nyni mizeme postupné ziskavat pravdivostni hodnoty jednotlivych ¢asti vyrokové formule.
P1i urcovani pravdivostnich hodnot ruznych i slozitéjsich vyrokovych formuli budeme vy-

chazet z tabulky pravdivostnich hodnot slozenych vyroku a z nich vyplyvajicich pravidel
(tab. 1.2).

Implikujeme

3. sloupec se
sloupcem 2. A
pla|pP|d |P=4q
1717010 1
110]0 |1 1
O/1|111]0 1
00| 1]|1 0

Tab. 1.3: Pravdivostni ohodnoceni pro implikaci A vyrokové formule z ptikladu 1.16

Zatneme s levou ¢asti vyrokové formule (" = ¢). Jednéa se o implikaci dvou elementéarnich
vyroki, u nichz je potiebné dodrzet smér, ve kterém budeme porovnavat sloupce, treti
sloupec implikujeme se sloupcem druhym (tab. 1.3). Dana implikace je nepravdiva jenom
v poslednim ¢étvrtém fadku, kde p’ ma pravdivostni hodnu 1 a ¢ méa pravdivostni hodnotu
0(1=0).

Stejnym zpusobem ziskdme pravdivostni hodnotu pravé ¢asti vyrokové formule (p = ¢').
Jak je znazornéno v tabulce 1.4, v daném pfipadé bude vyrokova formule nepravdiva
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v prvnim fadku, protoze zde ma implikace smér prvniho a ¢tvrtého sloupce, vyrokova
proménné p pravdivostni hodnotu 1 a ¢’ ma pravdivostni hodnotu 0 (opét dostavame
1=0).

Implikujeme

1. sloupec se 4. A B
pla|r|d | PV=aq|p=>{
111[010 1 0
110101 1 1
0|1 11]0 1 1
00|11 0 1

Tab. 1.4: Pravdivostni ohodnoceni implikace B pro vyrokovou formuli z piikladu 1.16

V poslednim kroku ovérime pravdivostni hodnoty patého a Sestého sloupce na zakladé
ekvivalence, ktera je spojuje (p' = q)<( ).

Ekvivalenci mame

mezi 5. a 6. sloupcem A< B
pla|V|d|P=aqlp=d | @W=a9< =)
1{1]010 1 0 0
110]0|1 1 1 1
Oj(1(1]0 1 1 1
0j]0|1]1 0 1 0

Tab. 1.5: Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule z piikladu 1.16

Logicka spojka ekvivalence je pravdiva jenom v piipadé, ze oba vyroky v ekvivalenci maji
stejnou pravdivostni hodnotu. Sedmy sloupec tabulky pravdivostnich hodnot ukazuje prav-
divostni ohodnoceni zadané vyrokové formule. Vyrokova formule (p' = ¢) < (p = ¢) se

stane pravdivym vyrokem, jestli za dvojici proménnych (p,q) dosadime vyroky s pravdi-
vostnimi hodnotami (1,0) nebo (0,1).

Priklad 1.17. Ukazme si pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule
(pVva) < (@' N
Reseni:

Z tabulky pravdivostniho ohodnoceni zadané vyrokové formule (p V q) < (o' A ¢)

(tab. 1.6) vyplyva, Ze po dosazeni libovolnych vyroki za proménné p, ¢ dostaneme vzdy
pravdivy vyrok.
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pla|P|d | Ve | @A) (Ve & @A)
11700 0 0 1
1]ofo0]1 0 0 1
0[1][1]0 0 0 1
0(0]1]1 1 1 1

Tab. 1.6: Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule (p V q¢)’ < (p' A ¢)

Vyrokové formule mozno z hlediska jejich pravdivostniho ohodnoceni rozdélit do tif
skupin:

a) tautologie,

b) kontradikce,

¢) splnitelna vyrokova formule.

Tautologie je takova vyrokova formule, ze které po dosazeni libovolnych vyroki za
vyrokové proménné vznikne vzdy pravdivy vyrok.

Kontradikce je vyrokova formule, ze které po dosazeni libovolnych vyrokiu za vyrokové
proménné dostaneme vzdy nepravdivy vyrok.

Splnitelna vyrokova formule je takova vyrokovéa formule, ktera neni ani tautologii
ani kontradikci. Tedy v nékterych piipadech je vyrokova formule pravdiva a v nékterych
nepravdiva.

Priiklad 1.18. Na zakladé tabulky pravdivostnich hodnot vyrokové formule z predchozich
prikladi (1.16 a 1.17) rozhodnéte, jestli se jedna o splnitelnou formuli, tautologii, nebo
kontradikci. Jinak receno, ovérte pravdivostni hodnotu uvedené vyrokové formule.

Reseni: Tabulka pravdivostnich hodnot (tab. 1.5) vyrokové formule z prikladu 1.16
(P = q) & (p = ¢) ukazuje, Ze se jedna o splnitelnou formuli.

Jisté jste si jiz vSimli, ze vyrokova formule z piikladu 1.17 popisuje de Morganiv
zakon negace disjunkce. Z tabulky pravdivostniho ohodnoceni 1.6 dané vyrokové formule
(pVq) < (P ANG) vyplyva, Ze po dosazeni libovolnych vyrokii za proménné p, ¢ dostaneme
vzdy pravdivy vyrok. Vyrokova formule je tautologie. Pomoci tabulky pravdivostnich
hodnot muzeme také dokazat platnost pravidel ve vyrokové logice, v tomto piipadé, plat-
nost de Morganova pravidla negace disjunkce.

Uloha 1.7. Pomoci tabulky pravdivostniho ohodnoceni vyrokové formule ovéite platnost
také ostatnich pravidel, které jsme si jiz uvedli:
a) opa¢né de Morganovo pravidlo negace konjunkce: (p A q) ~ (p' V ¢');
b) negace implikace: (a = b) ~ (a A V);
¢) obména ekvivalence: (a < b) ~ [(a Ab)V (a' A b’)].
R

eseni: Viechny uvedené vyrokové formule jsou tautologie, tj. jejich platnost byla dokdzdina.
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Poznamka 1.6. Jednotlivé druhy vyrokovych formuli uréime z tabulky jejich pravdi-
vostniho ohodnoceni. U tautologie jsou v poslednim sloupci samé jednicky, u kontradikce
samé nuly a u splnitelné vyrokové formule jsou v poslednim sloupci tabulky pravdivostniho
ohodnoceni nuly i jednicky.

Priklad 1.19. Ukazme si pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule se tfemi proménnymi
nasledujici vyrokové formule: a < (b A c)'.

Reseni: V prvnim kroku uréime pravdivostni hodnoty vyrokové formule, ktera je v za-
vorce. Zéavorky plni také ve vyrokové logice dilezitou tlohu, protoze urcuji potradi vy-
konavanych operaci. Pravdivostni ohodnoceni konjunkce realizujeme porovnanim 2. a 3.
sloupce. V dalsim kroku vytvofime negaci této konjunkce tak, Ze zménime pravdivostni
hodnoty ze 4. sloupce. V poslednim kroku prifadime pravdivostni hodnoty celé vyrokové
formuli tak, ze porovname pravdivostni hodnoty 1. a 5. sloupce na zékladé logické spojky
ekvivalence.

alblc|bAc| (bAe) |as (bAC)
1111 1 0 0
1111]0 0 1 1
11071 0 1 1
11010 0 1 1
0111 1 0 1
0110 0 1 0
0101 0 1 0
0/0/0] O 1 0

Tab. 1.7: Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule a < (b A ¢)

Z tabulky 1.7 mtaZzeme urcit, ze vyrokova formule a < (bAc)’ je splnitelné formule. Pravdivy
vyrok dostaneme ve ¢tyfech pripadech, tj. kdyz za trojici proménnych (a,b,c) dosadime
vyroky s nasledujicimi pravdivostnimi hodnotami (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0) a (0,1, 1).

Poznamka 1.7. Na ptikladu 1.19 muzeme vidét, Ze ¢im vice proménnych vyrokova for-
mule obsahuje, tim nastava vice moznosti, které mtazou pri kombinaci pravdivostnich hod-
not elementarnich vyroki a, b, ¢ nastat. Poc¢et kombinaci mizeme obecné vyvodit nasle-
dovné.

e pro 1 vyrokovou proménnou p: 2! = 2 moZnosti,
e pro 2 vyrokové proménné p, q: 22 = 4 moznosti,
e pro 3 vyrokové proménné p, g, 7: 23 = 8 moznosti,
e pro 4 vyrokové proménné p, q, r, S: 24 = 16 moznosti, ...

pocet moznosti (fadkt tabulky prav. hodnot)

_ 2poéet proménnych

Uloha 1.8. Pomoci tabulky pravdivostniho ohodnoceni vyrokové formule ovéite platnost
pravidel, které se ve vyrokové logice ¢asto pouzivaji:
1. komutativni zékony: (pAq) < (¢ Ap)
(pVa)=(¢Vp)
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2. asociativni zdkony: (pAg) AT < pA(qgAT)
(pVa@)VrepVigvr)
3. distributivni zakony: pV (¢Ar) < (pVq)
pA(gVr) e (pAg)
4. implikace: (p=q) < (p' Vq)
p=4q) < =7)

(pVr)

VAN
V(pAT)

5. (pea) & [(p=9) Alg=p)
6. [(p=q)A(g=r)] < (p=r)
Reseni: Viechny uwvedené vyrokové formule jsou tautologie, tj. jejich platnost byla dokdzdna.

Uloha 1.9. Pomoci tabulky pravdivostniho ohodnoceni vyrokové formule ovétte, zda jsou
nasledujici vyrokové formule skutecné kontradikce.

a) (p=1)NQE = p);

b) (phq) = (V).

Reseni: Obé uvedené vyrokové formule jsou kontradikce.

Tabulky pravdivostniho ohodnoceni vyrokové formule se pouzivaji také pri vyrokové
analyze slovniho textu, budeme to ilustrovat na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 1.20. V dilné jsou tii stroje A, B, C, které pracuji podle téchto podminek:
a) Jestlize pracuje stroj A, pak pracuje také stroj B.
b) Pracuje stroj B nebo pracuje stroj C'.
¢) Kdyz nepracuje stroj A, nepracuje ani stroj C.

Za jakych podminek je zabezpeceny chod dilny?

Reseni: Oznacime si tii zakladni elementarni vyroky vyrokovymi proménnymi, tedy p:
,Pracuje stroj A.“, q: ,,Pracuje stroj B.“ a r: ,Pracuje stroj C.“. Pak podminky nezbytné
pro chod dilny mtzeme zapsat jako:

a)p=¢q, b)gVvr, c)p=r.

Vyrokova formule (p = q) A (g V r) A (p' = r’) charakterizuje chod dilny, protoze vSechny
t11 podminky musi platit souc¢asné. Pokud dostaneme z vyrokové formule pravdivy vyrok,
pro libovolnou trojici hodnot vyroki p, g a r, bude chod dilny zabezpeceny.

plalr|p | p=qlqVr|p=r|p=gA@qVr)AQP =7)
1[1]1]1]0| 1 1 1 1
1/1]o0]o0]| 1| 1 1 1 1
1/o[t1lo]0] 0 1 1 0
1jojolo| 1] o0 0 1 0
o[L|1|1]0] 1 1 0 0
o[tlolo 1] 1 1 1 1
ol0|1[0 0] 1 1 0 0
olojoo0 1] 1 0 1 0

Tab. 1.8: Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule z piikladu 1.20

Tabulka 1.8 nam urcuje pravdivostni ohodnoceni nasi formule. Posledni sloupec v tabulce
1.8 ndm ukazuje, ze chod dilny bude zabezpecen ve tfech piipadech:
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1. Pracuji vSechny tfi stroje.
2. Pracuji stroje A, B a nepracuje stroj C'.
3. Pracuje stroj B a stroje A, C nepracuji.

Uloha 1.10. Rozhodnéte, kte¥i zaci ze ¢tvefice A, B, C, D pijdou na vylet, maji-li byt
dodrzeny tyto podminky:

a) Alespon jeden z dvojice B, D na vylet ptjde.

b) Nejvyse jeden z dvojice A, C' piijde na vylet.

¢) Alespon jeden z dvojice A, D ptijde na vylet.

d) Na vylet ptijde nejvyse jeden z dvojice B, C.

e) B nepujde bez A.

f) C pujde tehdy, kdyz pujde D.
Megjte na paméti, ze v tabulce pravdivostnich hodnot bude 16 moznosti, které mizou pfi
kombinaci pravdivostnich hodnot elementérnich vyroki a, b, ¢, d nastat.

Reseni: Podminky je mozné zapsat do vyrokové formule v: (bVd)A(aAc) A(aVd)A(bAC) A(a = b)A(ced).

Magi-li byt dodrzet viechny uvedené podminky, na vijlet ze ctverice Zaki A, B, C, D pijdou Zdici A a B, nebo Zici C a D.

1.6 Vyrokové formy a kvantifikované vyroky

V nasledujici podkapitole se blize obeznamime s tvrzenimi, které obsahuji nezndmou pro-
ménnou. Napiiklad, kdyz v tvrzeni ,,Pfirozené ¢islo x je délitelné péti. dosadime za pro-
ménnou x ¢islo 7, dostaneme vétu ,,Prirozené ¢islo 7 je délitelné péti.“. Tento vyrok je
nepravdivy. Ale dosadime-li za proménnou z ¢islo 10, dostaneme vyrok pravdivy. To zna-
mena, ze v zavislosti od konkrétniho prirozeného ¢isla, které dosadime za promeénnou z,
dostavame vyrok pravdivy, nebo nepravdivy. Vyslovme nésledujici definici.

Vyrokova forma je tvrzeni, které obsahuje alespon jednu volnou proménnou. Toto
tvrzeni se po dosazeni konstanty z oboru jejich proménnosti stane vyrokem.

Vyrokovou formu budeme oznacovat velkym pismenem latinské abecedy, pricemz v za-
vorce je uvedena nezndméa proménné, za kterou je mozno dosazovat vhodné konstanty:
A(x), B(x), ...Za vyrokové formy povazujeme napiiklad tvrzeni

A(x): ,¢islo 8 déli ¢islo z, B(z): ;o —2=6..

Poznamka 1.8. Vyrokové formy mohou obsahovat i vice proménnych, jako naptiklad
vyrokova forma: C(z,y): * +y = 5. My budeme pracovat jen s vyrokovymi formami
s jednou proménnou.

S vyrokovou formou souvisi dalsi pojmy, jako je obor proménné vyrokové formy,
defini¢éni obor vyrokové formy a obor pravdivosti vyrokové formy, které definu-
jeme nasledovné.

Obor proménné vyrokové formy A(x) je mnozina vSech objektd, v naSem pripadé
konstanty, jejichz hodnoty chceme do vyrokové formy A(x) za proménnou x dosazovat.
Oznacujeme U.
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Defini¢ni obor vyrokové formy A(z) je mnozina vSech prvka z oboru proménné,
které po dosazeni do vyrokové formy A(x) za proménnou z vytvoii z vyrokové formy
A(x) vyrok. Defini¢ni obor vyrokové formy A(z) budeme oznacovat D 4.

Poznamka 1.9. Obor proménné vyrokové formy a defini¢ni obor vyrokové formy se ve
vétsiné pripada rovnaji. Rozdil nastava v piipadé, ze vyrokova forma obsahuje proménnou,
pro kterou je potfebné zavést specifickou podminku platnosti vyrokové formy.

Obor pravdivosti vyrokové formy A(x) je mnozina vsech prvki z defini¢niho oboru,
které po dosazeni do vyrokové formy A(z) za proménnou x vytvoii z vyrokové formy
A(x) pravdivy vyrok. Obor pravdivosti vyrokové formy A(x) budeme oznacovat A.

Uvedené pojmy budeme ilustrovat na nasledujicich prikladech.

Priklad 1.21. Necht oborem proménné vyrokové formy A(z): = — 1 > 5 jsou pfirozena
¢isla mensi nebo rovna deseti, tedy U = {1, 2, 3,4, ...,10}. Je-li uvedena vyrokova forma po
dosazeni kazdého z ¢isel oboru proménné vyrokové formy vyrokem, pak plati, ze defini¢ni
obor a obor vyrokové formy se rovnaji (D4 = U), tj. plati:

A(l): 1—1>5— je nepravdivy vyrok,

A(2): 2—1>5 — je nepravdivy vyrok,
A(3): 3—1>5— je nepravdivy vyrok,
A(4): 4—1>5— je nepravdivy vyrok,
A(5): 5—1>5 - je nepravdivy vyrok,
A(6): 6 —1>5— je nepravdivy vyrok,
A(7): 7—1>5— je pravdivy vyrok,
A(8): 8 —1>5 - je pravdivy vyrok,
A(9): 9—1>5— je pravdivy vyrok,
A(10): 10 — 1 > 5 — je pravdivy vyrok.

Vidime, ze vyrokovéa forma A(z) je pravdivym vyrokem jenom pro ¢isla vétsi nez 7 nebo
mensi ¢i rovna 10.

Poznamka 1.10. Z prikladu 1.21 vyplyva, ze obor pravdivosti A vyrokové formy je sou-
¢asti defini¢niho oboru vyrokové formy D4, ktery ur¢ujeme z oboru proménné vyrokové
formy U.

Piiklad 1.22. Necht U = {0,1,2,3,4,5} je obor proménné pro nasledujici vyrokové
formy:

Alx): z+2> 4.

B(z): z je zaporné ¢islo.

C(x): x déli ¢islo 6.

Abychom uréili definiéni obor a obor pravdivosti uvedenych vyrokovych forem, po-
stupné dosadime za proménnou z vSechny prvky oboru proménné vyrokové formy. Pro
defini¢ni obory danych vyrokovych forem potom plati, ze D4 a Dpg se rovnaji oboru pro-
ménné vyrokové formy U, teda Dy = U a D = U. Pro vyrokovou formu C(z) to ale
neplati. Obecné v matematice plati, ze 0 neni je délitelem zadného celého &isla (kromé 0),
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tedy nemuze byt délitelem ani ¢isla 6. V tomto pripadé tedy neplati vztah Do = U, ale
De =1{1,2,3,4,5}.

7 defini¢nich obort zadanych vyrokovych forem ted muZeme urcit také jejich obor
pravdivosti. Pro vyrokovou formu A(z) vidime, Ze jenom ve dvou piipadech dostavame
nepravdivy vyrok a to A(0): 2 >4 a A(1): 3 > 4. Tedy obor pravdivosti vyrokové formy
A(z) jsou nésledujici prvky z mnoziny A = {2,3,4,5}. Pro ostatni prvky (0 a 1) dostavame
nepravdivy vyrok.

Pro prvky z defini¢niho oboru Dp neobsahuje obor pravdivosti vyrokové formy B(z)
zadneé prvky, protoze Dp obsahuje jen ¢isla vétsi nebo rovna jako 0 (¢isla nezaporna). Také
tvrzeni ,,B(0): 0 je zaporné ¢islo.“ je nepravdivy vyrok. To znamena, Ze obor pravdivosti
vyrokové formy B(x) je prazdna mnoZina, kterou oznac¢ujeme také symbolem ().

Pro urceni oboru pravdivosti vyrokové formy C(z) dosazujeme hodnoty z defini¢niho
oboru vyrokové formy D¢. Dostdvame mnozinu C' = {1, 2, 3}. Pro ostatni hodnoty neplati,
ze jsou déliteli ¢isla 6. Naptiklad ,,C'(4): 4 déli &islo 6 je taktéz nepravdivy vyrok. Naopak
»,C(1): 1 deéli ¢islo 6“ je vyrok pravdivy.

Ziskané vysledky muzeme zapsat néasledovné:

A(z): U =140,1,2,3,4,5}, D4y ={0,1,2,3,4,5}, A ={2,3,4,5},

B(z): U=1{0,1,2,3,4,5}, Dp ={0,1,2,3,4,5}, B=10,

C(z): U=1{0,1,2,3,4,5}, Do ={1,2,3,4,5}, C ={1,2,3}.

Uloha 1.11. Necht U = N (mnoZina viech celych kladnych éisel, resp. mnozina piiroze-
nych ¢isel) je obor proménné pro nasledujici vyrokové formy:

Az): 3 <o <11

B(z):3-2—1=8.

Clx):2-2—1=14.

D(z): z je prvocislo mensi nez 11.
Urcete defini¢ni obory a obory pravdivosti uvedenych vyrokovych forem.

Regeni: Dy =N, A={4,5,6,7,8,9,10,11}; Dg =N, B = {3}; D¢ =N, C je prdzdnd mnozina; Dp = {2,3,4,5,...},
D =1{2,3,57}.

Jak jsme uz uvedli, samotné vyrokové formy nemaji pravdivostni hodnotu. Pro
kazdou vyrokovou formu vSak muzeme definovat mnozinu objektt, které kdyz dosadime za
proménnou, dostaneme z vyrokové formy vyrok. Dosazujeme-li prvky z defini¢cniho oboru
do vyrokové formy, mize nastat jeden ze t¥i pripadii:

a) Vyrok je pravdivy pro vSechny prvky z defini¢niho oboru.

b) Vyrok je pravdivy pro nékteré prvky z defini¢niho oboru.

¢) Vyrok je nepravdivy pro vSechny prvky z defini¢niho oboru.
Uvedené moznosti muzeme pouzitim kvantifikitoru zformulovat tak, abychom dostali plat-
ny vyrok. Uvedeme ukazku na nésledujicich prikladech.

Priklad 1.23. Necht A(z) : x > 0 je vyrokova forma, pro kterou je obor proménné
mnozina prirozenych ¢isel (U = N). Muzeme pozorovat, ze taky jeji definiéni obor je
mnozina pfirozenych ¢isel N. Jestli ve vyrokové formé A(z) dosadime za proménnou x
libovolné prirozené ¢islo, dostaneme vzdy pravdivy vyrok. Toto tvrzeni mizeme formulovat
nékolika zptisoby:

,Pro vSechna pfirozena ¢isla « plati A(z).“, resp.

»Pro libovolné pfirozené ¢islo x plati A(x).“, resp.

»Pro kazdé prirozené ¢islo = plati A(x).“.
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Symbolicky to budeme zapisovat nasledujicim zptisobem: Vo € N : x > 0. Dany zapis do-
slovné ¢teme: ,,VSechna pfirozena ¢isla jsou vétsi jako nula (resp. ... jsou kladna ¢isla)“.

Symbol V nazyvame obecny kvantifikator a vyrok Vo € D : A(x) nazyvame obecny
vyrok.

Obecny kvantifikator vyjadiuje skutec¢nost, ze kazdy uvazovany objekt ma jistou vlast-
nost, resp. kazdy prvek z defini¢niho oboru vyrokové formy patii taky do oboru pravdivosti
dané vyrokové formy. Tedy po dosazeni libovolného prvku z defini¢niho oboru do vyrokové
formy, dostaneme pravdivy vyrok. Obecny kvantifikditor mtuzeme ¢ist vicerymi zpisoby,
napt. ,kazdy*, ,vSsechny®, ,libovolny*. Pfi vyjadieni skutecnosti, Ze ani jeden uvazovany
objekt neméa danou vlastnost, mizeme pouzit i ,,zadny* nebo ,,ani jeden“. Je vsak potfeba
dbét na to, abychom nezménili podstatu vyroku.

Piiklad 1.24. Necht B(x) : x < 5 je vyrokova forma s oborem proménné U = N. Jejim
defini¢nim oborem je tedy mnozZina ptirozenych ¢isel N. Jestli ve vyrokové formé B(x) do-
sadime za x napfiklad ¢islo 7, dostaneme nepravdivy vyrok. Ale po dosazeni pfirozenych
¢isel 1, 2, 3, 4 dostaneme vyrok pravdivy. Podobné jako v prikladu 1.22, pro néktera pfi-
rozena ¢isla dostaneme pravdivy vyrok, ale ne pro vSechna. Tuhle situaci miizeme vyjadrit
nésledujicimi slovnimi vyjadfenimi:

,Existuje prirozené &islo x, pro které plati B(z).“, resp.

,Existuje alespon jedno piirozené ¢islo x, pro které plati B(x).“.

Symbolicky to budeme zapisovat nésledujicim zptusobem: dx € N : x < 5 a ¢teme , Existuje
(alespon jedno) pfirozené ¢islo, které je mensi nez pét.«.

Symbol 3 nazyvame existen¢éni kvantifikitor a vyrok Jz € D : A(z) nazyvame
existenc¢ni vyrok.

Obecné a existen¢ni vyroky jsou tzv. kvantifikované vyroky. 7 predchézejiciho vy-
plyvé, ze kazdou vyrokovou formu je mozné kvantifikovat a praveé pouzitim kvantifikatora
vzniké z vyrokové formy vyrok. To znamené, Ze z vyrokové formy A(z) muzeme tvorit vy-
roky dvéma zpusoby. Prvnim zptisobem je dosazovani prvki z definiéniho oboru vyrokové
formy za proménnou z a tim ur¢it obor pravdivosti vyrokové formy nebo jednoduchou
kvantifikaci proménné .

Priiklad 1.25. Nasledujici vyroky obsahuji kvantifikatory:

a) FEzistuje Sestithelnik, ktery mé aspon t¥i tupé vnitini thly.

b) Mozno najit prirozené ¢islo, které je délitelem kaZdého prvocisla.

c¢) Ani jeden koten rovnice x + 1 = 0 neni kladné ¢islo.
V kazdé ukazce jsou slovni spojeni, které vyjadiuji kvantifikdtory oznacené kurzivou. V pri-
padé a) se jedna o jasné formulovany existen¢ni kvantifikitor. V ostatnich dvou ukézkach
nejsou explicitné pouzité kvantifikatory, ale umime je preformulovat nésledovné: V pripadé
b) Existuje takové piirozené Cislo, které je délitelem kaZdého prvocisla. V pripadé c) Pro
kazdé x, které je korenem rovnice x +1 = 0, plati, Ze x neni kladné cislo.
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Uloha 1.12. Pomoci kvantifikdtori preformulujte nasledujici vyroky a zapiste je pouzitim
kvantifikdtort a matematickych symbolu:
a) Néktera prirozena ¢isla jsou vétsi jako 223.
b) Je mozné najit délitele cisla 15.
¢) Zadné pirozené &islo neni zaporné.
d) Vsechna pfirozena ¢isla mozno délit 1.
e) Rovnici 2 -z — 1 = 4 nevyhovuje zadné piirozené ¢islo.
f) Nerovnice z — 3 < 2 méa v mnoZiné pfirozenych ¢isel feSeni.

Reseni: a) Ezistuje (alespoti jedno) piirozené &islo x, které je vétsi jako cislo 223 (Fx € N : xz > 223).; b) Euxistuje
(alespoti jeden) délitel ¢isla 15 (3x € N : z|152).; ¢) Pro kazdé piirozené Cislo x plati, Ze neni zdporné, resp. Viechna
prirozend &isla jsou kladnd (Vx € N : © > 0).; d) Pro kazdé (libovolné) prirozené ¢islo plati, Ze 1 je jeho délitelem
(Vx € N: 1|z).; e) Pro kaZdé pFirozené &islo x plati, Z2e 2-x —1# 4 Ve € N: 2.2 —1#4).; f) Ezistuje takové pFirozené

&islo x, pro které plati nerovnice x —3 <2 (Fr e N:z—-3<2).

Uloha 1.13. Piec¢téte kvantifikované vyroky a rozhodnéte o jejich pravdivostni hodnoté.
a) Ve e N: 2.2 > 1.
b) dx e N: 2% < 1.
¢) IxreN:xz+9=1.
Reseni: a) Pro kazdé pFirozené Cislo x plati, Ze jeho dvojndsobek je vétsi jako 1 — pravdivy.; b) Existuje pirozené
&islo x, pro které plati, Ze jeho druhd mocnina je mensi neZ 1 — nepravdivy.; c) Existuje piirozené ¢&islo x, pro které plati

rovnost © +9 = 1 — nepravdivy.

Uloha 1.14. Nasledujici vyroky zapiste pouzitim matematické symboliky a rozhodnéte o
jejich pravdivosti:

a) Existuje trojuhelnik, ve kterém je soucet vnitinich thla roven 180°.

b) Pro kazdy trojuahelnik plati, Ze soucet vnitinich thla je vétsi nebo roven 180°.

c¢) Existuje trojuhelnik, ve kterém soucet vnitinich ahlia neni roven 180°.

d) V kazdém trojuhelniku je soucet vnitinich thla roven 180°.

e) Existuje trojuhelnik, ve kterém je soucet vnitinich thla rizny od 180°.

Redeni: a) 3A o+ B+~ =180° b) VA :a+ B+~ >180% ¢) A a+ B+~ #180% d) VA : a+ B+~ = 180°; ¢)

A o+ B+ # 180°

Kvantifikované vyroky miizeme negovat. Existuje princip, na jehoz zékladé mi-
zeme negaci kvantifikovanych vyroka provadét velmi jednoduse. Budeme jej ilustrovat na
nasledujicich prikladech.

Priklad 1.26. Uvazujme vyrok Vo € N : 22 > 0. Vyrok ¢teme ,,Pro kazdé piirozené &islo
x plati, Zze jeho druh& mocnina je vétsi nez nula.”“ Tento vyrok je pravdivy, takze jeho
negace musi byt nepravdivy vyrok. Trivialni negaci tohohle vyroku je: ,Neni pravda, ze
pro kazdé prirozené ¢&islo x plati 22 > 0., nebo vyrok ,,Pro kazdé pfirozené ¢islo o neplati
22 > 0.“. Stejny vyznam jako piedchazejici dva vyroky ma vyjadieni: , Existuje pfirozené
¢islo z, pro které plati, Zze jeho druh& mocnina je mensi nebo rovna nule.” Tento vyrok
miZzeme symbolicky zapsat jako: 3z € N : 22 < 0. Tedy negaci vyroku Vz € N : 22 > 0 je
vyrok 3z € N : 22 < 0.

2V téhle kapitole se setkavame s relaci délitelnosti. Oznacujeme ji svislym znakem ,|“ mezi dvéma
prirozenymi ¢isly a symbol éteme jako ,,déli“. Naptiklad zapis |15 ¢teme: pFirozené ¢islo  déli, nebo je
délitelem, ¢isla 15.
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Piiklad 1.27. Urceme negaci vyroku dz € N : 342 = 2. Tedy ,,Existuje pfirozené ¢islo x,
pro které plati rovnost 3 + x = 2.“. Dostaneme vyrok , Neni pravda, Ze existuje prirozené
¢islo x, pro které plati rovnost 3 + x = 2.“, nebo vyrok ,,Neexistuje prirozené ¢islo x, pro
které plati rovnost 3 +x = 2.“. Preformulovanim vyroku negace zni: ,Pro kazdé pfirozené
¢islo x plati, ze 3+ x # 2.°.

7 predchazejicich ptikladi vidime, Zze negaci kvantifikovaného vyroku dostaneme
ve dvou krocich. V prvni fadé ve zméné kvantifikitoru a nésledné v tupravé vlastnosti,
o které kvantifikovany vyrok hovoii (oba kroky jsou v piikladech podtrzeny). Jednoduse
feCeno, obecny kvantifikitor nahradime existenénim a naopak a misto vyrokové formy
piSeme jeji negaci (viz tab. 1.9).

Vyrok Negace vyroku
Ob.ecn’y Pro kazdy ... plati, Existuje ...,
kvantifikator | . . ——— T
zeje ... ktery nenf .. ..
\v/ o P
Existenc¢ni N L. -y )
o Existuje alesponi jeden | Pro kazdy ... plati,
kvantifikator | —— . L
- ..., ktery je .... Ze neni .. ..

Tab. 1.9: Negace kvantifikovanych vyrokiu

Uloha 1.15. Nasledujici vyroky zapiSte pouZitim matematické symboliky a rozhodnéte
o jejich pravdivosti:
a) IreN:x+1=_8.
b) Ve e N:z? > 1.
c) VeeN:3.z=T1.
d) Yx € N:2-x je sudé ¢islo.
e) xreN:3-x< 1.

Reseni: a) Vyrok je pravdivy, dané rovnici vyhovuje &islo 7. Negace vyroku je Vo € N : x + 1 # 8. b) Vyrok nent
pravdivy, protoZe druhd mocnina &isla 1 nepasuje do nerovnice. Vysla by merovnice ve tvaru 1 > 1. Negace vyroku je
Iz € N : 22 < 1. ¢) Vyrok neni pravdivy. Neexistuje pFirozené cislo také, co by vyhovovalo rovnici. Negace vyroku je

Jz € N: 3.2 # 7. d) Vyrok je pravdivy, protoZe dvojndsobek kazdého prirozeného &isla je sudé &islo. Negace vyroku je

Jz € N: 2.2 nent sudé &islo. e) Vyrok neni pravdivy, protoZe Zddné prirozené c&islo nevyhovuje nerovnici. Po dosazeni

libovolného pTirozeného ¢isla dostaneme vZdy c¢islo vétst jako 1. Negace vyroku tedy zniVr € N:3-x > 1.

Ne vzdy se setkame s presnou formulaci kvantifikovanych vyrokta. V bézné feci uzivame
jiné slovné spojeni jako napiiklad ,existuje” nebo ,kazdy“. A taky vytvorenou negaci
umime zformulovat, resp. modifikovat do bézné pouzivaného jazyka. Obecné miizeme tedy
vytvorit negaci vyroku x v nasledujicich ¢tytech krocich:

x: znéni puvodniho vyroku.
Xy preformulovani vyroku do matematické terminologie
s pouzitim kvantifikiatori.
x1' negace vyroku podle tabulky 1.9.
a' preformulovani negace ptuvodniho vyroku do ,bézné feci.
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Uvedeny postup budeme ilustrovat na nasledujicich prikladech.

Piiklad 1.28. Vytvoime negaci vyroku a: ,,Zédny lichobéZnik neni rovnoramenny.*.

Reseni:
ai: Pro kazdy lichobéznik plati, Ze neni rovnoramenny.
ay”: Existuje lichobéznik, ktery je rovnoramenny.
a: Je mozné zkonstruovat rovnoramenny lichobéznik.

Uloha 1.16. Utvoite negaci nasledujicich vyroki:
a) Vsechny nasobky ¢isla 6 jsou suda ¢isla.
) Nékteré nasobky ¢isla 3 jsou nasobky i ¢isla 6.
) Zéadné prvocislo neni sudé éslo.
) Kazdé dvé pifimky mohou mit nejvyse jeden spole¢ny bod.
) Tahle posadka kosmické lodé litala alespon 82 dni.
) MoZno najit realné ¢islo, pro které plati x < 2.
g) Zadny ¢lovék neumi mluvit 5 jazyky.
h) Libovolnému trojtihelniku mozno zkonstruovat téznice.

o S

S

~ 0

Reseni: a) Existuje ndsobek ¢isla 8, ktery nent sudy. b) Zddné ndsobky ¢isla 3 nejsou ndsobky &isla 6. ¢) Nékteré
prvocisla jsou sudd &isla. d) Existuji primky, které maji dva, nebo vice spolecnych bodi. e) Zddnd posddka kosmické lodé
nelitala vic jako 81 dni. f) Viechna redlnd &isla jsou vétsi jako 2. g) Nékteri lidé umi miluvit 5 jazyky. h) Neékterym

trojuhelnikim neumime zkonstruovat téznice.

1.7 Matematické véty a dikazy matematickych vét

Matematické véty jsou pravdivé vyroky vyjadiujici védecké poznatky o objektech,
které studuje matematika. Za matematickou vétu pokladdme jenom vyrok, jehoz prav-
divost je dokazana, a ktery prinasi zavazné teoreticko-matematické poznatky.

Matematické véty obvykle obsahuji vyrokovou formu a kvantifikatory, naptiklad:
Vx € N : 6|z = 3|z. (Pro kazdé pfirozené ¢islo x plati: jestlize je x délitelné Sesti, pak je
x délitelné i tfemi). Uvedeme dalsi piiklady matematickych vét.

Piiklad 1.29.
1. Jestlize je pfirozené ¢islo délitelné osmi, pak je délitelné i dvéma.
2. Jestlize x, y jsou suda ¢isla, pak i x + y je sudé cislo.
3. Cislo 11 je prirozené ¢islo.
4. Ya,b € R: (a+b)* = a® + 2ab + b*.

Na zékladé uvedenych ptikladi mizeme vidét, zZe matematické véty maji riznou stav-
bu. Uvedeme si priklad.

Priklad 1.30. Vratme se zpét k vété: Pro kazdé prirozené ¢islo x plati: jestlize je x délitelné
Sesti, pak x je délitelné i tfemi. Protoze vyrokova forma 6|x = 3|z je zfejmé pravdivéa pro
kazdé prirozené ¢islo x, uvazovanou vétu jsme zformulovali pomoci matematické symboliky
a zapsali v nasledujicim tvaru: Vo € N : 6|z = 3|z.
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V urcitych piipadech fikdme, Ze uvedena véta mé tvar implikace, napiiklad ukazky 1.
a 2. z prikladu 1.29.

V pripadé, ze matematickd véta mé tvar implikace, mizeme ji zapsat i v obecném tvaru

Ve e D: Alx) = B(x).

V této vété je A(x) predpokladem véty a B(z) je tvrzeni véty. Rikame, 7e A(x) je po-
stac¢ujici podminkou pro B(z), a ze B(x) je nutnou podminkou pro A(z). Napiiklad ve
véte Vo € N : 6|z = 3|z je postacujici podminkou vyrokova forma A(x) : 6|z a nutnou
podminkou je vyrokova forma B(x) : 3|x.

Mizeme si polozit otézku, jestli pfedpoklad podminuje tvrzeni. Za timhle ucelem si to
ukazeme na obraceném vyroku k obecnému vyjadieni matematické véty ve tvaru implikace:
Vx € D: A(x) = B(z). Vyménme tedy vyrokové formy v daném zapisu:

Ve e D: B(z) = A(x).

Vratme se k tvodni matematické vété Vo € N : 6|x = 3|z, kde obraceny vyrok bude
mit nasledujici tvar Vo € N : 3|z = 6|z. MiZeme vidét, Ze tento vyrok neni pravdivy,
napiiklad zkuste za proménnou x dosadit ¢islo 9.

Jak vyplyva z predchazejicitho prikladu, obracena implikace nemusi vzdy platit. Jestli
vSak plati obracena implikace, pak matematickd véta méa tvar oboustranné implikace, nebo
ekvivalence: Vo € D : A(x) < B(x). Potom plati, ze A(z) je nutnou a zaroven postacujici
podminkou pro B(z).

Pokud chceme v matematice néjaky vyrok prohlasit za vétu, musime ovetit jeho pravdi-
vost. Ovéreni pravdivosti (platnosti) matematické véty nazyvame dikaz. Uvedeme néko-
lik druht dikazt matematickych vét: primy dikaz, nepiimy dikaz, dikaz sporem a diikaz
matematickou indukci.

1.7.1 Primy dikaz

Ptrimy diikaz véty ve tvaru implikace je nejcastéji pouzivanym dikazem ve Skolské mate-
matice. Nejdiiv budeme predpokladat, ze matematicka véta ma tvar nasledujici implikace

Ve e D: A(x) = B(x).

Pri daném zpusobu ditkazu se opirdme o pravidlo odvozovani. Obvykle uplatiujeme znalost
pravdivych implikaci, tj. vytvoiime Tfetézec pravdivych a na sebe navazujicich implikaci:

Vee D: A(x) = Ci(x),
Vee D: Ci(x)= Cy(x),
VeeD: C’n(x) = B(z).

Na zakladé tohoto Tetézce pravdivych implikaci dostavame zavér, ze plati véta v pivodnim
tvaru: Vo € D : A(z) = B(x).
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Poznamka 1.11. Uvedeny zapis fetézce pravdivych implikaci muzeme zapsat i ve zjed-
nodusené podobé nésledovné:

A:>Bl, B, = B, ...B, = B,
coz znamena, ze plati i implikace A = B.
Metodu primého diikazu si ukdzeme na nasledujicich prikladech.

Priklad 1.31. Dokazte nasledujici tvrzeni: JestliZe je prirozené cislo délitelné ctyrma, pak
je délitelné i dvéma.

Reseni: Tvrzeni si miZeme prepsat do matematického zépisu: Vo € N : 4|z = 2|.
Pro Vx € N pak plati nésledujici fetézec pravdivych implikaci:

o =x=4k,k e N=x=2-(2k) =2m,m € N = 2|z.

Véta je dokazana.

1.7.2 Neprimy dikaz
K nepfimému dikazu vyuzijeme tautologii platnou ve vyrokové logice (A = B) < (B’ =
A")3. Misto implikace A = B budeme dokazovat implikaci ve tvaru B’ = A’.

Jinymi slovy, namisto véty Vo € D : A(z) = B(x) dokazujeme obménénou vétu:

Ve € D : B'(x) = A'(z), kterd ma stejnou pravdivostni hodnotu. Postup nepiimého
ditkazu si ukdZzeme na nasledujicim prikladu.

Piiklad 1.32. DokaZte nasledujici tvrzeni: Jestlize celé c¢islo 2% je sudé cislo, pak také
cislo x je sudé..

Reseni: Opét si tvrzeni mitZzeme prepsat do matematického zapisu:
Vo € Z: 2? je sudé = x je sudé.

Zadané tvrzeni by se pomoci ptimého dikazu dokazovalo slozité. Z tohoto diivodu budeme
dokazovat obménénou vétu, kterou muzeme zapsat v nasledujicim tvaru:

Vo € Z : x je liché = 2 je liché.
Takto obménénou vétu budeme dokazovat opét pomoci fetézce pravdivych implikaci po-
dobné jako pfi pfimém dikaze. Tvrzeni ,pro kazdé x € Z plati: x je liché” muzeme zapsat
ve tvaru x = 2k + 1, k € Z. A pokracujeme

v=2k+1,k€Z=2"=2k+1)? =4k +4k+1=2- 2k’ +4k)+ 1 =2m+1,m € Z.

A tedy 22 je liché ¢islo. Véta je dokazéana.

3Platnost tautologie si muZete také ovéFit sami pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.
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1.7.3 Ditkaz sporem véty ve tvaru implikace

Pri dikazu sporem véty ve tvaru implikace predpokldadame neplatnost implikace A = B,
tj. predpoklddame platnost jeji negace. Vime, Ze negaci implikace umime vyjadfit na
zékladé tautologie nésledovneé:

(A= B) < (AN B).

Z tohoto predpokladu odvodime fetézcem implikaci vyrok, ktery je v rozporu s predpokla-
dem, nebo v zavéru dikazu ziskame néjaky jiny nepravdivy vyrok. Dostaneme spor, ktery
dokazuje tvrzeni véty. Dilkaz sporem budeme ilustrovat na nasledujicim piikladu.

Priklad 1.33. Dokazte nasledujici tvrzeni: Jestlize celé ¢islo 2 je sudé cislo, pak také
cislo x je sudé..

Reseni: Toto tvrzeni jsme jiz dokazali nepfimym dikazem v pfedchazejicim piikladé
1.32. Je mozné vyuzit i ditkaz sporem. Budeme pfedpokladat, Ze tvrzeni neplati, tj. pred-
pokladame, Ze existuje také celé ¢islo o takové, Ze 22 je sudé é&islo a zaroveil x je liché &islo.
Podle predpokladu je x = 2k 4+ 1, k € Z. Potom plati, ze

2t =(2k+1)? =4k> +4k+1=2- (2> +4k) + 1 =2m+ 1,m € Z,

a tedy 22 je liché ¢islo. Dostali jsme spor s piedpokladem, Ze 2% je sudé &islo. Spor dokazuje
tvrzeni véty.

Priiklad 1.34. Dokazte nasledujici tvrzent: Cislo /2 je iraciondlni ¢islo.
ReSeni: Vétu nejdifv zapiSeme ve tvaru implikace:
VieR:z€Q=z#V2

Budeme dokazovat sporem. Predpokladejme, Ze tvrzeni véty neplati, tj. predpokladejme, Ze
existuje racionalni ¢islo = takové, ze = /2. Protoze z je racionalni &islo, z = 2, pfi¢emz
plati, ze p,q € Z, ¢ # 0 a p, g jsou nesoudélné, tj. jejich nejvétsi spolecny délitel je 1. Podle
predpokladu plati % = /2. Po umocnéni dostavame, Ze 7;—; = 2. 7 této rovnosti vyplyva, ze
p? = 2¢%, tedy p? je sudé &islo. Podle véty, kterou jsme dokézali v predchazejicim piikladu,
je potom i p sudé &islo, tj. p = 2k, k € Z. Po dosazeni dostavame, Ze 4k? = 2¢?, a z toho
vyplyva, Ze ¢> = 2k%. To ale znamena, Ze ¢° je sudé &islo. Potom je i &islo ¢ sudé. To je ale
spor s predpokladem, Ze ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna. Spor dokazuje tvrzeni véty.

1.7.4 Dukaz matematickou indukci

Ditkaz matematickou indukci uzivame zpravidla tehdy, jestlize mame ovérit platnost vy-
roku pro jistou podmnozinu mnoziny vSech prirozenych ¢isel. Klasicky druh diikazu indukei
se sklada z ovéreni platnosti nasledujicich dvou krokii:

1. Dokazeme, 7ze vyrokova forma V'(n) plati pro nejmensi mozné ptirozené ¢islo n, coZ
je obvykle n = 1. Taktéz to miizeme vyjadiit zapisem V'(1).

2. Vytvorime predpoklad, ze V' (n) plati pro libovolné pfirozené ¢islo n = k. Na zakladé
predpokladu nésledné dokazeme, Ze vyrokova forma plati také pro n = k + 1, tj.
musime dokazat, ze pro kazdé prirozené ¢islo k (k € N) plati implikace V' (k) =
V(k+1).
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Na zakladé véty o uplné matematické indukei potom vlastnost V(n) plati pro vSechna
prirozené cisla n. Dilkaz matematickou indukci budeme ilustrovat na nasledujicich prikla-
dech.

n-(n+1)'

Priklad 1.35. Dokazte, ze soucet prvnich n ptirozenych ¢isel se rovna ¢islu 5

Reseni: Potiebujeme dokézat, ze Vn € N plati nasledujici vlastnost:

n-(n+1)'

Vin): 1+243+---4+n= )

1. Nejdiiv ukazeme, ze dana vlastnost plati pro n = 1. Musi platit vztah: V(1) : 1 =

w. Je zfejmé, Ze tato rovnost plati.

2. Ve druhém kroku budeme predpokladat, Ze dana vlastnost plati pro n = k. Doka-
zeme, ze vlastnost bude platit i pro n = k4 1. Budeme tedy dokazovat, ze pro kazdé
k € N plati implikace V (k) = V(k + 1).

Prevedme si to z obecné roviny konkrétné na zadanou vlastnost. Necht pro kazdé
k € N plati vlastnost:

k-(k+1)

V(k): 142434 k="

Pak budeme dokazovat, ze také plati:

Pro libovolné prirozené ¢islo k& miizeme odvodit:

k- (k41 E-(k+1)+2k+2

TTID S SIS SIS I G I A Il G ;+ +
R +E+2k+2  (E+1)(k+2)
B 2 B 2 '

Vyuzili jsme indukéni predpoklad. Tim jsme dokazali, Ze vlastnost V(n) plati pro
vS8echna prirozené ¢isla n.

Priklad 1.36. Dokazte, Zze soucet tfetich mocnin prvnich n pfirozenych cisel se rovna
2 2
n®-(n+1)
1 .

¢islu
Reseni: Potiebujeme dokézat, ze Vn € N plati nasledujici vlastnost:

2, 1 2
Vi(n): 13+23+33+---+n3:n(n4+)_
1. Nejdiiv ukézeme, ze dana vlastnost plati pro n = 1. Musi platit vatah: V(1) : 1° =

12.(141)2 NP P
%. Je ziejmé, Ze tato rovnost plati.
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2. Predpokladejme, ze dana vlastnost plati pro n = k. DokéZeme, Ze vlastnost bude
platit i pro n = k£ + 1. Budeme tedy dokazovat, Zze pro kazdé k € N plati implikace
V(k)=V(k+1).

Necht pro kazdé k € N plati vlastnost:

k* - (k+ 1)

V(k): P+2°+3%+... + k= 0

Pak budeme dokazovat, ze také plati:

(k+1)%- (k+2)?
1 .

Vk+1): P+22+3 4+ + >+ (k+1)° =

Pro libovolné prirozené ¢islo £ muzeme odvodit:

k- (k+1)*+4(k+1)3
4

k2 (k + 1)2
13+23+33+-~+k3+(k+1)3:<4+)+(k+1)3=

(k+1)%- (k* 4 4k + 4) (k‘+1)2-(k’+2)2.

4 4

Vyuzili jsme indukéni predpoklad. Tim jsme dokazali, Ze vlastnost V' (n) plati pro
vS8echna prirozend ¢isla n.

1.8 Cviceni

1.1. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou vyroky:

a) Zlin je hlavni mésto Ceské republiky.
b) Ticho prosim!
c) 7<13
d) Pro vsechna realna ¢isla a, b plati: (a + b)(a — b) = a* — b%.
e) Matematika je nudny predmét.
f) Kolikatého je dnes?
g) Cislo 193 je prvodislo.
h) Cislo z je délitelné tiemi.
i) Dne 2. prosince roku 1805 pil cisai Napoleon vino.
j) a® +b* = c?
k) Modra je dobra.
1.2. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou vyroky, a témto prifadte odpovidajici
pravdivostni hodnotu:
a) Cislo 1 234 567 890 je délitelné deviti.

b) Rovnice 2% + 1 = 0 ma feSeni.
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c¢) Rovnice 22 + 1 = 0 nem4 feSeni v mnoziné realnych &isel.
d) Hlavni mésto Turecka je Istanbul.

e) 3xr —1 =14 — 2z.

f) 3z — 1 =14 — 2z, je-li v = 3.

g) Plocha obdélnikového pozemku o rozmérech 80 x 125 metria je 10 hektari.

3
3

h) Kazdé prvocislo je liché.

i) Dnes je venku krasné.

j) Dveé riznobézné piimky maji spoleény pravé jeden bod.
)

k) Tato véta je nepravdiva.

1.3. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou vyroky, a témto prifadte odpovidajici
pravdivostni hodnotu:

a) Kolik se nas zitra sejde na jednani?

b) Nejdelsi feka v Evropé je Dunaj.

c) 31-15 <1250 =5

d) Vibec mé neposlouchas!

e) Nula patii do mnoziny vSech celych ¢isel.
f) Supermarket.

g) Kazdy ¢tverec je geometricky utvar.

h) Kazdy geometricky utvar je ¢tverec.

i) Mluv hlasité&ji!

J

)
) Univerzita Tomase Bati ve Zliné&.
k) Nejvyssi hora svéta je Mount Everest.
)
)

1) Planeta Zemé patii do slunec¢ni soustavy.

m) Pijdu do mésta sam.

1.4. 7 nésledujicich elementarnich vyroki slovné zformulujte vyroky slozené:

n I Q3

PANS, g P, S=p,pVrVsS,qgANsAr,q=T.

: Venku je pékné pocasi.

: Autobus ma nékolik minut zpozdéni.
: Domii si vezmu taxik.

: UZ nosim jarni kabat.

1.5. Urcete, o jaky druh slozeného vyroku se jedné a zapiste jej symbolicky:

a) Zavola mi po ob&dé nebo az vecer.
b) Ptijde moje méama i tata.

c) Jestli se rozlobime, budeme zli.
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d) Zvonek zazvonil, pravé kdyZz jsem skoncila poradu.

e) Budeme sedét u nas doma nebo u sousedky nebo u tvé mamy.
1.6. Utvoite negace nésledujicich vyroku:

a) Nejvyse osm studenti se naucilo na test.

b) Vypis formulafe a odevzdej je u levého okénka.
¢) Tvoje zprava byla oznacena jako nevyzadana.
d) Alespon tfi sousedé hlasovali proti navrhu.

e) Existuje trojihelnik, ktery mé uhlopricku.

)
)
)
)
)
f) Muzes zustat do konce nebo vytesis dodateéné zadani tkola.
g) Kdyz si vyberes spravné, postoupis do druhého kola.
h) Rovnobézné piimky maji spoleény pravé jeden bod.
i) Jestli se budes ucit, dosdhnes lepsich vysledki.

j) Kazdé sudé ¢&islo je délitelné ¢tyimi.

k) Soucet sudych ¢&isel je vzdy sudé ¢islo.

1.7. Pomoci tabulky pravdivostniho ohodnoceni vyrokové formule ovérte, jestli se jedna
o splnitelnou formuli, tautologii nebo kontradikei:
a) (a=0b)Vvd,
b) (K ANV (I= k),
&) pA(re Y,
d) (r=s)< (rns),
e) aV(bAc),
f
g
h

1

V(zeyl,
rAy) =z &) vy,

)
)
)
)
) [«
) (
) [(b=a)V (cea)]A(d=c),
i) (a=0b) < (d' VD).

1.8. Maminka $la nakupovat jidlo k veceri, pficemz tvrdila:

e Koupim téstoviny nebo zeleninu.
e Jestlize nekoupim maso, nekoupim ani téstoviny.

e Maso koupim pravé tehdy, kdyz nekoupim zeleninu.
Jaké jidlo k vecefi maminka koupila?

1.9. Tti kamaradky se dohaduji, Ze pijdou do kavirny, ale nastaly mezi nimi jisté ne-
shody. Piijdou jenom za téchto podminek:

e Pijde Petra nebo Marie.
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1.10.

1.11.

1.9

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

e Jestlize pijde Jana, nepiijde Petra.
e Marie pujde pravé tehdy, kdyz neptijde Jana.

e Nepijde ani jedna z nich, pokud by méla jit sama.
Kdo z kamaradek se nakonec setka v kavarné?

Kvantifikované vyroky pfectéte, rozhodnéte o jejich pravdivosti a utvorte jejich ne-
gace:
) JxeN:xz—-5=3,
) Vo e N:z? > 1,
) Ve e N:z?>1,
d) 3z eN:3z =7,
) Vo € N: je-li 2 sudé, pak i = + 2 je sudé,
JVeeN:z—-1>0Ax+1>2
)VeeN:z—-5=3.

Zapiste symbolicky nasledujici kvantifikované vyroky:

a) Existuje pfirozené ¢&islo, které je zaporné.
b) Kazdy trojuhelnik ma soucet vnitinich uhli rovny 180°.

c) Néktera cela ¢isla jsou kladna.

Vysledky cviceni

a) je to vyrok, b) neni to vyrok, c) je to vyrok, d) je to vyrok, e) neni to vyrok,
f) neni to vyrok, g) je to vyrok, h) neni to vyrok, i) je to vyrok, j) neni to vyrok,
k) nenf to vyrok.

a) je to pravdivy vyrok, b) neni to vyrok, c) je to pravdivy vyrok, d) je to nepravdivy
vyrok, e) neni to vyrok, f) je to pravdivy vyrok, g) je to nepravdivy vyrok, h) je
to nepravdivy vyrok, i) neni to vyrok, protoze nemuzeme urc¢it jeho pravdivostni
hodnotu, j) je to pravdivy vyrok, k) neni to vyrok.

a) neni to vyrok, b) je to nepravdivy vyrok, c) je to nepravdivy vyrok, d) neni to
vyrok, e) je to pravdivy vyrok, f) neni to vyrok, g) je to pravdivy vyrok, h) je to
nepravdivy vyrok, i) neni to vyrok, j) neni to vyrok, k) je to pravdivy vyrok,

1) je to pravdivy vyrok, m) je to vyrok, o jehoz pravdivosti nelze v tomto okamziku
rozhodnout.

p A s: ,,Venku je pékné pocasi a ja uz nosim jarni kabat.“, ¢ < p: ,,Autobus ma
nékolik minut zpozdéni, pravé kdyz je venku pékné pocasi.“, s = p: ,Jestlize uz
nosim jarni kabat, pak je venku p&kné pocasi.“, p V r V s: ,Venku je pékné pocasi
nebo si domt vezmu taxik nebo uz nosim jarni kabat.“, ¢ A s A r: ,Autobus méa
nékolik minut zpozdéni, uz nosim jarni kabat a domi si vezmu taxik.“, ¢ = r:
,Jestlize ma autobus nékolik minut zpozdéni, pak si vezmu domu taxik.®.



1.9. Vysledky cviceni 33

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.
1.9.

1.10.

1.11.

a) disjunkee, p V ¢, b) konjunkce, p A ¢, ¢) implikace, p = ¢, d) ekvivalence, p < ¢,
e) disjunkce, pV q V r.

a) Alespon devét studentt se naucilo na test.; b) Formulére nevypisuj nebo je ne-
odevzdej u levého okénka.; c¢) Tvoje zprava nebyla oznacena jako nevyzadana.; d)
Nejvyse dva sousedé hlasovali proti navrhu.; e) Zadny trojihelnik nema uhlopricku.;
f) Nemuzes zustat do konce ani nevyfesis dodatecné zadani ukolt. g) Vyberes si
spravné a nepostoupi§ do druhého kola.; h) Rovnobézné piimky nemaji spolecné
body nebo maji spolecné alespont dva body.; i) Budes se ucit, ale nedosdhnes lepsich
vysledk.; j) Alespon jedno sudé ¢islo neni délitelné ¢tyimi.; k) Soucet sudych ¢isel
neni vzdy sudé dislo.

a) splnitelna formule, b) splnitelnad formule, ¢) splnitelnd formule, d) splnitelna
formule, e) splnitelné formule, f) splnitelna formule, g) tautologie, h) splnitelna
formule, i) kontradikce.

Maminka koupila maso a téstoviny nebo maminka koupila pouze zeleninu.
V kavarné se sejde Petra s Marii.

a) pravdivy vyrok, Vo € N : x — 5 # 3; b) nepravdivy vyrok, 3z € N : 2% < 1;
c¢) pravdivy vyrok, 3z € N : 22 < 1; d) nepravdivy vyrok, Vo € N : 3z # T;
e) pravdivy vyrok, 3z € N : z sudé a soucasné x + 2 je liché; f) pravdivy vyrok,
JreN:z—1<0Vz+1<2;g) nepravdivy vyrok, 3z € N:z — 5 # 3.

a) Jr €eN:2z<0;b)VAABC :a+ [+~ =180%¢c) dJx € Z:x > 0.






2. ZAKLADY TEORIE MNOZIN

Teorie mnozin vznikla koncem 19. stoleti zejména zasluhou némeckého matematika Ge-
orga Cantora (1845 — 1918), ktery pojem mnozina charakterizoval jako: ,kazdy souhrn
dobfte rozlisitelnych predméti nasi mysli nebo intuice, ktery chdpeme jako celek®. Uve-
dené formulace v8ak nemohla byt zakladem matematické teorie mnozin, protoze byla prilis
obecnéa. Pripousti totiz i moznost existence takovych mnozin, jako je napiiklad mnozina
vSech mnozin. Z tohoto diivodu se teorie mnozin buduje pomoci axiomatické metody, ktera
vychazi z jistych tvrzeni (tzv. axiomi). V axiémech jsou zformulovany uréité vlastnosti za-
kladnich pojmi, které se nedefinuji, ale prohlasi se za pravdivé a z nich se potom odvozuji
dalsi poznatky. V nasem piipadé je to pojem mnozina a prvek mnoziny.

2.1 Mnozina a prvek mnoziny

Mnoziny budeme oznac¢ovat velkymi pismeny latinské abecedy A, B, C, ..., pfipadné spe-
cialnimi symboly (napf. ().

Objekty, které patif do mnoziny A, nazyvame prvky mnoziny A. Prvky mnozin budeme
oznacovat malymi (a, b, ¢, ...) nebo velkymi pismeny (A, B, C, ...), protoze i mnoziny mo-
hou byt prvky jinych mnozin. Skutecnost, Ze objekt a je prvkem mnoziny A, zapisujeme
a € A. Pokud objekt a neni prvkem mnoziny A, piSeme a ¢ A. Mnozina oznacena symbo-
lem () m4 zvlastni postaveni mezi mnozinami a nazyva se prazdna. Je to takova mnoZina,
ktera neobsahuje zadny prvek. Prazdnou mnozinou je napiiklad mnozina tulenu Zzijicich
na stromech.

Mnozina je takovy soubor objekti (prvki), kdy u kazdého objektu mizeme jedno-
znac¢né urcit, zda do daného souboru patii nebo nepatii. Pro kazdou mnozinu a pro
kazdy objekt muze nastat pravé jedna z téchto dvou moznosti.

Mnoziny obecné mtzeme ur¢it dvéma zptusoby:

a) vyc¢tem prvki mnoziny,

b) zapisem charakteristické vlastnosti mnoziny.
Prvni zptsob je takovy, Ze se vyjmenuji nebo zapisi vSechny prvky, které do uvazované
mnoziny pat¥i. Napiiklad, pokud mnozina A obsahuje ¢isla 2, 3, 4, pak prvnim zptsobem
mizeme mnozinu ur¢it zapisem A = {2,3,4}. Je zfejmé, Zze ne kazdou mnozinu muzeme
ur¢it vyctem prvkia. Konkrétné neni mozné vyjmenovat prvky mnoziny, ktera obsahuje
nekonecné mnoho prvki. V tomto pripadé musime mnozinu urcit tak, ze uvedeme vlast-
nost, kterou kazdy prvek dané mnoziny mé, tedy druhym zptisobem. Napiiklad mnozinu
kladnych celych ¢isel ZT muZeme zapsat nasledujicim zptusobem: Z* = {x € Z;x > 0}.
Tento zapis ¢teme takto: ,,Z* je mnoZzina vSech celych z, pro které plati > 0. MnoZinu
Z7" jsme urcili charakteristickou vlastnosti, kterd je vyjadiena vztahem x > 0.

Priklad 2.1. Mnozinu B pfirozenych ¢isel mensich jak 21 miiZzeme urcit obéma zptisoby
takto:
a) vy¢tem prvki mnoziny:
B =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18,19, 20}.

35
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V pripadé, ze mnozinu prvku tvori fada po sebe nasledujicich ¢isel, mizeme pouzit
i zkraceny zapis: B = {1,2,3,...,20}.

b) charakteristicka vlastnost mnoziny: B = {x € N;z < 21}, pfipadné B = {z € N;z <
20}.

P1i urcovani mnozin charakteristickou vlastnosti je dilezité si uvédomit, zZe mnozina
je spravné urcena tehdy, kdyz o kazdém objektu umime jednoznac¢né rozhodnout, zda
danou vlastnost méa, nebo nemé. Jinymi slovy, nastane pravé jedna ze dvou moznosti — do
uvazované mnoziny patii, nebo nepatii.

Pro oznaceni nekoneénych ¢iselnych mnozin budeme pouzivat nasledujici standardni
oznaceni:

N — mnozina vSech prirozenych c¢isel: mnozinu prirozenych ¢isel budeme uzivat
nejcastéji. Jedna se o nekonefnou mnozinu celych kladnych ¢isel: N = {1,2,3,4,5,...,

.,n,...}. Nula do mnoziny pfirozenych ¢isel nepatii, pokud neni dodefinovana. Takto
dodefinovan& mnozina pfirozenych ¢isel miva oznaceni Nj.

7, — mnoZzina vSech celych ¢isel: dand mnozina obsahuje posloupnost vSech ¢isel
prirozenych, ¢isel k nim opac¢nych a ¢islo nula: Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Q — mnozina vSech racionalnich cisel: mnozina vSech ¢&isel, ktera lze zapsat ve
tvaru zlomku, kde v ¢itateli jsou ¢isla celd a ve jmenovateli ¢isla prirozena.

R — mnoZina vSech realnych ¢isel: realné ¢islo je jednoduse feceno libovolné ¢islo,
které muzeme znazornit na Ciselné osy (na piimce). Kromé celych ¢isel tedy muZzeme
uvazovat i jiné ¢isla, které se mezi celymi ¢isly mohou nachazet (rtizna desetinna ¢isla).

Miizeme si v§imnout, Ze v zapisu urc¢eni mnoziny prostrednictvim charakteristické vlast-
nosti je definovano, do které z ¢iselnych mnozin budou prvky dané mnoziny patiit, napfi-
klad v prikladu 2.1 je to mnozina prirozenych ¢isel. Miizeme vSak uvazovat také o mensich
kone¢nych ¢iselnych mnozinach nebo o konkrétnim vybéru prvki, na kterém budeme mno-
ziny urcovat. V daném ptipadé budeme hovotit o tzv. zédkladni mnoziné, kterou obecné
miizeme oznacit pismenem .

Piiklad 2.2. Necht U = {1,2,3,...,16}. Uvazujte mnoziny definované na zakladni mno-
ziné U a urcené charakteristickou vlastnosti: A = {x € U;2 < = < 16}, B = {z €
U;z je prvocislo}, C' = {z € U;x je délitelné ¢tyimi}. Vypiste prvky mnozin A, B, C.

Reseni:

o A={relU;2 <z < 16}: Mnozina A obsahuje prvky mnoziny U, které vyhovuji
vlastnosti 2 < 2 < 16, a tedy A ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15}.

e B = {x € U;x je prvocislo}: Prvocislo je prirozené ¢islo vétsi nez 1, které je dé-
litelné jenom samym sebou a ¢islem 1. V zakladni mnoziné U jsou prvocisla B =
{2,3,5,7,11,13}.

o C = {x € U;x je délitelné ¢tyfmi}: Jiz v predeslé kapitole jsme se setkali s relaci
,déli“. Matematicky muzeme mnozinu zapsat jako C' = {x € U; 4|z} a ¢teme ,Ctyfi
déli x. Do mnoziny C' tak patfi ty ¢isla z mnoziny U, které jsou nasobky ¢isla ¢tyfi:
C ={4,8,12,16}.

Uloha 2.1. Uréete viechny prvky nasledujicich mnozin:
a) A={zr e N;z <5},
b) B={x€Z;—-5 <z <5},
c) C ={x e N;z? <10},
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d) D={x€Z;3 -z =5},

e) E={zeN;2lz Az <16},

f) F={zxeQ;3 -2=>5}

Reseni: a) A={1,2,3,4,5}; b) B={—5,—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4}; ¢) C = {1,2,3}; d) D = 0;
) E=1{2,4,6,8,10,12,14}; f) F = {3 }.

Uloha 2.2. Je dana zékladni mnozina U = {r € N : 2 < 23} obsahujici nasledujici
mnoziny:

a) G=1{5,6,7,8,9,10,11,12, 13},

b) H = {7,14,21},

) I=1{2,3,57,11,13,17,19},

d) J=1{1,4,9,16}.
Vyjadrete tyto mnoziny charakteristickou vlastnosti.

Reseni: a) G ={z elU;5 <z < 13}, uwvedenou charakteristickou vlastnost je mozné zapsat i pomoci porovndvacich
znamének mensi G = {z € U;4 < x < 14} nebo jejich kombinaci; b) H = {x € U;7|z}; ¢) I = {z € U;x je prvocislo}; d)
J={zeNa?ecU}.

2.2 Vztahy mezi mnozinami

P1i studiu zékladi teorie mnozin je dilezita znalost zakladnich vztahtt mezi mnozinami.
V této casti budeme definovat zakladni vztahy mezi mnozinami: rovnost a ekvivalenci
mnozin, s tim spojenou kardinalitu mnozin, inkluzi mnozin a systém mnozin, kterym je i
potenc¢ni mnozina.

Necht A a B jsou dvé libovolné mnoziny. f{ikéme, 7e mnoZina A se rovna mnoziné
B pravé tehdy, kdyz mnozina A obsahuje stejné prvky jako mnozina B. Zapisujeme
A = B. Pokud se mnoziny A a B sobé nerovnaji, fikdime, ze mnoziny A a B jsou rizné
a piSeme A # B.

Napiiklad mnoziny A = {a,b,c,d} a B = {d, a,c, b} se rovnaji, protoze obsahuji stejné
prvky. Z dané ukizky vyplyva, Ze nezalezi na zplisobu, jakym jsou mnoziny zapsané, ani na
tom, v jakém poradi jsou vyjmenované prvky mnozin. MiiZze nastat takova situace, ze ten
stejny prvek je oznacen riznym nazvem nebo je v mnoziné uveden vicekrat. Je potiebné
vSak zduraznit, Zze jeden a stejny prvek se v mnoziné miize vyskytovat jenom jednou a
tedy spravné se vyjmenuje jen jedenkrat.

Piiklad 2.3. Pfirozené ¢islo 2 miizeme zapsat riznym zpisobem: 4 — 2, 2! a podobné. Na
zékladé toho plati, Ze napiiklad mnoziny X = {4 — 2,0,3} a Y = {2,0, 3} se sobé rovnaj.
Na stejném principu plati, ze i mnoziny {x € N;z < 11} a {1,2,3,...,10} se rovnaji,
protoze obsahuji stejné prvky.

Poznamka 2.1. Pokud jsou mnoziny urcéené charakteristickou vlastnosti, nemusi byt cel-
kem zfejmé, zda se rovnaji nebo se nerovnaji. Viz nasledujici priklad.

Priklad 2.4. Necht jsou na mnoziné realnych ¢isel definované mnoziny A # (), B =
{z € R;2? < 0}. ProtoZe neexistuje realné ¢islo, jehoz druh4 mocnina je zéporné &islo,
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mnozina B neobsahuje zadné prvky, tedy je to prazdna mnozina. Plati A = B. Stejné tak
i pro mnozinu Z* = {x € Z;x > 0} a mnozinu pfirozenych ¢isel N = {1,2,3, ...} plati, ze
se sobé rovnaji. Naopak mnoziny A = {z €e Ny +1=0} a B= {x € Z;z+ 1 = 0} jsou
razné, protoze A =0 a B = {—1}.

Existuje vSak rozdil mezi rovnosti mnozin a ekvivalenci dvou mnozin. Plati, Ze dvé mno-
ziny, které jsou ekvivalentni, se nemusi rovnat. Pro urc¢eni definice ekvivalentnich mnozin
je potiebné si uvést pojem mohutnosti (kardinality) mnoziny. Mohutnost dané mnoZziny
vyjadiuje pocet prvki této mnoziny (ozn. |A|, pfipadné se mizeme setkat s oznacenim

card A).

Necht A a B jsou libovolné mnoziny. Rikdme, 7e mnoZiny A a B jsou ekvivalentni,
pokud maji stejnou mohutnost (ozn. A ~ B).

Piiklad 2.5. Rozdil mezi ekvivalenci a rovnosti mnozin si budeme ilustrovat na néko-
lika mnozinach. Necht jsou na zdkladni mnoziné U = {z € N : 4 < z < 33} de-
finovany nasledujici mnoziny A = {x € U : z jeprvocislo}, B = {z € U : 4|z},
C = {57,11,13,17,19,23,29,31} a D = {x € U : 7 < x < 13}. Ureme si prvky
mnozin, které jsou dané charakteristickou vlastnosti: A = {5,7,11,13,17,19,23,29,31},
B = {8,12,16,20,24,28,32} a D = {7,8,9,10, 11,12, 13}. Vidime, Ze mnoziny A a C' ob-
sahuji stejné prvky, tedy tyto mnoziny se rovnaji A = C a také jsou ekvivalentni A ~ C.
Mnoziny B a D maji razné prvky, ale stejnou mohutnost: |B| = |D| = 7, takZe jsou
ekvivalentni B ~ D.

Poznamka 2.2. Z uvedeného piikladu mtuzeme pozorovat, ze kdyz se dvé mnoziny rovnaji,
potom prirozené maji i stejny pocet prvka a tedy jsou ekvivalentni. Jak jiz bylo drive
zminéno, naopak toto tvrzeni neplati. Jsou-li dvé mnoziny ekvivalentni, neznamena, Zze
maji i stejné prvky.

Dalsi vlastnosti, kterou si nadefinujeme bude inkluze mnozin.

Necht A a B jsou dvé libovolné mnoziny. Rikédme, e mnozina A je podmnoZinou
mnoziny B pravé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny A je i prvkem mnoziny B. Zapi-
sujeme A C B.

Poznamka 2.3. Vztah mnozin A C B muZzeme vnimat i obracené, mnozina B je nad-
mnoZinou mnoziny A. Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.

Zapis A C B mize znamenat dvé skutec¢nosti:

e Mnoziny A a B se nerovnaji, ale mnozina A obsahuje nékteré prvky, které obsahuje
také prvky mnoziny B. Matematicky zapsano: A C B a A # B. V daném piipadé
hovorime o vlastni podmnoziné A mnoziny B.

e Mnoziny A a B se rovnaji, ale také pro né plati vztah inkluze. Z toho vyplyva, Ze pro
kazdé dvé mnoziny A, B plati: A = B pravé tehdy, kdyz A C B a zaroven B C A.

Priklad 2.6. Urcete mnoziny A a B, které soucasné spliuji nasledujici podminky:
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a) {2,5} C A, A {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, A C {2,5,8,9,11};
b) B C {2,4,6,8,10,14}, B C {6,10, 14,18}, {6} C B.

Reseni: V obou pripadech existuje vice nez jedno teSeni. Je potfebné si uvédomit,
které prvky se v podminkach opakuji. Tyto prvky pak mohou patiit do dané mnoziny.
a) Uvedenym podminkdm vyhovuji ¢tyfi mnoziny: A; = {2,5}, Ay = {2,5,8,9}, A3 =
{2,5,8}, Ay = {2,5,9}.
b) Uvedenym podminkdm vyhovuji ¢tyfi mnoziny: By = {6}, By = {6,10,14}, By =
{6,10}, By = {6, 14}.

Uloha 2.3. Je dana zakladni mnozina vy¢tem prvki:
U=11,2,5,6,8,9,11,13,14, 15,16, 19,22, 23, 24, 25, 27,28, 31, 32, 33, 35, 36 }.

Rozhodnéte o vzajemnych vztazich mezi uvedenymi mnozinami definovanych na zakladni
mnoziné U:

G=1{2,68}, H={xeU:x2 <15}, [={x €U :3x+ 1 < 46},
J={x €eU;x jeprvocislo}, K ={x €U :x|64},L = {x € U : 15|z},
M={reclU:2*> <100}, O={x €U : x je sudé &islo}.

Reseni: Rovnost mnozin: I = L; ckvivalence mnozin: H ~ O, J ~ M; inkluze mnozin: I C H, L C H, G C H,

GCO,GC M.

Priklad 2.7. Jsou dany mnoziny A = {1}, B = {1,2,3}, C = {1,2,3,{1,3}}, D =
{{1,3},0}, E = {1, 3}. Co mizZeme Fict o uvedenych mnozinach z hlediska jejich vzajem-
nych vztahu: rovnosti a inkluze?

ReSeni: Ze zadani vidime, Ze prvek 1 je jedinym prvkem mnoziny A a soucasné je i
prvkem mnozin B, C' a E. Potom plati A C B, A C C'a A C E. Kazdy prvek mnoziny
E je i prvkem mnoziny B a mnoziny C', proto plati £ C B a E C C. Zaroven vidime, ze
mnozina F je prvkem mnoziny C' a mnoziny D, tedy mizeme psat £ € C' a E € D.

Na zakladé vysledku z predchoziho piikladu 2.7 mizeme vidét, Ze prvky mnozin mo-
hou byt i jiné mnoziny. Mnoziny, jejichz prvky jsou mnoziny, nazyviame systémy mno-
zin. Napf. mnozina D je systém mnozin. Specialnim systémem mnozin je mnozina S =
{{1},{3},{1,3},0}. Prvky tohoto systému jsou viechny podmnoziny mnoziny F = {1, 3}.

Systém vSech podmnozin mnoziny A sa nazyva potencéni systém mnoZiny A nebo
poten¢ni mnozina mnoziny A. Oznacujeme ho symbolem P(A).

Pocet vSech prvku potenéni mnoziny se odviji od mnoziny, ze které systém mnozin vytva-
fime. Pokud mnozina A obsahuje n prvki, potom jeji potenéni systém P(A) obsahuje 2"
prvkii:
o Kdyz|Al=1: |P(A)
e Kdyz|Al=2: |P(A)
o Kdyz |Al=3: |P(A)

|=2'=2;
|=2=4
=238

Piiklad 2.8. Necht A = 0, B = {x,y, z}. Najdéte mnoziny vSech podmnoZzin mnozin A
a B, tj. poten¢ni systémy mnozin A a B.
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Reseni: V prvnim pifpadé potencni mnozina P(A) bude obsahovat jenom jeden prvek,
a to pravé prazdnou mnozinu, tedy P(A) = {0}. Pro poten¢ni systém mnoZin mnoZiny
B budeme uvazovat kazdou moznou podmnozinu mnoziny B, které mize obsahovat. Ne-
smime zapomenout opét na préazdnou mnozinu, kterda je podmnozinou kazdé mnoziny:
P(B) = {{z},{y},{z}, {z,y}, {x, 2}, {y, 2}, {x,y, 2},0}. Nakonec si miZzeme ovérit, zda
jsme uvedli vSechny mozné podmnoziny mnoziny B. Mohutnost mnoziny B je 3, a tedy
mohutnost mnoziny P(B) = 23 = &.

Poznamka 2.4. Je potieba si dat pozor na zapis prazdné mnoziny, protoze ) # {(}. Zapis
() predstavuje symbol pro prazdnou mnozinu, ktera neobsahuje zadné prvky, a zapis {0}
je jednoprvkova mnozina, kterd obsahuje prazdnou mnozinu, jako je uvedeno v piikladu
2.8.

Uloha 2.4. Urcete potenc¢ni mnoziny nasledujicich mnozin:

a) A={-1,0,1},
B = {34},
C = {100}

b)

c)

d) D

Resens: a) P(A) = {{=1} {0}, {1}, {~1, 0}, {~1, 11, {0, 1}, {~1,0, 11, 0}; b) P(B) = {{3}, {4}, {3,4},0};
c) P(C) = {{100},0}; d) P(D) = {0}.

2.3 Grafické znazornéni mnozin

Pri TeSeni ruznych redlnych situaci o mnozinach je vhodné vyuzit grafické znazornéni
mnozin. Nejjednodussim zpusobem, jak graficky znazornit mnoziny, je pomoci tzv. ovélo-
vych diagrami mnozin. Diagram se znazoriiuje uzavienou ¢arou (ovalem), pfi¢emz prvky
mnoziny znazornujeme jako body vevnitf ovalu a prvky, které nepatii do mnoziny, znazor-
nujeme jako body mimo tento oval. Ovalovy diagram na nasledujicim obrazku (obr. 2.1)
vyjadiuje skute¢nost, ze prvky {a,b,d, e} patii uvazované mnoziné a ze prvky {c, f} do
této mnoziny nepatii.

Obr. 2.1: Ukazka ovalového diagramu'

Priklad 2.9. Znazornéme si pomoci ovalovych diagrami vzajemny vztah nekonec¢nych
¢iselnych mnozin definovanych v podkapitole 2.1: NC Z C Q C R.

Mnoziny miuzeme graficky znazornovat také pomoci tzv. Vennovych diagrami. Pro
interpretaci dalsich vlastnosti v ramci teorie mnozin budeme i my vyuzivat tento typ
grafického znazornéni mnozin.

1S ovalovymi diagramy pracuji Zaci prvnich roé¢nikt zakladni gkoly.
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Obr. 2.2: Inkluze nekone¢nych ¢iselnych mnozin

Mnoziny se ve Vennovych diagramech znazoriuji uzavienymi ¢arami (kruznicemi nebo
elipsami), které se nachazi v obdélniku. Tento obdélnik predstavuje mnozinu obsahujici
vSechny objekty i mnoziny, které v dané situaci uvazujeme, tedy tzv. zdkladni mnozinu.
Uzaviené cary rozdéluji obdélnik na urc¢ité podmnoziny mnoziny U.

Na obrazku 2.3 jsou zobrazeny tii ukizky zékladnich mnozin znézornénych pomoci
Vennovych diagrami, které obsahuji jednu, dvé a tfi podmnoziny.

u u u

Obr. 2.3: Vennovy diagramy a rozdélen{ zakladni mnoziny na elementéarni oblasti

Mnoziny znazornéné na zakladni mnoziné U/ ji rozdéluji na nékolik ¢asti, které nazy-
vame elementarni oblasti (pole). Na obrazku jsou elementérni pole oznacené malymi
pismeny latinské abecedy a jejich pocet zéavisi od po¢tu podmnozin znazornénych na za-
kladni mnoziné U:

e na zakladni mnoziné je 1 mnozina: 2 elementarni oblasti (a, b);

e na zékladni mnoziné jsou 2 mnoziny: 4 elementarni oblasti (a, b, ¢, d);

e na zékladni mnoziné jsou 3 mnoziny: 8 elementarni oblasti

(CL, ba Cy da €, fv 9, h)

Pokud je na zakladni mnoziné U definovano (znazornéno) n mnozin, pak na Vennové
diagramu bude 2" elementarnich oblasti. Zadné dvé elementarni oblasti nemaji spolecny
prvek, tedy prvky patii pravé do jedné z elementarnich oblasti zadkladni mnoziny ¢/. Ho-
vofime, Ze elementérni oblasti jsou disjunktni.

Uké&Zeme si na konkrétnim prikladu, jak elementarni oblasti rozdéluji zakladni mnozinu
U a jak grafické znazornéni mnozin muze pomoct pii feSeni nékterych slovnich tloh.

Priklad 2.10. Ve tiidé je 32 zaku, z toho na flétnu umi hrat 26 zakt a na klavir umi hrat
14 zakl. Soucasné na oba néstroje umi hrat 12 zaku.

a) Kolik zéktd neumi hrat ani na jeden néstroj?

b) Kolik zakt umi hrat jen na klavir?

¢) Kolik zakt umi hrat jen na flétnu?
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Reseni: Pitklad bychom mohli Fegit i tvahou, ale ukaZeme zpiisob, jak pfi feSeni mozno
pouzit Venniv diagram. Vytvorme si Venntuv diagram zakladni mnoziny U (obr. 2.4), ktera
oznacuje mnozinu vSech zaku ve tf¥idé. Mnozina A oznacuje mnozinu téch zéku z tridy,
ktefi umi hrat na flétnu, a mnozina B oznacuje mnozinu vSech zaku ve tridé, kteri umi
hrat na klavir.

U: v&ichni Zaci ve t¥idé

Obr. 2.4: Venniiv diagram Pf. 2.10

Oznaceni a, b, ¢, d predstavuji jednotlivé elementarni oblasti a zéroven zastupuji pocet
prvki prislusné elementarni oblasti. Pro zjednodusSeni si miizeme jednotlivé elementarni
oblasti oznacit a popsat nasledovné:

e a je pocet zaku, ktefi umi hrat jen na flétnu,

e ¢ je pocet zéku, ktefi umi hrat jen na klavir,

e b je pocet zaku, ktefi umi hrat na oba nastroje zaroven (na flétnu i na klavir),

e d je pocet zaki, ktefi neumi hrat ani na jeden néstroj.

Z podminek tlohy vyplyvaji nasledujici rovnosti:

e mnozina vSech zédku ve tiidé: a+b+c+d=32
e mnozina zaku, ktefi umi hrat na flétnu: a+ b = 26;

e mnozina zaki, ktefi umi hrat na klavir: b+ c = 14;

e 7Aaci, kteff umi hrat na oba néstroje soucasné: b= 12.

Pouzijeme dosazovaci metodu, pritom pozname pocet prvkia elementérni oblasti b. Po
dosazeni hodnoty b = 12 do vySe uvedenych rovnosti dostaneme pocty i ostatnich ele-
mentarnich oblasti: a = 14, ¢ = 2, d = 4. Odpovédi na jednotlivé otéazky slovni tlohy
zni:

a) étyﬁ zaci neumi hrat ani na jeden z uvedenych nastroju.

b) Dva zaci uméji hrat jenom na klavir.

¢) Jenom na flétnu umi hrat 14 zakau.

Piiklad 2.11. Ze 400 zaméstnancu firmy vyuziva k cesté do zaméstnani 350 zamést-
nanci hromadnou dopravu, konkrétné autobus, vlak nebo tramvaj. Pouze tramvaji jezdi
do zaméstnani 150 zaméstnanci, pouze autobusem 70 zaméstnancti. Autobus vyuziva cel-
kem 120 zaméstnancu, vlak 100 zaméstnancu a tramvaj 275 zaméstnanci. Alespon dva
z uvedenych dopravnich prostiedki vyuziva 130 zaméstnanct. Tramvaj i vlak vyuziva 95
zaméstnancu. Je tfeba zjistit, kolik zaméstnanci vyuziva pravé dva z uvedenych doprav-
nich prostfedku a kolik zaméstnanci jezdi do zaméstnani pouze vlakem.

Reseni: Po prvnim precteni zadani tlohy se situace zdé dost neprehledna. Nejdiive si
zavedeme znaceni mnozin ve Vennové diagramu.
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e Zékladni mnozina U oznac¢uje mnozinu vSech zaméstnancii firmy.

e Mnozina A oznacuje mnozinu vSech zaméstnancu firmy vyuzivajicich autobus.
e Mnozina B oznacuje mnozinu vSech zaméstnanci firmy vyuzivajicich vlak.

e Mnozina C oznacuje mnozinu vSech zaméstnancu firmy vyuzivajicich tramvaj.

Venntuv diagram obsahuje osm elementarnich oblasti a, b, ¢, d, e, f, g, h. Pomoci elemen-
tarnich oblasti zapiSeme rovnosti plynouci z podminek v zadani.

Pocet vsech zaméstnancu:

Zaméstnanci vyuzivajici hromadnou dopravu:
Zameéstnanci cestujici jenom tramvaji:
Zaméstnanci cestujici jenom autobusem:
Cestujici autobusem:

Cestujici vlakem:

Cestujici tramvaji:

Cestujici alesponn dvéma dopravnimi prostiedky:
Cestujici tramvaji a zaroven vlakem:

atbt+ct+d+e+ f+

+g + h = 400.
a+b+c+d+e+ f+ g=350.
g = 150.
a="T0.

a+b+d+e=120.
b+c+e+ f=100.
d+e+ f+g=275.
b+e+d+ f=130.
e+ f=95.

Z rovnosti si mizeme dosadit konkrétni hodnoty elementarnich oblasti pfimo do Vennova
diagramu (obr. 2.5).

Obr. 2.5: Venntv diagram Pt. 2.11

Je potieba vypocditat, kolik zaméstnanct pouziva pravé dva z uvedenych dopravnich pro-
stfedku, tedy soucet b+ d + f, a kolik zaméstnancu jezdi do zaméstnani jenom vlakem,
tedy hodnotu c.

Pro vyteseni daného problému pouzijeme opét dosazovaci metodu. Z prvni a druhé rovnice
plyne, ze h = 50. Dale vidime napiiklad, Ze z rovnosti d+e+ f+g = d+95+150 = 275 plyne
d = 30. Pak z rovnosti b+e+d+ f = b+95+30 = 130 dostaneme b = 5. Podobné z rovnosti
b+c+e+ f=5+c+95=100 plyne ¢ = 0. Z rovnosti a+b+d+e =70+5+30+¢ = 120
ziskdme e = 15. Je-li e + f = 95, pak f = 80.
Vypocitali jsme si hodnoty vSech elementarnich oblasti, pro nazornost je dosadime do
Vennova diagramu (obr. 2.6).
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70 5 0

150

50

Obr. 2.6: Venniiv diagram Pf. 2.11

7. dosazenych hodnot si muZzeme ovérit spravnost feSeni, a tedy jestli spocitame soucet
prvki ze vSech elementérnich oblasti, mél by nam vyjit pocet vSech zaméstnancu: 70 +
540+ 30+ 15+ 80 + 150 4+ 50 = 400. Nyni mtuzeme odpovédét na otazky zadané slovni
tlohy. Pravé dva z uvedenych dopravnich prostiedkii pouziva 115 zaméstnanci (b+d+ f)
a nikdo ze zaméstnanci nejezdi do prace vyluéné vlakem (elementéarni oblast c).

Uloha 2.5. Na zakladni mnoziné U = {x € Z : 0 < x < 17} jsou definované nasledujici
mnoziny:

A=10,2,3,4,5,7,16}, B=1{1,3,8,9,11,15,16}, C ={3,4,7,9,10,15,16}.

Zaznamenejte prvky do Vennova diagramu a vypiste prvky elementarnich oblasti.
Reseni: a ={0,2,5}, b={ }, c = {1,8,11}, d = {4,7}, e = {3, 16}, f = {9,15}, g = {10}, h = {6,12,13,14}.

Uloha 2.6. V hotelu je moznost si pfiplatit k pobytu i snidani a vecefi. Ze 48 si 15 ucast-
niki zajezdu priplatilo v hotelu za vecefi, za obé sluzby 13 a 10 tcastniki si nepfiplatilo
nic. Kolik acastnikt si priplatilo za snidani?

Reseni: Za snidani si piiplatilo 36 dcastniki zdjezdu.

Uloha 2.7. Studenti se méli podrobit tfem tézkym zkouskam za sebou. Ze 124 studentt
slozilo pouze prvni zkousku 22 studentt, prvni a druhou zkousku slozilo 28, druhou a
tfeti 52, pouze druhou zkousku 12, prvni nebo tieti (tj. alespon jednu z nich) 96 stu-
dentii, vSechny zkousky slozilo 20 studenti, 30 studenti neslozilo ani prvni ani druhou
zkousku. Kolik student neslozilo ani jednu zkousku a kolik jich jesté bude skladat jednot-
livé zkousky?

Reseni: Ani jednu zkousku nesloZilo 16 studenti. Pruni zkousku bude jesté sklddat 74 studentd, druhou 52 studenti a

treti zkousku bude jesté sklddat 58 studentd.

2.4 Operace s mnozinami

V této c¢asti budeme definovat zakladni mnozinové operace jako jsou doplnék mnoziny,
sjednoceni, priunik a rozdil mnozin. Jednotlivé operace budeme ilustrovat pomoci Venno-
vych diagrami a také na prikladech.

Uvazujme neprazdnou mnozinu U a jeji dvé libovolné podmnoziny A, B.
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Sjednocenim mnozZin A, B rozumime mnozinu vSech prvki mnoziny U, které patii
alesponi do jedné z mnozin A a B (obr. 2.7). Oznacujeme ji symbolem AU B. Matema-
ticky zéapis sjednoceni: AU B = {z € U;x € A nebo = € B}.

Obr. 2.7: Sjednoceni mnozin A, B znézornéno Vennovym diagramem

Prinikem mnozin A, B rozumime mnozinu vSech prvku mnoziny U, které patii do
mnoziny A a zaroven do mnoziny B (obr. 2.8). Oznac¢ujeme ji symbolem A N B. Mate-
maticky zapis priniku: AN B = {x € U;z € A a zaroveh x € B}.

Obr. 2.8: Prinik mnozin A, B znazornén Vennovym diagramem

Rozdilem mnozin A, B rozumime mnozinu vSech prvku mnoziny U, které patii do
mnoziny A a zaroven nepatii do mnoziny B (obr. 2.9). Oznacujeme ji symbolem A — B.
Matematicky zéapis rozdilu mnozin: A — B = {z € U;x € A a zaroven = ¢ B}.

Obr. 2.9: Rozdil mnozin A, B znézornén Vennovym diagramem
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Doplitkem (resp. komplementem) mnoziny A (vzhledem k mnoziné ) nazyvame
mnozinu vSech prvka mnoziny U, které nepatii do mnoziny A (obr. 2.10). Doplnék
mnoziny A budeme oznac¢ovat symbolem A’. Matematicky zapis dopliiku mnoziny A:
A ={xel;x & A}.

Obr. 2.10: Doplnék mnoziny A vzhledem k zékladni mnoziné U znazornén Vennovym diagramem

Kromé dopliiku mnoziny se operace mezi mnozinami vazi vzdy ke dvéma mnozinam,

vvvvvv

zinovych operaci.

1.

4.
d.
6.

Pro kazdou podmnozinu A zékladni mnoziny U plati
AUU=U, ANU=A, AUD=A,

ANh=0, ANnA=A AUA=A,

AUA =U, ANA =10.

. Pro kazdé dvé mnoziny A, B plati

komutativni zakony:

AUB=BUA, ANB=BNA;
de Morganovy pravidla:

(AUB) =A'nB', (AnB)=AUDB.

. Pro kazdé t¥i mnoziny A, B, C plati

asociativni zédkony:

(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=ANn(BNC);
distributivni zakony:

AU(BNC)=(AuB)N(AUuC), An(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
Jestlize A # B, pak A— B # B — A.

Jestlize A C B, pak A — B = ().

Pro kazdé dvé disjunktni mnoziny A, B plati: A— B=A, B— A= B.

Poznamka 2.5. Jiz vySe bylo zminéno, ze mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni, pokud
nemaji zadné spole¢né prvky, tj. jestli plati AN B = ().

Priklad 2.12. Pomoci Vennovych diagramii ukazte platnost rovnosti zapisu mnozin:

A—B=AnNn~A.

Reseni Do Vennova diagramu si znédzornime dvé mnoziny A, B (obr. 2.11). Znazornéni
rozdilu A— B je vySrafovano na obrézku vlevo modrou barvou. Prava strana rovnosti ANB’
je znazornéna ve dvou krocich. Doplnék mnoziny B je zvyraznén zlutou barvou a mnozina
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A barvou modrou. Elementarni oblast, do které zasahuji obé barvy, je vysledné znazornéni
zapisu mnozin A N B’. Timto jsme ukézali, Ze rovnost A — B = AN B’ plati.

u u
A B A B
[A_B] /
A-B ANB

Obr. 2.11: Regenf piikladu 2.12

Priklad 2.13. Uvazujte zakladni mnozinu U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Venno-
vym diagramem znazornéte jeji podmnoziny A = {1,3,4,7,9}, B ={1,2,3,5,6,11}.

Reseni Viz obrazek 2.12.

8

Obr. 2.12: Regenf pitkladu 2.13

Uloha 2.8. Na zakladé predpisu mnozin v piedchazejicim piikladu zapiste vy¢tem prvki
nasledujici mnoziny: A’, B, AUB, AnB, A— B, AuB, AnDpB.

Reseni: A’ ={2,5,6,8,10,11,12}, B’ = {4,7,8,9,10,12}, AUB = {1,2,3,4,5,6,7,9,11}, ANB={1,3}, A— B =
{4,7,9}, A/ UB=1{1,2,3,5,6,8,10,11,12}, A’ N B’ = {8,10,12}.

Priklad 2.14. Uvazujte zékladni mnozinu U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, na které jsou
uréeny podmnoziny A, B, C' charakteristickou vlastnosti: A = {x € U;x < 4}, B={z €
U; 2|10} a C = {z € U;2* + 1 = 5}. Zapiste je vyctem prvki a znazornéte Vennovym dia-
gramem. Uréete obéma zptisoby (charakteristickou vlastnosti i vy¢tem prvki) nasledujici
mnoziny:

A, B, C, AuB, AnNB, AnNC, A—B, AuB, AnB', A-C.
ReSeni: Nejdifv si uréime prvky mnozin A, B, C: A = {1,2,3}, B = {1,2,5,10}

a C = {2}. Mnoziny A, B, C jsou znazornény Vennovym diagramem na nésledujicim
obrazku 2.13:
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Obr. 2.13: Regenf pitkladu PF. 2.14

Pomoci grafického znazornéni se ndm jednoduseji urci prvky zadanych mnozin, ke kterym
uvedeme i charakteristickou vlastnost:
A={zel;z g A} ={zel;x >4} ={4,5,6,7,8,9,10},
B ={xelU;x ¢ B} ={relU;x 110} ={3,4,6,7,8,9},
C'={reld;xgC}={rveld;z*+1+#5} ={1,3,4,5,6,7,8,9,10}.
V uvedenych prvych tiech pripadech muzeme vidét analogii k vyrokové operaci negace.
AUB={zel;z <4V |10} ={1,2,3,5,10},
ANB={zxelU;z <4 ANzx|10} ={1,2},
ANnC={zelU;x <4Nnz*+1=5}={2}
A-—B={xel;z <4ANxt10} = {3},
AUB={xel;z>4Vz|10} ={1,2,4,5,6,7,8,9,10},
AnNB ={zel;x>4Nx110} ={4,6,7,8,9},
A-C={zelU;z<4nz*+1+#5}={1,3}.

Uloha 2.9. Jsou dany mnoziny A = {0,2,4,5,7,8}, B = {0,2,5,6,7,11,12}, C =
{2,4,5,6,10}. Zapiste vyctem prvki nasledujici mnoziny:

AUB, (AUB)UC, (AUB)NC, AnNBNC, B—(AUC), (AnC)Uu(BNQO),

(AuC)—-B, (AUBUC)—-(ANBNCQC).

Reseni: AUB = {0,2,4,5,6,7,8,11,12}, (AUB)UC = {0,2,4,5,6,7,8,10,11,12}, (AUB)NC = {2,4,5,6}, ANBN
C =1{2,5}, B—(AUC) ={11,12}, (ANC)U(BNC) ={2,4,5,6}, (AUC)— B = {4,8,10}, (AUBUC)—(ANBNC) =
{0,4,6,7,8,10,11,12}.

Vratme se jesté ke slovnim tloham. Na nasledujicim piikladu vyvodime vztah mezi
mnozinovymi operacemi, prostfednictvim kterych muzeme také resit slovni tlohy.

Priiklad 2.15. Ze 174 zékazniki, co pfislo na nékup, se do soutéze zapojilo jenom 103.
Herni los vypsalo 95 zédkaznikt a kolem stésti toc¢ilo 73 zakazniki. Kolik zakazniki vypsalo
herni los i tocilo kolem $tésti?

Reseni: Budeme postupovat jako v predchazejicich piikladech slovnich tloh, uréime
popis jednotlivych mnozin:

e Zakladni mnozinu tvoii zdkaznici, co prisli na nékup: |U| = 174,

e Zakaznici, co se zapojili do soutéze (herni los nebo kolo §tésti): |AU B| = 103;
e Zakaznici, co vyuzili herni los: |A| = 95;

e Zékaznici, co vyuzili kolo Stésti: |B| = 73.
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()

Obr. 2.14: Vennuv diagram P¥. 2.15

d

Miuzeme postupovat i pouzitim vyjadfenim poc¢tu pomoci elementarnich oblasti tak, jako
jsou znazornény na obrazku 2.14. Potom:

|AUB|=a+b+ ¢ =103,
|A| =a+b=095,
Bl =b+c=T3.

Vidime, Ze pro uréeni po¢tu prvki sjednoceni mnozin |A U B| nemuZeme jednoduse po-
¢et prvki jednotlivych mnozin spocitat. Vidime, zZe pifi daném souctu bychom dvakrat
pripocitali pocet prvki elementarni oblasti b:

|A|+|B|=a+b+0b+c.

Elementarni oblast b pfedstavuje pravé prunik mnozin A N B. Z uvedeného nam vyplyva
vztah pro urceni poc¢tu prvki sjednoceni mnozin:

|JAUB| = |A|+ |B| - |AN B].
Urceme si tedy mohutnost hledaného pruniku pomoci zadaného vztahu:
|AU B| = [A] + [B| — [AN B|,
103=95473 — |AN B|,
103 =168 — |[AN B,
|AN B| = 65.
Odpoved: Celkem 65 zakazniki vypsalo herni los a zaroven tocilo kolem $tésti.

Poznamka 2.6. Z uvedeného vztahu vyplyva, Ze soucet mnozin se rovna soucasné poctu
prvki jejich sjednoceni jenom v jediném piipadé, kdyZz mnoziny jsou disjunktni. Tedy, je-li
AN B =10, potom |[AU B| = |A| + |B|.

2.5 Cviceni
2.1. Dané mnoziny vyjadiete vyctem vSech prvkii:

a) A={r eN:z <11},
b) B={reN: -3 <z <6},
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c) C={xeZ:—-1<uz<12},
d) D={x eN:xz > 15},

e) E={xeN:z* <100},

) F={reN:z-3=11},

g) G={x€Z:3x—7=20}.
h) H = {z € N: 3|z}.

2.2. Urcete charakteristickou vlastnost nasledujicich mnozin:

a) A={2,3,4,5,6,7}

b) B={...,—7,—6,—5,—4},
c) C {2357111317...},
d) D ={1,4,9,16,25,...},

e) E={1,3,57,911,...},
f) F=1{3,6,9,12,15,...}.

2.3. Na zakladnf mnoziné U = {0,1,2,5,6,8,9, 11,13, 14, 15,16, 19, 22, 23, 24, 25, 27, 28,

2.4.

2.5.

31,32,33, 35,36} jsou definovany nésledujici podmnoziny: H = {z € U : x < 14},
I'={2xeU:3x+1<46}, J={z €U:ajeprvocislo}, K = {x € U : |64},
M={zeU:2* <100}, O={z € U : z je sudé}.

a) Urcete prvky podmnozin.
b) Urcete kardinalitu podmnozin.
c) Které podmnoziny jsou ekvivalentni?

)

)

)
d) Které podmnoziny se rovnaji?
e) Usporadejte podmnoziny na zakladé jejich kardinality.
)

f) Ke kazdé podmnoziné napiste jeji libovolnou podmnozinu, kterd méa alespon
tri prvky.

Vypiste prvky mnozin A, B, C' C M, urcete jejich kardinalitu a mnoziny porovnejte,
kde:

M={reN:z+2 <22},

A={zeM:ax+7=21},

B={zxeM:6<z<12},

C={xeM:4déli z}.

Dale vypiste prvky mnozin: A — B, B', ANC, A, AnB, AnBNC.

Urcete poten¢ni mnoziny nasledujicich mnozin: A = {3,4,5}, B = {0,1}, C =
{-1}, D =0.

2.6. Urcete mnozinu K, ktera spliiuje souc¢asné nasledujici podminky: K C {1,3,5,9, 12},

K C{1,4,7,89 12 aleK.
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2.7. At jsou dané nasledujici mnoziny: A = {1,2,3}, B = {2}, C = {1,2,3,{1,3}},
D = {{1,3},0}, E = {1,3}. Rozhodnéte o vzajemnych vztazich mezi uvedenymi
mnozinami.

2.8. Znéazornéte pomoci Vennovych diagrami:

) (AnB)U(A-B),

) (K'nM') — (KUM),

) ( X'=-Y)u(lYnX),

) (ONP)U(P—-Q),

) (CNA)U(A —B)|n(C"— B).

2.9. Na umeélecké skole se ze 114 prihldsenych déti zapsalo do letnich tabort 98 déti.

Hudebniho tabora se icastnilo 56 déti a tabora se zaméfenim na vytvarnou vychovu
se tcastnilo 68 déti. Kolik déti se ticastnilo obou taboru?

2.10. Ze 129 studentt prvniho ro¢niku vysoké skoly chodi do menzy na obéd nebo veceri
116 studentti, 62 studentit dochazi pravé na jedno z téchto jidel. Pfitom na obédy
chodi o 46 studentti vice nez na vecete. Kolik studentii prvniho ro¢niku chodi jenom
na vecete?

2.11. Ze 30 zaku navstévuje 11 zéka krouzek keramiky, 15 sportovni krouzek a 13 hudebni
krouzek. Celkem 4 zaci navstévuji sportovni krouzek i krouzek keramiky. Sportovni
i hudebni krouzek navstévuje 5 zaki. Keramicky nebo hudebni krouzek navstévuje
21 zakl. Jeden zak navstévuje vSechny tii krouzky. Dva Zaci nechodi do zddného
krouzku. Kolik zaki navstévuje krouzek hudebni i krouzek keramiky?

2.6 Vysledky cviceni

2.1. a) A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
b) B = {1,2,3,4,5,6},
¢) C ={-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11},
d) D ={15,16,17,18,...},
¢) E=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
f) F = {14},
5 G = {9}
h) H ={3,6,9,12,...}.

22, a)A={reN:2<z<T}={reN:2<z<8}={reN: 1<z <7} =

={reN:1<z <8}

b) B={zx€Z:x< -3} ={zve€Z:x< -4}
c) C ={z € N: z je prvocislo},
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d) D ={x € N:z =n? pro kazdé n € N},

e) E = {x € N:z je liché ¢islo},

f) F={z e N:3z}.

2.3. a) H=1{0,1,2,5,6,8,9,11,13,14}, I = {0,1,2,5,6,8,9, 11,13, 14},

J ={2,5,11,13, 19,23,31}, K = {1,2,8,16,32}, M = {0,1,2,5,6,8,9},
O ={2,6,8,14,16,22, 24, 28,32, 36};

b) |H| =10, |I| =10, |[J| =7, |K| =5, |[M| =7, |O| = 10;

c) Ekvivalentni mnoziny: |J| = |M|, |H| = |O|, || = |OJ;

d) Rovnaji se mnoziny H a I, H = I;

e) K| <|J]=[M[<[I| = |H|] =[O

f) Napriklad: {0,1,2} € H, {0,1,2} € I, {2,5,11} € J, {1,2,8} € K, {0,1,2} €
M, {2,6,8} € O.

2.4. M = {1,2,3,4,...,19},|M| =19, A = {14},|A| = 1, B = {6,7,8,9,10, 11}, |B| =
6, C = {4,8,12,16},|C| = 4, A,B,C C M,|A| < |C| < |B|, A— B = {14},
B =1{1,2,3,4,5,12,13,14,15,16,17,18,19}, AN C = 0,

A'={1,2,...,13,15,16,17,18,19}, ANB =0, AN BNC = 0.

2.5. P(A) = {0, {3}, {4}, {5}, {3,4}, {4,5}, {3,5}, {3,4,5}},
P(B) ={0,{1},{0},{1,0}}, P(C) = {0,{~1}}, P(D) = {0}.

2.6. K = {1} nebo K = {1,9,12} nebo K = {1,9} nebo K = {1, 12}.
27 AcC,BCA BCC,ECD,ECC(C,ECA.

2.8. Tanmum-B)| U

! J

(k' M)~ (KuM
1
A B K

u [x'—vyurnxy| U

I

]
M X Y

(ONP)U(P—Q) U [(CﬁA)U(A’—B)]m(C/—B)M

(@) P A B

2.9. Obou letnich tabort se ucastnilo 26 déti.
2.10. Ze stravujicich se studentti chodi jenom na vecete 8 studentii.

2.11. Hudebni krouzek i krouzek keramiky navstévuji 3 zaci.



3. BINARNI RELACE A ZOBRAZENI

V této kapitole se budeme zabyvat mnozinami, jejichz prvky jsou uspotradané dvojice,
piipadné usporadané n-tice. Uspofadanou dvojici zapisujeme [a, b], viz obr. 3.1.

[a, b]

N

a je prvni slozkou usporadané dvojice b je druhou slozkou usporadané dvojice

Obr. 3.1: Usporadana dvojice [a, b]

3.1 Kartézsky soucin

Drive, nez definujeme pojem kartézského souc¢inu, budeme ho modelovat na realné situaci
v nasledujicim prikladé.

Piiklad 3.1. Jana ma ve svém Satniku tfi halenky: zelenou, modrou a bilou a dvé sukné:
¢ernou a hnédou. Chysta se na prochazku a premysli, jakou halenku a sukni si oblece.
Nemiize se rozhodnout, kterd kombinace bude nejlepsi. Nejdiiv se rozhodne pro zelenou
halenku a vyzkousi si k ni obé sukné. Pak zkusi modrou halenku s ¢ernou i hnédou sukni.
Nakonec bilou halenku s ¢ernou i hnédou sukni. Jana si tak vyzkousi vSechny kombinace
obleceni.

Jestli oznac¢ime mnozinu Janinych halenek jako mnozinu A a mnozinu jejich sukni jako
mnozinu B, pak je miZeme matematicky zapsat jako: A = {Z,M,B} a B = {C,H}.
Vsimnéme si, Ze Jana v zkouseni dodrzuje jistou posloupnost, neboli usporadani. Nejdiiv
si vybere halenku, nasledné k ni pfifadi sukni, tedy [halenka,sukné]. MnoZinu v8ech kombi-
naci halenek a suknf, které si Jana vyzkousi, zapiSeme jako: {[Z, C), 1z, H],[M, C],[M, H],
[B, C], [B, H]}. Také si povsimnéte, ze [Z, C] neni to samé, co [C, Z]. V dané uspofadané
dvojici by to znamenalo, Ze si Jana oblékla ¢ernou halenku a zelenou sukni. Takovou
kombinaci vSak nemuze z definovanych mnozin vytvorit.

V predchézejicim piikladé jsme pracovali se vS§emi moznymi kombinacemi dvou mnozin,
halenek (mnoZina A) a sukni (mnozina B), které predstavuji, usporadané dvojice. Tyto
usporadané dvojice miuZzeme obecné oznadit jako [z,y], kde v € A ay € B. Prvek x se
nazyva prvni slozkou usporadané dvojice [x,y] a y je tzv. druha slozka usporadané dvojice
[, y]. Navic jsme si jiz v predchazejicim prikladé ukézali, ze vybér obleteni [Z, C] nenf to
samé jako kombinace obleceni [C’, Z]. Dvé usporadané dvojice se rovnaji jenom v piipadeé,
ze se rovhaji jejich jednotlivé slozky.

Rikdme, ze uspofadana dvojice [x,y] se rovna usporadané dvojici [u,v] pravé tehdy,
kdyz x = u a zaroven y = v.

23
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Mnozina {[Z, C), [z, H),[M, C],[M, H],[B, C],[B, H|} z predchézejictho pifkladu byla
mnozina v8ech usporadanych dvojic [x,y], pficemz plati, Ze prvni slozka usporadané dvo-
jice x patii mnoziné A a prvek y, jako druhé slozka usporfadané dvojice, patii mnoziné
B. Takova mnozina predstavuje kartézsky souc¢in mnozin. Kartézsky soucin je obecné
definovan nasledovné:

Necht mnoziny A, B jsou libovolné mnoziny. Pak mnozinu vSech usporadanych dvojic
[z,y], kde x € A a y € B, nazyvame kartézsky soucin mnozin A, B a oznacujeme ho
symbolem A x B. Tedy A x B={[z,y] :2 € ANy € B}.

B
A
(- 0
[z, a] | [z, 0] | [, ]
v, al | [y, 0] | ly, ]
[2,a] | [,0] | [2,¢]
& )

Obr. 3.2: Tlustrace kartézského sou¢inu A x B mnozin A = {z,y,z} a B = {a,b, ¢}

Jestlize se mnoziny A, B rovnaji (A = B), pak kartézsky soudin je ve tvaru A x A
(mtiZeme pouZit i oznaceni A?), tehdy hovoifme o kartézské mocning. Podobné pii zapisu
kartézského soucinu A x A x ... x A, v kterém vystupuje n ¢initeli, mizeme pouzit zapis
A"

Priklad 3.2. Necht jsou dany mnoziny A = {a,b} a B = {1,2,3}. Urcete kartézské
sou¢iny A x B, Bx A, Ax A, B x B.

Reseni: Plati

A x B ={[a,1],[b,1], [a, 2], [b, 2], [a, 3], [b, 3] };

Bx A= {[1,@], [17b]7 [Q’CL]’ [Q’b]v [3,@], [3>b]};

Ax A= A?={[a,a],[a,b],[b,al,[b,b]};
BxB=B2={[,1],[1,2,[1,3],[21],2,2], 2.3, [3, 1], [3,2], [3, 3]}.

Kartézsky soucin mé nasledujici vlastnosti:

1. Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Pokud je alespon jedna z mnozin A, B prazdnou
mnozinou, pak plati, Ze A x B = (). Dany vztah plati i obracens, jestli A x B = (),
potom alespon jedna z mnozin A, B je prazdnéd mnozina.

2. Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny. Potom plati nasledujici vztahy distributivnich
zakoni:

a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C),
b) (ANB)xC=(AxC)N(BxC),
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¢) (A—B)xC=(AxC)—(BxC(C).

Uloha 3.1. Ovéite platnost vyse uvedenych vlastnosti pro nasledujici mnoziny A, B, C-
A=12,3,4,7,9}, B={1,3,5,7}, C = {6,8}. Vypiste vysledné kartézské souciny.

Reseni: (AUB) x C = (Ax C)U (B x C) = {[1,6],[1,8],[2,6],[2,8], 3, 6], 3, 8], [4, 6], [4,8], [5, 6], [5, 8], [7, 6], [, 8],
[9,6],19,8]}, b) (ANB) x C = (Ax C)N (B x C) = {[3,6],[3,8],[7,6],[7,8]}, ¢) (A—B) x C = (Ax C) — (B x C) =
{[2,6],[2,8],[4,6], [4,8],19,6], [9, 8]}

Pro kartézsky soucin neplati komutativni zakon, tj. A x B # B x A (ptiklad 3.1).
Pro kartézsky soucin neplati ani asociativni zékon, tedy (A x B) x C' # A x (B x ().
Jako ukazku si uvedeme piiklady, kdy A = B = C' = {1}. Potom dostavame, ze (A X
B) x C = {[[1,1],1]} a A x (B x C) = {[1,[1,1]]}. Abychom rozuméli zapisu, dostali
jsme opét usporadané dvojice, napiiklad v prvnim pripadé {[[1,1],1]} je prvni slozkou
usporadana dvojice [1,1] a druhou slozkou usporfadané dvojice je prvek 1, a protoze 1 #
[1, 1], asociativni zédkon pro kartézsky soucin neplati.

Kartézsky soucin je mozné graficky znézornit tfemi zpusoby, zndme tedy tii druhy
grafti: kartézsky graf (obrazek 3.3), Sachovnicovy graf (obrézek 3.4) a uzlovy graf (obrazek
3.5). Kazdy z nich budeme ilustrovat na kartézskych souc¢inech z predchoziho prikladu 3.2,
konkrétné na kartézskych soucinech B x A a B x B.

Kartézsky graf je tvoren standardni pravotihlou soufadnicovou soustavou s dvéma
osami. Osa z predstavuje prvky prvni mnoziny kartézského souc¢inu (nebo prvni slozky
usporadanych dvojic) a osa y predstavuje prvky, které jsou druhymi slozkami usporada-
nych dvojic neboli druhé mnoziny kartézského souc¢inu. Z kazdého prvku vedeme kolmici
na piislusnou osu. Body, ve kterych se kolmice protinaji, predstavuji usporadanou dvojici
kartézského soucinu.

> A
< 3
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EY \
b 2
a 1
B x A 1 2 3zeB B x B 1 2 3z€B

Obr. 3.3: Kartézské grafy kartézskych soucini B x Aa B x B

S kartézskym grafem se studenti mohou setkat jiz na stfedni skole pii grafickém znazornéni
prubéhu funkce. Zpravidla pii ném pouzivame pravouhly souradnicovy systém.

éachovnicovy graf se jevi podobné jako predchozi graf kartézsky. Znazornuje se totiz
také v pravouhlé souradnicové soustavé a jednotlivé prvky jsou opét vyznaceny na oséch z,
y podle toho, do které mnoziny patii. Prvni slozky se nachéazi na ose x, druhé slozky na ose
y. Od kartézského grafu se Sachovnicovy lisi tim, Zze usporadané dvojice nejsou vymezeny
priseciky kolmic, ale ¢tvercovymi poli (Gtverci), které tyto kolmice vymezuji.
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Obr. 3.4: Sachovnicové grafy kartézskych sou¢ini B x Aa B x B

Uzlovy graf jiz nevyuziva pravoihlé souradnicové soustavy, ale vzdy spojuje prvky
pomoci Sipek a vytvari tak ,uzly“. Zde je potfeba dbét na volbu spravného typu uzlového
grafu podle toho, jestli se jedné o kartézsky soucin dvou rtznych mnozin, nebo kartézsky
souin na jedné mnoziné (obrazek 3.5). Pro kartézsky soucin dvou riznych mnoZin se
prvky kazdé mmnoziny vypisi do samostatného sloupce a spoji se Sipkou od prvni slozky
usporadané dvojice k druhé slozce. Pri kartézském soucinu na jedné mmnoziné se prvky
dané mnoziny vypisi jenom jednou a navzajem se pospojuji oboustrannymi Sipkami nebo
tzv. smyckou pro piipady, kdy je prvek v uspofadané dvojici saim se sebou.

Obr. 3.5: Uzlovy graf kartézského soucinu dvou mnozin B X A a na jedné mnoziné B x B

3.2 Binarni relace

Vratme se k prikladu 3.1, kde si Jana vybirala oble¢eni na prochéazku. Reknéme, 7e si
chce obléct modrou halenku, ale nevi, kterou sukni si k ni vybrat. Pak ji ztistava vybér
dvou moznosti ze esti a to {[M, C],[M, H]}. Jinymi slovy, pokud se Jana rozhodne pro
modrou halenku, z kartézského soucinu vsech dvojic vznika vybér podmnoziny s vlastnosti,
ze prvni slozka ve vybranych uspofadanych dvojicich bude prvek M (modra halenka).

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Binarni relaci R z mnoziny A do mnoziny B
nazyvame kazdou podmnozinu kartézského soucinu A x B; R C Ax B. Je-li A = B, pak
libovolnou podmnozinu kartézského sou¢inu A X A nazyvame binarni relaci v mnoziné

A; RC Ax A
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Vzhledem k tomu, Ze kazda binarni relace je taky mnozina, vSechny tvahy a tvrzeni,
které plati pro mnoziny, plati také pro binarni relace. Tedy také plati, ze kazdou binarni
relaci je mozné urcit vycétem prvki nebo charakteristickou vlastnosti. Pokud je binarni
relace urcena charakteristickou vlastnosti, obvykle se jedna o néjaky vztah, ktery plati
mezi slozkami uspofadanych dvojic kartézského soucinu.

Priklad 3.3. Necht jsou dany mnoziny A = {2,3,4} a B = {3,4,5,6}. Uvazujme vztah
Ry: ,¢islo x patfici mnoziné A déli ¢islo y patiici mnoziné B“. Vytvorme si nejdiiv kar-
tézsky soucin mnozin, na kterych je relace definovana:

Ax B={[2,3],]2,4],[2,5],[2,6], 3, 3],[3,4],[3, 5], [3, 6], [4, 3], [4, 4], [4, 5], [4, 6] }.

Pro urceni relace R; provedeme vybér téch usporadanych dvojic, které danému vztahu
vyhovuji. Dany vztah (relace) urc¢uje nasledujici mnozinu usporadanych dvojic

Ry = {[274]7 [276]? [373]7 [376]7 [474]}7

pricemz mnozina R; je podmnozinou kartézského souc¢inu A x B. Matematicky miizeme
dany priklad zapsat nasledovné:

Ry C Ax B; Ry ={[x,y] € Ax B :z|y}.

Priklad 3.4. Necht jsou dany mnoziny A = {2,3,4} a B = {3,4,5,6}. Vypiste prvky
relace Ry definované na kartézském soucinu A x B nasledovné: Ry = {[z,y] € AXx B:xz >

Yy}

ReSeni: V daném prikladé uvazujeme vztah ,¢islo 2 € A je v&tsi nez ¢islo y € BY,
pak mnozina Ry = {[4, 3]} je mnoZina vSech usporadanych dvojic, které uvazovany vztah
spliuji. Tedy opét plati, Ze mnozina Ry je podmnozinou kartezidanského souc¢inu A x B.

Uloha 3.2. Necht je ddna binarni relace R = {[z,y] € A x B : z + 1 = y} z mnoZiny
A =1{0,1,2,3} do mnoziny B = {2,3,4}. Zapiste binarni relaci R vyctem prvki.
Reseni: R={[1,2],[2,3],[3,4]}.

Na zakladé uvedenych prikladi 3.3 a 3.4 muzeme urceni binarni relace vyjadrit take
jako vyrokové formy o dvou proménnych. Napiiklad jako binarni relace Ry a Ry tyto
vyrokové formy predstavuji pravé definované vztahy x|y a x > y. Kazdé binarni relaci je
mozné priradit jeji prvni a druhy obor.

Necht mnozina R je binarni relaci z mnoziny A do mnoziny B. Mnozinu vSech prvnich
slozek usporadanych dvojic z binarni relace R nazyvame prvni obor binarni relace R
a oznacujeme ho symbolem O;(R). Podobné, mnozinu v8ech druhych slozek usporada-
nych dvojic z binarni relace R nazyviame druhy obor binarni relace R a oznacujeme
symbolem Oy (R).

Pomoci matematické symboliky je mozné predchézejici definici zformulovat nasledovné:

O1(R)={x€ A:3Jy € B:x,y] € R},
Oy(R)={y € B:3x € A:lx,y] € R}.
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Je ziejmé, ze O1(R) C A a Oy(R) C B.

Uloha 3.3. Uréete prvni a druhy obor binarnich relaci R, (piiklad 3.3) a R, (piiklad 3.4).

Reseni: O1(R1) = {2,3,4} a O2(R1) = {3,4,6}; O1(R2) = {4} a O2(R2) = {3}.

Necht R je binarni relace z mnoziny A do mnoziny B. Doplikovou relaci k relaci R
nazyvame binarni relaci, ktera patii do kartézského sou¢inu mnozin A, B, ale nepatii
relaci R. Dopliitkovou relaci mizeme definovat nasledovné:

R CAxB; RR={[z,y e AxB:[zr,y) ¢ R} = Ax B—R.

Priklad 3.5. Urcete doplikové relace k binarnim relacim R, a R, z prikladd 3.3 a 3.4.

Reseni: Doplitkovymi relacemi jsou nésledujici binarni relace.
Ry'={[z,y] € Ax B:zfy}={[2,3],[2,5],[3,4],3,5], 4, 3], [4,5], [4, 6]},
Ry = {[x7y] €EAXB:z< y} = {[273]7 [2’4]7 [275]7 [Qa 6]’ [373]7 [374]a [37 5}7 [376]7
[4,4],[4,5], [4, 6]}

Necht R je binérni relace z mnoziny A do mnoziny B. Inverzni relaci k relaci R nazyvame
binarni relaci R~* C B x A definovanou nasledovné: R™! = {[z,y] € Bx A : [y, z] € R}.

Necht R je binarni relace z mnoziny A do mnoZiny B a necht R~! C B x A relace
k ni inverzni. Z predchéazejici definice vyplyvé, ze pro libovolnou uspoirddanou dvojici
[z,y] € A x B plati [z,y] € R~! & [y,2] € R.

Priklad 3.6. Inverzni relace k binarnim relacim R, a Ry z ptikladi 3.3 a 3.4 jsou nasle-
dujici binarni relace:
Ri'={[z,y) € Bx A:[y,z] € Ri} = {[z,y] € Bx A:ylz} ={[4,2],[6,2],[3,3],
6,3], [4,4]}.
Ry'={[z,y) € Bx A:[y,2] € Ry} ={[z,y] € Bx A:y>2x}={[3,4]}.

Pro grafické znazornéni binarnich relaci muzeme pouzit t¥i druhy grafi: kartézsky,
Sachovnicovy a uzlovy. V kartézském grafu binarni relace R C A x B, ktery znézoriujeme
pravouhlym soufadnicovym systémem, znazornime na vodorovnou osu prvky mnoziny A
a na svislou osu prvky mnoziny B. Usporadanou dvojici [z, y] € R znazornime prisec¢ikem
kolmice vedené v bodé x na vodorovné osy a kolmice vedené v bodé y na svislou osu.
Uvedeme si priklad.

Priklad 3.7. Necht mnozina A obsahuje nasledujici prvky: A = {p,q,r, s}. Kartézskym
grafem znazornéte kartézsky soucin A x A a relaci R C A x A, které obsahuje nasledujici

prvky: R = {[p,pL [p7 5]7 [Q7p]7 [’f’,p], [T7 T]? [T7 3}7 [8’ T]v [3’ S]}

Reseni:
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Obr. 3.6: Kartézsky graf kartézského soucinu A x A a relace R na ném definované

Kartézsky soucin soucin A x A je mnozina vSech usporadanych dvojic, tedy obsahuje
nasledujici prvky: A x A = {[p,pl, [p,ql,p. 7], p, sl, g, pl, la, 4. la, 7], [g, s], [, p), [, g, [r, 7],
[r, s, [s,p],[s,4l,[s, 7], [s, s]}. Na jejim kartézském grafu jsou vyznaceny vSechny priseciky.
V pripadé relace R, ktera je definovana konkrétnimi prvky, vyznac¢ime v kartézském grafu
jen definované usporadané dvojice patiici do relace R.

Sachovnicovy graf binarni relace R C A x B se od jejtho kartézského grafu odlisuje tim,
ze jednotlivé prvky predstavuji tsecky na vodorovné resp. svislé ose. Usporadana dvojice
[z,y] X R se znazorni vySrafovanym ¢tvercem.

Priklad 3.8. Necht jsou dané mnoziny A = {a,b,c,d} a B = {0,1,2}. Necht R = {[a, 0],
[b,2], [c,1], [d, 1]} je binarni relace z mnoziny A do mnoziny B. Na néasledujicim obrazku
je Sachovnicovy graf binarni relace R.

ResSeni:

A X B a b c d zeEA

Obr. 3.7: Sachovnicovy graf binarn{ relace R C A x B

Uzlovy graf bindrni relace R C A x B znazoriuje kazdému prvku mnozin A a B bod
v roviné, nebo ,uzel” grafu. Dva uzly  a y budou spojeny tzv. orientovanou hranou, v
grafu ji predstavuje Sipka. Jestli existuje usporadana dvojice [z,y] € R, Sipka na oriento-
vané hrané pritom sméfuje od prvni slozky ke slozce druhé pro usporadanou dvojici [z, y].
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Pritom je potfebné rozeznat uzlovy graf pro relaci kartézského sou¢inu dvou riznych mno-
zin A X B a pro relaci kartézského soucinu na jedné mnoziné A x A. Pro kartézsky soucin
dvou raznych mnozin se prvky kazdé mnoziny vypisi do samostatného sloupce a spoji se
sipkou od prvni slozky usporadané dvojice k druhé slozce. P1i kartézském souc¢inu na jedné
mnoziné se prvky dané mnoziny vypisi jenom jednou a navzajem se pospojuji a pii prvku
[z,y] € A x A se tato dvojice znazorni smyckou. Uvedeme si piiklady.

Piiklad 3.9. Jsou dany mnoziny A = {2,3,4,5} a B = {3,4,5,6}. Znazornéte uzlovym
grafem relaci R = {[2, 3], [3, 3], [3, 6], [4, 3], [5, 5], [5, 6]} z mnoziny A do mnoziny B.

Reseni:
2 e 3
3 e ® 4
4 @ ® 5

5 08— > @ 6

Obr. 3.8: Uzlovy graf binarni relace R z piikladu 3.9

Priklad 3.10. V mnoziné M = {3,4,5,7} jsou definovany dvé binarni relace R; =
{[3,4],13,5], 3,7, [5,5, [7. 3], [7, 7]} a Ry = {[3,4],[3,5], 3, 7], [4, 3], [4,4], [4, 7], [5, 3], [5,5],
[7,3],[7,4],[7,5]}. Znazornéte tyto relace uzlovym grafem.

Reseni:
3 e <——e7) 3 o<—>|o 7
D) @;-[ 5

Obr. 3.9: Uzlové grafy binarnich relaci Ry a Rs z pfikladu 3.10

3.3 Vlastnosti binarnich relaci v mnozZiné, relace ekvi-
valence a relace usporadani

mnoziné A, tedy jednotlivé vlastnosti budeme definovat pro relaci R C A x A. Uvedené
vlastnosti budeme ilustrovat na pfikladech, kde mnozina A bude obsahovat prvky: A =

{1,2,3}.
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Necht R je binérni relace definovand v mnoziné A. Binarni relace R je reflexivni, jestli
pro kazdy prvek mnoziny A plati, ze v usporadané dvojici zastupuje prvni i druhou
slozku; tedy Vo € A : [x,2] € R.

Piiklad 3.11. V mnoziné A = {1, 2, 3} je definovana binarni relace R = {[1, 1], [1, 2], [2, 2],
[3,3]}. Zadana binarni relace R je reflexivni, protoze s kazdym prvkem x € A obsahuje
prislugnou uspotradanou dvojici [z, z|. Tedy dvojice [1,1], [2,2], [3, 3] jsou reflexivni prvky
binarni relace R. Jeji uzlovy graf je znazornén na obrazku 3.10.

Obr. 3.10: Uzlovy graf binarni relace R z piikladu 3.11

Poznamka 3.1. Jestli je binarni relace reflexivni, kazdy prvek v jejim uzlovém grafu pak
musi mit ,,smycku. Musi to platit pro v8echny prvky mnoziny A.

Necht R je binarni relace definovana v mnoziné A. Plati, Ze binarni relace R je antire-
flexivni, jestli Vo € A : [z,2] € R.

Piiklad 3.12. V mnoziné A = {1,2,3} je definovana binarni relace R = {[1,2],[2,3]}.
Binarni relace R je antireflexivni, protoze neobsahuje zadnou dvojici, u které se prvni a
druha slozka rovnaji. Na obrazku 3.11 je znazornény jeji uzlovy graf.

Obr. 3.11: Uzlovy graf binarni relace R z ptikladu 3.12

Necht R je binarni relace definovana v mnoziné A. Binarni relace R je symetricka, jestli
pro dva prvky z, y z mnoziny A, které v usporadané dvojici [z, y] patii do relace R, plati,
ze taky usporadanéa dvojice [y, x] patif do relace R; tedy plati [z,y] € R = [y, x] € R.
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Piiklad 3.13. V mnoziné A = {1, 2, 3} je definovana binarni relace R = {[1, 2], [1, 3], [2, 1],
2,2], [3,1]}. Binarni relace R je symetrické, protoze pro vSechny usporadané dvojice dané
relace plati definovany vztah [x,y] € R = [y,z] € R. Uzlovy graf relace je pak mozné
znazornit jako na obrazku 3.12.
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Obr. 3.12: Uzlovy graf binarni relace R z piikladu 3.13

Poznamka 3.2. Uzlovy graf symetrické binarni relace obsahuje jenom obousmérné sipky
nebo smycky.

Necht R je binarni relace definovana v mnoziné A. Plati, ze binarni relace R je antisy-
metricka, jestli pro kazdé dva prvky z, y patfici do mnoziny A plati nasledujici vztah:
([z,yl e RNy, 2] € R) =z =y.

Antisymetri¢nost mizeme ekvivalentné definovat také nasledujicim zptusobem: binarni re-
lace R je antisymetricka, jestli pro kazdé dva prvky z, y € A takové, Zze x # y, plati:
[z,y] € R= |y, z] € R.

Piiklad 3.14. V mnoziné A = {1,2,3} je definovana binarni relace R = {[1,2],[1, 3],
[2,2]}. Vzhledem k alternativni definici antisymetrie je zfejmé, Ze binarni relace R je anti-
symetricka. Jestli binarni relace R obsahuje uspotfadanou dvojici [z, y], pficemz x # y, pak
usporadana dvojice [y, ] neni jejim prvkem. Na obrazku 3.13 je uzlovy graf antisymetrické
binarni relace R.
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Obr. 3.13: Uzlovy graf binarni relace R z piikladu 3.14

Poznamka 3.3. Uzlovy graf antisymetrické binarni relace neobsahuje obousmérné sipky.

Necht R je binarni relace definovana v mnoziné A. Binarni relace R je tranzitivni, jestli
pro prvky z, y, z patfici do mnoziny A plati nasledujici vztah: ([z,y] € RA [y, 2] €
R) = [z,2] € R.
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Priklad 3.15. V mnoziné A = {1,2,3} je definovana binarni relace R = {[1,2],[1, 3],
[2,3]}. Vezméme si prvky binarni relace R, konkrétné usporadané dvojice [1,2] a [2,3].
Aby byla binarni relace R tranzitivni, dvojice [1,3] musi byt také prvkem dané relace.

Graficky je tranzitivita jako vlastnost binarni relace R znézornéna uzlovym grafem na
obrazku 3.14.

Obr. 3.14: Uzlovy graf binarni relace R z piikladu 3.15

Poznamka 3.4. Podle grafu muzeme tranzitivnost popsat i nasledovné: muzeme vidét,
7e existuji dvé cesty z prvku 1 k prvku 3, a to bud pfimo nebo pies prvek 2.

Uloha 3.4. Je dand mnozina B = {0,2,4}. Vypiste prvky relace R = {[z,y] € B x B :
x +y < 4}, ktera je definovana na mnoziné B. Zjistéte, jaké vlastnosti dana relace ma.
Reseni: Relace R = {[0,0],[0,2],[2,0]} je symetrickd.

Uloha 3.5. Z grafu (obrazek 3.15) zjistéte vlastnosti relace R, ktera je definovana na
mnoziné A x A, kde A ={a,b,c,d,e}.

b )

Obr. 3.15: Uzlovy graf relace R z ulohy 3.5

Reseni: Relace R je tranzitivni.

Velmi dulezitou binarni relaci je relace ekvivalence, kterou definujeme prostfednictvim
vlastnosti binarnich relaci nésledovné.

Binarni relace R definovana v mnoziné A je relaci ekvivalence v mnoziné A praveé
tehdy, kdyZ pro libovolné z, y, z € A plati:

1. [z,z] € R,

2. [z,y] € R=[y,z] € R,

3. ([x,y] e RNy,z] € R) = [z,2] € R.
Binarni relace R definovana v mnoziné A se tedy nazyva relace ekvivalence v mnoziné
A pravé tehdy, kdyz je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
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Piiklad 3.16. Necht je v mnoziné A = {1,2,3,4} definovana binarni relace R = {[1, 1],
1,4], [2,2],[2,3],[3,2],[3,3],[4, 1], [4,4]}. Uréime a zdiavodnime si jednotlivé vlastnosti re-
lace R.

Reseni: o Binarni relace R je reflexivni, protoze pro kazdy prvek mnoziny A plati, Ze
je v relaci sam se sebou, tedy pro Vx € A : [z, 2] € R. Relace obsahuje nasledujici prvky:
[1,1],[2,2], 3, 3], [4, 4].

e Binarni relace R je také symetricka, protoze vSechny usporddané dvojice relace R maji
tzv. sviyj zrcadlovy odraz. Plati: [z,y] € R = [y,z] € R, tzn. jestlize [1,4] patii relaci R,
pak i usporadana dvojice [4, 1] patii relaci R. Podobné to plati i pro usporadané dvojice
12,3], [3,2]. Reflexivni prvky jsou také symetrickeé.

e Binarni relace R je tranzitivni. Tranzitivnost plati pro symetrické prvky s reflexivnimi
a naopak, napiiklad: ([2,3] € RA[3,3] € R) = [2,3] € Rnebo (4,1] € RA[1,4] € R) =
[4,4] € R. JelikoZ relace spliiuje viechny tii vlastnosti, jedna se o relaci ekvivalence. Relace
je znazornéna uzlovym grafem na obrazku 3.16.

Obr. 3.16: Uzlovy graf relace R z prikladu 3.16

Poznamka 3.5. Na zakladé feseni prikladu mizeme vidét, Ze mnozinu vSech uzla grafu je
mozné rozdélit do podmnozin tak, ze zadné dva prvky dvou riiznych podmnozin nejsou spo-
jeny hranou. Jinymi slovy, uzlovy graf je znazornén na dvé disjunktni ¢asti. To znamena,
ze kazda relace ekvivalence definovana v mnoziné A indukuje tzv. rozklad mnoziny A.

Necht A je libovolna neprazdnéd mnozina. Systém S neprazdnych podmnozin mnoziny
A se nazyva rozklad mnoziny A, jestlize je S systém disjunktnich mnozin, kterych
sjednoceni tvoif mnozinu A. Mnoziny ze systému S nazyvame tridy rozkladu S.

Priklad 3.17. Budeme vychéazet z predchoziho piikladu. Na obrazku 3.16 je znazornény
uzlovy graf binarni relace R = {[1,1],[1,4],[2,2],[2,3],[3,2],[3,3], [4, 1], [4,4]}, ktera je
relaci ekvivalence v mnozing A = {1, 2, 3,4}. Z grafu muzeme vidét, Ze tato relace indukuje
rozklad mnoziny A na dvé t¥idy {1,4} a {2,3}. Mnoziny {1,4} a {2,3} jsou podmnoziny
mnoziny A, jsou disjunktni a jejich sjednocenim dostavame mnozinu A. Tedy systém S =
{{1,4},{2,3}} je rozklad mnoziny A. Je to rozklad indukovany relaci ekvivalence R.

Uloha 3.6. Necht R = {[1,1],[2,2],[2,3],[3,2],[3, 3], [4, 4], [4,5], [5,4], 5, 5]} je relaci ekvi-
valence v mnoziné A = {1,2,3,4}. Najdéte rozklad mnoziny A indukovany binarni relaci

R.
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Reseni: Hledany rozklad mnoZiny A je systém S = {{1},{2,3}, {4,5}}.

Dtive, nez budeme definovat relaci uspotradani, je potiebné si pripomenout, Ze pfi
ur¢ovani mnozin na pofadi prvka nezaleZi, coz znamend, Ze mnozina A = {z,y,z} a
mnozina A = {y, z, z} jsou stejné. Ale taky mnoziny C' = {1,2,3,4,5} a D = {5,4,3,2,1}
jsou stejné.

Uvedeme si dvé situace. Prvni: na hodiné télesné vychovy ucitel zada zakim, aby
se sefadili podle velikosti od nejmensiho po nejvyssiho. To znamena, ze zaci tvoii jakousi
uspoiadanou mnozinu. Druha: zaci méli naplanovanou navstévu koncertu v novém divadle.
Ucitelka informovala zaky, aby do divadla vstupovali podle abecedy a to samé, aby platilo
pro usazovani do sedadel. V obou uvedenych piikladech jsme kazdou z mnozin (zaki)
usporadali podle urcitého ,pravidla“.

Kazdé usporadani je dano binarni relaci, ktera ma urcité vlastnosti, tedy definujeme
dalsi dulezity typ binarnich relaci - relaci usporadani. Diive, nez budeme definovat relaci
usporadani, definujeme dalsi vlastnosti binarnich relaci.

Necht R je binarni relace v mnoziné A. Rikéme, ze binarni relace R je souvisla (resp.
trichotomicka), jestli pro kazdé x, y € A takové, ze = # y, plati [z,y] € RV [y, z] € R.

Piiklad 3.18. V mnoziné A = {1,2,3,4} je definovana binarni relace R = {[1, 2], [1,4],
12,3], [3,1],[3,4],[4,2]}. Binarni relace R je souvisla, protoze plati vyse uvedena definice
dané vlastnosti. Pro kazdé z, y € A takoveé, ze x # y, plati [z,y] € RV [y, z] € R. Uzlovy
graf binérni relace R je na obrazku 3.17.

1l e~———0 3

20— 0 4

Obr. 3.17: Uzlovy graf souvislé relace R z piikladu 3.18

Je zfejmé, Ze v uzlovém grafu souvislé binarni relace jsou vzdycky kazdé dva uzly
spojené jednosmérné orientovanou Sipkou.

Binarni relaci R definovanou v mnoziné A nazyvame ¢aste¢nym uspoiradanim mno-
ziny A, jestlize plati, Ze relace R je antisymetrickd a tranzitivni. Binarni relaci R de-
finovanou v mnoziné A nazyvame aplnym usporadanim mnozZiny A, jestlize plati,
ze relace R je antisymetricka, tranzitivni a souvisla.

Priklad 3.19. Jsou dané dvé binarni relace, definované v mnoziné ptirozenych ¢isel: R =
{lr,y] e Nx N;z <y} aS={[z,y] € NxN;z|ly}. Rozhodnéte, zda uvedené relace jsou
¢asteénym, nebo uplnym usporadanim mnoziny A.
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ReSeni: o Nejdifv ovéiime pro obé relace souvislost. Pro kazdé dva prvky mnoziny
prirozenych ¢isel z, y, pricemz x # y, plati * < y nebo z > y. Tedy pro uspofadané
dvojice [z, y] nebo [y, z| pro kazdé x, y € N, z # y, plati, Ze patii relaci R. To znamen4,
ze binarni relace R je souvisld. Naproti tomu binarni relace S souvisla neni, protoze pro
vSechny prirozena Cisla x, y, kde x # y, neplati pravidlo, ze ,x déli y“ nebo .y déli z*.
Staci polozit x = 2 a y = 3. Plati, ze x # y, ale ,x nedéli y“ a ani ,;y nedéli z*, tedy do
relace S nepatii usporadané dvojice [2, 3] ani [3, 2].

e Dalsi vlastnosti maji binarni relace R, S spole¢né. Lehce se mizeme presvédcit, ze jsou
tranzitivni a antisymetrické. Ukazme, Ze jsou tranzitivni. Pro vSechna z, y, z € N plati:
jestli x < y, a zaroven y < z, pak plati, ze * < z pak pro vSechna x, y, z € N plati
([x,y] € RA[y,z] € R) = [z,z] € R. Naptiklad pro pfirozena ¢isla 2, 3, 4 plati 2 < 3 a
zaroven 3 < 4, pak plati, ze 2 < 4, nebo ([2,3] € RA [3,4] € R) — [2,4] € R. Binarni
relace R je tranzitivni. Totéz plati pro relaci ,,déli“. Jestli pro x, y, z € N plati, ze x déli
y a zaroven y déli z, potom z déli z. Napiiklad pro prirozena ¢isla 2, 4, 8 plati, ze 2|4 a
4]8, potom 2|8, tedy ([2,4] € SA[4,8] € §) = [2,8] € S. Binarni relace S je tranzitivni.
e Ukazme, ze binarni relace R, S jsou antisymetrické. Pro kazdé z, y € N takové, ze x # v,
plati, Ze jestli x < y, pak y nemuze byt mensi jako x. Tedy pro kazdé z, y € N takové, ze
x # y, plati [x,y] € R = [y,z] € R. To znamen4, Ze binarni relace R je antisymetricka.
Pro kazdé z, y € N takové, ze x # y, plati, Ze jestli x déli y, pak y nedéli x, tedy pro kazdé
z, y € N takové, ze x # y, plati [z,y] € S = [y, z] € S. To znamen4, Ze i binarni relace S
je antisymetricka.

e Zavér: Binarni relace R je souvisla, antisymetricka a tranzitivni, tedy binarni relace R
predstavuje uplné usporadani mnoziny N. Binarni relace S je antisymetricka a tranzitivni,
tedy binarni relace S je tzv. ¢astecné usporadani mnoziny N.

Poznamka 3.6. Jestli je binarni relace R je relaci usporadani v mnoziné A, potom misto
zépisu [z,y] € R, budeme vyuzivat zapis x < y. Uvedeny zéapis budeme ¢ist jako ,x je

pred y“.

Definici ¢astecného i uplného usporadani pak mizeme zapsat i nasledujicim zptsobem.

Binéarni relace R definovana v mnoziné A je ¢aste¢né usporadani mnoziny A, jestlize
pro z, y, z € A plati:

1. jelliz#yax <y ([r,y] € R), pak plati, ze y neni pied z ([y,z] € R);

2. jellix <y ([z,y] € R) azaroven y < z ([y, 2] € R), pak z < z ([z, 2] € R).
Navic, jestlize pro kazdé x, y € A takové, ze x # y, plati:

3. © <y, nebo y < x, pak binarni relace R je plné usporadani mnoziny A.

Poznamka 3.7. Jestli je binarni relace R Castecné nebo tplné usporadani mnoziny A,
fikdme, zZe mnozina A je ¢astetné nebo tuplné uspofadanou relaci R. V tomhle piipadé
budeme pouzivat také zapis (A, R) resp. (A, <). Aby byla uréena uspofadani mnozina,
musi byt uréend kromé samotné mnoziny i prislusnéd relace, ktera je jeji usporadanim.
Jestli pouzijeme termin ,usporddana mnozina‘“, myslime tim mnozinu, kteréd je ¢astecné
nebo uplné usporadand. Dveé usporddané mnoziny se pritom rovnaji pravé tehdy, kdyz
obsahuji tytéz prvky a maji totéz uspotradani.
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Usporadani ¢iselné mnoziny podle velikosti ¢isel je tzv. prirozené usporadani. Misto
symbolu < pak uzivame znak <. Pfirozené usporadani je ziejmeé tiplné usporadani. Definici
castecného a uplného usporadani budeme ilustrovat na nasledujicich prikladech.

Priklad 3.20. Necht mnozina A = {1,2,3,4} je usporadana pfirozenym uspofadanim.
Usporadani mnoziny A je binarni relace R = {[1, 2], [1, 3], [1, 4], [2, 3], [2,4], [3,4]}. Je mozné
pouzivat také nasledujici zapis: 1 < 2 < 3 < 4.

Necht (A, <) je uspordadana mnozina. Prvek a € A se nazyva prvni prvek mnoziny
A, jestlize pro kazdy prvek x € A, x # a, plati a < x. Analogicky, prvek b € A se nazyva
posledni prvek mnoziny A, jestlize pro kazdy prvek x € A, x # b, plati z < b.

D4 se dokéazat, ze kazda uspofadand mnozina ma nejvyse jeden prvni a nejvysSe jeden
posledni prvek. Kazda konetnéd mnozina méa prvni a posledni prvek.

Piiklad 3.21. Ciselné mnoziny N, Z, Q, R jsou usporadané prirozenym uspoiadanim.
Vime, ze prvni prvek je nejmensi ¢islo dané mnoziny a posledni prvek je nejvétsi ¢islo
uvazované mnoziny. Mnozina N mé prvni prvek a je nim ¢islo 1. Posledni prvek mnozina
N nema. Mnoziny Z, @, R nemaji ani prvni, ani posledni prvek.

Pro usporadané mnoziny plati nasledujici vlastnosti:

e Je-li binarni relace R relaci tiplného (resp. ¢aste¢ného usporadani) mnoziny A, potom
i inverzni relace R™! je relaci tplného (resp. éastetného usporadani) mnoZiny A.

e Je-li a prvni prvek v uplné usporddané mnoziné (A, R), potom a je posledni prvek
v iplné uspoiddané mnoziné (A, R71). Je-li b poslednim prvkem v tplné usporadané
mnoziné (A, R), potom b je prvnim prvkem v Gplné usporadané mnoziné (A, R71).

Dobfte usporadanou mnozinu definujeme nésledovné:

Usporadanou mnozinu nazyvame dobie usporddanou, jestlize kazda jeji neprazdné
podmnozina mé prvni prvek.

Poznamka 3.8. Z definice dobfe usporadané mnoziny vyplyvé, ze kazda neprazdné dobte
usporadand mnozina ma prvni prvek. MnozZina pfirozenych ¢isel N, ktera je usporddana
prirozenym usporadanim, je dobfe usporfadana mnozina.

3.4 Zobrazeni

Zobrazeni jako jeden z dulezitych pojmi soucasné matematiky je dalsim — specidlnim
typem binarni relace. Zobrazeni budeme definovat néasledovné.

Necht A, B jsou mnoziny. Binarni relace f C A x B se nazyva zobrazeni mnoziny A
do mnoziny B, jestlize ke kazdému prvku x € A existuje pravé jedno y € B takové,

ze [z,y] € f.
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7 definice vyplyva, Ze zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je mozné obecné chépat jako
jisty predpis, ktery kazdému prvku z mnoziny A pritadi pravé jeden prvek z mnoziny B.

Jestlize je f zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, budeme pouzivat zapis f : A — B a
misto zépisu [x,y] € f budeme pouzivat zapis f(z) = y.

Jestlize f(x) = y, potom prvek z se nazyva vzor prvku y a prvek y se nazyva obraz
prvku z. Mnozina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni f : A — B. Mnozina vSech
obrazti prvki mnoziny A, tedy mnozina {y € B;3x € A : f(x) = y}, se nazyva obor
hodnot zobrazeni f: A — B. Jestlize f : A — A, hovorime o zobrazeni v mnoziné A.

Piiklad 3.22. Jsou dany mnoziny A = {u,v,w} a B = {1,2}, déle jsou dany binarni re-
lace f = {[u, 1], [v, 1], [w, 2]} a g = {[u, 1], [u, 2], [v, 1], [w, 2]}, ob& z mnoZiny A do mnoZiny
B. Znéazornéte uzlové grafy uvedenych binarnich relaci.

Reseni:
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Obr. 3.18: Uzlové grafy binarnich relaci f a g z prikladu 3.22

Vidime, Ze v bindrni relaci f existuje ke kazdému prvku mnoziny A pravé jeden prvek z
mnoziny B takovy, ze [z, y] € f. To znamen4, Ze binarni relace f C A x B je zobrazenim
mnoziny A do mnoziny B. Naproti tomu binarni relace ¢ C A x B neni zobrazenim
mnoziny A do mnoziny B, protoze prvku u € A jsou pfifazeny dva prvky z mnoziny B,
tedy [u, 1] € g a zaroven [u,2] € g.

Priklad 3.23. Ukazeme si ruzné zpusoby zadani zobrazeni. Uvazujme mnoziny A =
{e,f,9,h} a B = {a,b,c,d} a zobrazeni f; : A — B definované néasledujicim ptedpi-
sem: fi(e) = b, fi(f) = a, fi(g) = ¢, fi(h) = b. Pomoci uz znamé symboliky mnozino-
vého zapisu, zauzivané pri zapisu binarnich relaci, muzeme zadané zobrazeni zapsat jako
fi=Ale,bl,[f,al,lg,cl, [h,b]}. Uzlovy graf zobrazeni f; je zndzornén na obrazku 3.18.
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Obr. 3.19: Uzlovy graf zobrazeni f; z piikladu 3.23

Uvazujme déale zobrazeni f; : N — N definované v mnoziné ptirozenych ¢isel N nasledujicim
predpisem fo(z) = 241 pro kazdé x € N. Potom muiZzeme uvést zapis zobrazeni v obecném
tvaru jako fo = {[n,n + 1];n € N}.

Uloha 3.7. Zjistéte a odiivodnéte, jestli nasledujici binarni relace jsou zobrazenimi v mno-
ziné prirozenych cisel:
a) f={lz,y e NxN;y=uz—1},
b) g ={[z,y] € NxN;y =3z — 5},
c) h={[z,y] € Nx N;y =3z}
Re3eni: a) Bindrni relace f neni zobrazeni v mnoziné N, protoze prvek 1 € N nemd v mnoziné N svij obraz. b) Bindrni

relace g nent zobrazeni v mnoziné N, protoZe ne viechny prvky mnoziny N maji svij obraz také v mnoZiné piirozenych d&isel

N. Napt. prvek 1 € N nemd v mnoZiné N svidj obraz. ¢) Bindrni relace h je zobrazeni v mnoZiné N.

Poznamka 3.9. Dvé zobrazeni f : A — B a g : C — D se rovnaji (zapisujeme f = g),
jestlize plati: A= C A f(x) = g(z),Vx € A.

Dalsi vlastnost, kterou muzeme u zobrazeni definovat, je bijektivnost. Diiv nez definu-
jeme, co je bijektivni zobrazeni, uvedeme nésledujici vlastnosti zobrazeni.

Zobrazeni f : A — B se nazyva:
a) injektivni, jestlize pro kazdé 1, x5 € A plati: 1 # xo = f(x1) # f(22). Jinymi
slovy, kazdy obraz z mnoziny B mé pii zobrazeni f nejvysSe jeden vzor v A.
b) surjektivni, jestlize ke kazdému y € B existuje x € A takové, Ze f(z) = y neboli
kazdy obraz z mnoziny B mé& pii zobrazeni f alespon jeden vzor v A.

Priklad 3.24. Zobrazeni f = {[u,1],[v, 1], [w,2]}, kde f : A — B z piikladu 3.22, neni
injektivni, protoZe dva rizné prvky mnoziny A (prvky u, v € A) maji ten samy obraz,
prvek 1 € B. Toto zobrazeni je ale surjektivni, protoze kazdy prvek mnoziny B ma alespon
jeden vzor v mnoziné A.

Bijektivni zobrazeni je definovino nasledovné.
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Zobrazeni f : A — B se nazyva bijektivni, jestlize je injektivni a zaroven surjektivni,
tj. pro kazdé 1, xo € A plati x1 # x5 = f(21) # f(x2), a zaroven ke kazdému y € B
existuje x € A takové, ze f(z) = y. Jinak feceno kazdy obraz z mnoziny B ma pii
zobrazeni f pravé jeden vzor v A.

Piiklad 3.25. Necht jsou dané mnoziny A = {e, f,g9,h} a B = {a,b,¢,d}, a f3: A— B
je zobrazeni definované predpisem f3(e) = b, f3(f) = a, f3(g9) = ¢, f3(h) = d. Zadané
zobrazeni fs je graficky znazornéno nize na obrazku 3.19. Zobrazeni f3 : A — B, f3 =
{le,b], [f,al, g, ]|, [h,d]} je bijektivni zobrazeni, protoZze kazdy obraz z mnoziny B méa pii
zobrazeni f3 pravé jeden vzor v A.
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Obr. 3.20: Uzlovy graf zobrazeni f3 z piikladu 3.25

Misto nazvu injektivni zobrazeni se ¢asto pouzivi i nézev prosté zobrazeni. Jestli
f A — B jesurjektivni, fikdme, Ze f je zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Pfedchézejici
definici vlastnosti zobrazeni je mozné pak slovné zformulovat nasledovné: Zobrazeni f :
A — Bje
a) injektivni, jestli ke kazdym dvéma riznym vzoram nélezi dva rizné obrazy;
b) surjektivni, jestli kazdy prvek mnoziny B ma alespon jeden vzor v mnoziné A.

Priklad 3.26. Uvazujme zobrazeni z pfedchézejictho piikladu a ulohy. Zobrazeni fo : N —
N z prikladu 3.23 je injektivni, protoze pro kazdé xy, vo € N plati xy # x9 = x1+1 # xo+1.
Zobrazeni fy neni surjektivni, protoze prvek 1 € N neméa vzor v mnoziné N. Zobrazeni h
z ulohy 3.7 je injektivni zobrazeni. Pro kazdé xq, zo € N plati x1 # zo = 311 # 3xs.
Zobrazeni h neni surjektivni, protoze napiiklad prvek 2 € N nema vzor v mnoziné N.
Neexistuje prirozené ¢islo x takové, ze 3z = 2.

Priklad 3.27. Necht zobrazen{ f : R — R je definované predpisem f(x) = 22 pro kazdé
x € R. Zobrazeni f neni injektivni, protoze existuji dvé riizna realna ¢isla xy, xo, ktera maji

ten samy obraz. Staci polozit 1 = 1 a xo = —1. Pak x1 # x5 a zéroven f(x1) = f(z2) = 1.
Zobrazeni f neni surjektivni, protoze vyrok ,Ke kazdému y € R existuje x € R takové, ze
r? = 9.“ nenf pravdivy. Staci polozit y = —1.

Uloha 3.8. Jsou zadané mnoziny A = {a,b,c} a B = {0, 1,2}. Dale jsou dané binarni re-
lace f = {[a, 0], [, 1], [c,2]} a g={[a, 1], [b, 1], [¢, 0] } z mnoziny A do mnoziny B. Znazornéte
uzlové grafy binarnich relaci f a g.
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Reseni: Viz obrdzek 3.21.
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Obr. 3.21: Uzlové grafy binarnich relaci f a g z ulohy 3.8

Obé binarni relace jsou zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pfi¢emz zobrazeni f je
injektivni a zaroven surjektivni, a tedy je bijektivni. Av8ak zobrazeni g neni injektivni ani
surjektivni, a tedy neni bijektivni. Jsou-li f a g binarni relace, je mozno k nim vytvorit
inverzni relace. Jsou to nasledujici binarni relace: f~' = {[0,a],[1,0],[2,c]} a ¢! =
{[1,a],[1,0], [0, c]}. Z definice zobrazeni vyplyva, Ze inverzni relace f~! C Bx A je zobrazeni
mnoZiny B do mnoZiny A. Na druhou stranu relace g~! C B x A nenf zobrazenim (k prvku
1 € B jsou pfifazené dva riizné prvky mnoziny A). Zobrazeni f~! je také bijektivni.

Vzhledem k tomu, ze kazdé zobrazeni je binérni relace, mizeme zobrazeni také skladat.
To znamené, Ze mizeme vytvaret tzv. slozené zobrazeni (kompozice zobrazeni).

Necht f : A — B ag: B — C jsou dvé zobrazeni. Pak zobrazeni go f : A — C
definované vztahem (go f)(z) = g(f(x)) pro kazdé x € A se nazyva slozené zobrazeni
ze zobrazeni f a g.

Poznamka 3.10. Pii slozeném zobrazeni g o f nejdiiv aplikujeme zobrazeni f a potom
zobrazeni g. Z definice sloZzeného zobrazeni vyplyva, ze slozené zobrazeni ze zobrazeni f a g
je mozné definovat jenom tehdy, kdyz obor hodnot zobrazeni f je podmnozinou defini¢niho
oboru zobrazeni g.

Priklad 3.28. Necht jsou dany mnoziny A = {k,l,m}, B = {2,4}, C = {x,y} arelace f a
g, kde f ={[k,2],[l,2],[m,4]} je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B a g = {[2, z, [4,y]} je
zobrazenim mnoziny B do mnoziny C'. Najdéme slozené zobrazeni go f. Pro lepsi nazornost
sestrojme uzlové grafy danych zobrazeni (obréazek 3.22).

Reseni:
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Obr. 3.22: Uzlové grafy zobrazeni f a g z ptikladu 3.28

Slozené zobrazeni go f je zobrazenim mnoziny A do mnoziny C. Podle definice dostavame:
o (90 f)(k)=g(f(k)) =9(2) ==;
o (90N)() =g(f(D)) =9(2) = =;
o (9o f)(m)=g(f(m))=g(4)=y.

Uzlovy graf slozeného zobrazeni g o f je na obrazku 3.23.

Obr. 3.23: Uzlovy graf sloZzeného zobrazeni g o f z piikladu 3.28

Priklad 3.29. V mnoziné N jsou definovany zobrazeni f a g, které maji predpis f(z) = 2z
pro kazdé x € N a g(z) = 2+ 1 pro kazdé = € N. Najdéme slozené zobrazeni go f a fog.

Reseni: Nechf z € N. Pak
e (90 f)(x) =g(f(z)) =g(2z)=22+1;
o (fog)(x)=fl9(z)) = flz+1)=2x+2.

Poznamka 3.11. 7Z predchézejiciho prikladu vyplyva, Ze pro sklddani zobrazeni neplati
komutativni zékon, tj. existuji takové zobrazeni f a g, ze go f # fog.

Pro slozené zobrazeni plati nasledujici vlastnosti. Necht f: A — B a g: B — C jsou
zobrazeni.

a) Jsou-li f a g injektivni, pak i slozené zobrazeni g o f je injektivni.

b) Jsou-li f a g surjektivni, pak i slozené zobrazeni g o f je surjektivni.

c¢) Jsou-li f a g bijektivni, pak i slozené zobrazeni g o f je bijektivni.
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3.5 Funkce

N

kladni skoly.

Zobrazeni f : A — R, kde A je podmnozinou mnoziny realnych ¢isel, se nazyva funkce.

Poznamka 3.12. Je-li f : A — R funkce, pak mnozina A se nazyva defini¢ni obor
funkce f a oznacuje se D(f). Obor hodnot funkce f : A — R je mnozina {y € R; 3z €
A : f(z) = y}. Obor hodnot funkce se obvykle oznacuje symbolem H(f). Grafem funkce
f : A — R nazyvame mnozinu vsech bodu [z,y], kde z € A a y = f(x), tj. mnoZinu:

G(f) ={lz,yliz € Ay = f(x)}.

Piiklad 3.30. Sestrojme grafy nasledujicich funkei: f : R — R, f(z) = 22 pro kazdé
r€R, g:R— R, g(z) = 3x pro kazdé = € R.

Reseni:

x

2 -1 1 2

Obr. 3.24: Graf funkce f: R — R, f(z) = 22 pro kazdé z € R

Defini¢nim oborem funkce f je mnozina vSech realnych ¢&isel a jejim oborem hodnot je
mnozina v8ech nezapornych realnych ¢isel. Funkce f neni injektivni, protoze existuji dvé
rizné realna ¢isla xy, xo, kterd maji ten samy obraz. Staci polozit z1 = 1 a x5 = —1.
Potom xy # o a f(z1) = 12 = 1, f(z2) = (=1)? = 1, a tedy f(z1) = f(z2). Funkece f
neni surjektivni, protoze H(f) # R. Ne ke kazdému reélnému ¢islu y existuje realné ¢islo
r takové, Ze y = 2%. Za y staci vzit naptiklad ¢islo —1.

Defini¢nim oborem funkce g (Obr. 3.25) je mnoZina vSech realnych ¢isel. Funkce g je
injektivni, protoze pro libovolna reélna ¢isla zq, xo plati, je-li x; # x5, potom 3x; # 3xs.
Funkce ¢ je surjektivni, protoze jejim oborem hodnot je mnozina vSech redlnych cisel. Ke
kazdému realnému ¢islu y totiz existuje realné ¢islo x takové, ze y = 3x. Staci polozit
r=1y/3.
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3.6

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Obr. 3.25: Graf funkce g : R — R, g(z) = 3z pro kazdé = € R

Cviceni
Vytvoite nasledujici kartézské sou¢iny: M x L, Lx L a K x M, je-li K = {4,5,8,11},
L={0,3,7} a M ={1,2,6,9,10}.

Jsou dané mnoziny A = {w,z,y, z} a B = {a, b, c}. Kartézskym grafem znazornéte
kartézsky soucin B x A a kartézsky sou¢in B x B.

Dokazte platnost distributivnich zakonu, pokud jsou dany mnoziny: A = {z € N :
r<b},B={reN:x<10A3lz}aC={reN:3<z<13Axjesudé}.
a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C),
b) (ANB)xC=(AxC)N(BxC),
c) ( A—B)xC=(AxC)—(Bx(C).
Urcete relaci na daném kartézském soucinu:
a) RC Ax A; A={0,1,2,3,4}; R={[z,y| € Ax A:x+y=14},
b) PCLxM;L={0,1,3,5}, M ={2,4,6}; P={[z,y e Lx M :z2+1>y};
c) OC KxM; K=1{6,810,12}, M = {2,4,6}; O = {[z,y| € K x M : 2y = z};
d) SCFxF; F={2,3,4,5,6}; S ={[z,y] € F x F: ylz}.

Vypiste prvky relace R, které je znazornéna na grafu na obrazku 3.26.

oD

q @e<«—>@

Obr. 3.26: Uzlovy graf z Cv. 3.5
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3.6. Zakreslete grafy relaci R, P, O a S z pfedchézejictho cviceni 3.4:

a) kartézsky graf pro relace O a S,
b) sachovnicovy graf pro relace P a R,

c¢) uzlovy graf pro relace R, O a S.
3.7. Urcete a odiivodnéte vlastnosti relaci R a S z predchazejiciho cviceni 3.4.

3.8. Z grafii na obrazku 3.27 zjistéte, zda se jedna o relace ekvivalence. Svoje tvrzeni

oduvodnéte.
RCAXxXA TCBxB UccCxcC
(Go— oD e b.\ ke e
(@) de ° °
° ° n
Q) G}

Obr. 3.27: Uzlovy graf z Cv. 3.8

3.9. Urcete a oduvodnéte, jestli jsou zadané relace bijektivnim zobrazenim. Relace za-
kreslete do uzlovych grafu.
a) RCAxB; A={a,b,c,d,e}, B=1{1,3,5,7};
R = {[CL, 5]? [b7 1]7 [d’ 7]7 [67 7]: [C, 3]};
b) ScLxM;L={01,35} M=1{24,6};S=1{[1,2],[0,2],[3,4],[5,2]}.

3.7 Vysledky cviceni

3']" M X L = {[170]7 [173]7 [177 ) [270]7 [273]7 [27 7]7 [670]7 [673]7 [67 7]7 [970]7 [973]7 [977]7
[10,0], [10, 3], [10, 7]}, L x L = {[0,0], [0, 3], [0, 7], (3,01, 3, 3], [3, 7], [7, 0], [7, 3], [7, 7]},
Kx M= {[47 1]7[4’ 2]7[476]7 4’ 9]’[47 10’[571]7[572]a[ 76]7[579a[ a]-O]v
8,1],8,2],[8,6],[8,9],[8,10], [11, 1], [11, 2], [11,6], [11,9], [11, 10]}

3.2. 4

3.3. Distributivni zakony plati.
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3.4. a

3'5' R - {[q7t]7 [q7/r]’ [p7p]7 [pJ T]7 [p7 S]’ [T, Q]7 [T7 S]’ [t7q]7 [t7t]7 [t7 S], [S7t]7 [878]}‘

3.6. a) kartézsky graf

relace S
F“
6
relace O 5
M
y 3
6 4
4 3
2 2
> K > F
KxM 6 8 10 12 FxF 2 3 4 5 6
b) sachovnicovy graf
relace R
A“
4
relace P
M 3
A
6 2
4 1
2 0
> I > A
LxMl 9 1 3 5 AxAl g 1 2 3 4
c¢) uzlovy graf
relace O
6 e
relace S L
relace R @ 8 @
°

D N
3 \

& O

3.7. Relace R je symetricka a relace S je reflexivni.
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3.8. Relace R je ekvivalence; relace T' neni ekvivalence, protoze neni reflexivni a symet-
ricka; relace U neni ekvivalence, protoze neni reflexivni, symetrickd ani tranzitivni.
3.9.
Neni bijektivni.
Je surjektivni zobrazeni, neni injektivni. Je zobrazeni, nenf injektivni ani surjektivni ani bijektivni.
a @ 0e

o1 \02
/






4. METODICKE POZNAMKY

Pro spravny rozvoj matematickych kompetenci je pro ucitele dulezité byt obeznadmen
i s matematickym pozadim v prostiedi materské skoly a prvniho stupné zakladni skoly.
Své védomosti vSak nepfedavame jako hotové fakta, zdmérem nenf jen osvojovéani si pojmu.
Urovei abstraktniho mysleni déti mladsiho Skolniho véku je pomérné nizka. V ramci pro-
pedeutiky matematické oblasti vyrokové logiky je hlavnim cilem u déti rozhodovat o prav-
divosti tvrzeni predstavujici vyrok. Uvazovani nad pravdivosti tvrzeni je vdzano na osobni
zkuSenosti, déti uvazuji o pravdivosti tvrzeni na zakladé konkrétni situace. Vychazime
tedy ze znamych situaci, z bézného zivota, ale zachovavidme matematicky obsah. Tvrzeni
muzeme formulovat ve tvaru pozitivnim, nebo negativnim, kdy chceme vyjadrit, Zze néco
tak neni.

Déti predskolntho véku vedeme k porozuméni a pouzivani kvantifikdtort jako jsou:
vSechny, kazdy, nékdo, nikdo atd., pricemz dité by mélo umét rozhodnout také o pravdivosti
vyroki. Po zvladnuti pouzivani jednoduchych vyroki muzeme zacit pracovat i s nékterymi
logickymi spojkami. Také na primarnim stupni zakladni skoly se setkavame s propedeuti-
kou pojmu vyrok, ktery je vSak nahrazen synonymem jako vyjadieni, tvrzeni a podobné.
Ulohy jsou pfitom zaméfeny na rozhodnuti o jejich pravdivosti.

U déti predskolniho véku je nejpiirozenéjsim zpusobem pro rozvoj schopnosti hra.
Cilem je vytvaret ditéti znamé situace, ve kterych méa prilezitost resit matematické pro-
blémy, rozvijet logické mysleni a podporovat tvorivé mysleni. Ucitel mize vést dité k Te-
Seni problému kladenim otazek. Pozdéji, prfechodem do prvniho ro¢niku zakladni skoly, se
pro rozvoj schopnosti ditéte prechazi od hry k zamérnému pusobeni v rdmci vychovné-
vzdélavaciho procesu. Na 1. stupni zakladni skoly se také nevyucuji jednotlivé pojmy
a tematické celky separované, ale navzajem se prolinaji.

Priiklad 4.1. Pro realizaci aktivity ,, Bystré hlavicky® je potfebny vybér souboru objekti,
které budeme rozliSovat na zékladé urcenych charakteristik. V nasem piipadé budeme
mit soubor ,,bystrych hlavicek®, které se odlisuji navzajem dvéma charakteristikami: tva-
rem Cepice (trojuhelnik a ¢tyituhelnik) a stylem, ktery je na ¢epici (puntikovy, pruhovany
a miizkovany).

Budeme pracovat s kartickami, u nichz pouzijeme vSechny kombinace obou tvart ¢epic
k uvedenym styliim (obrazek 4.1).

Nejdiiv vyzveme zaky, aby z karticek vytvorili skupinky na zakladé spole¢ného znaku, tim
zjistime odlisSnosti mezi charakteristikami jednotlivych hlavicek.

Hlavni myslenkou aktivity je vybrat spravnou karticku s hlavickou podle naSich instrukei.
Zpocatku formulujeme instrukce podle dichotomického tridéni, tedy podle jednoho znaku:
tvaru nebo stylu c¢epice. Naptiklad: ,, Vyber hlavicku, kterd nosi cepici ve tvaru trojihel-
niku!“ nebo ,,UkaZ hlavicku, kterd nemd pruhovanou cepici!“

79
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Obr. 4.1: Karticky pro didaktickou aktivitu ,,Bystré hlavicky“

a: éepz'ce md tvar obdélniku.
b: C’epz'ce md tvar trojuhelniku.
c: C’epz'ce je puntikovd.

d: C’epice je pruhovand.

e: C’epice je mrizkovand.

Poté se muzeme soustiedit na tiidéni objekti podle dvou znakii a budeme vytvaret slozené
vyroky pomoci konjunkce, disjunkce a negace. Abychom si to pfevedli i do jednotného
matematického zapisu, urc¢ime si nasledujici tvrzeni:

,, Vyberte hlavicku s ¢epici, ktera ma tvar trojuhelniku a je také puntikova.” b Ac
,, Vyberte hlavicku s ¢epici, kterd ma tvar obdélniku a neni pruhovana. aANd
,, Vyberte hlavicku s ¢epici, ktera ma tvar trojuhelniku nebo je mfizkovana.“ bV e
,, Vyberte hlavicku s ¢epici, kterd nemé tvar obdélniku a neni miizkovana.”  a’ A€’

Je dilezité dat pozor na formulaci pro spravné pochopeni logickych spojek. Pii konjunkci
pouzitim spojky ,a“ zakim intuitivné vyvstane, Ze spravna je jenom jedind moznost,
protoze kdyz pouzijeme formulaci tvaru ,, Vyberte hlavicku s puntikovou cepici trojiuhel-
nikového tvaru., obchédzime danou moznost. Pfi negaci jednoho z elementarnich vyroki
nam vzniké vice spravnych odpovédi, jelikoz ziskavame dopliikovy vybér dalsich odpovédi.
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Podobné jako pfi logické spojce disjunkce ,,nebo“. Déti, pripadné zéci, z vlastni zkuSenosti
védi, ze pouzitim spojky ,,nebo“ vyplyva vice moznosti vybéru. Zvlast pokud upozornime
na to, ze tato spojka nevylucuje moznost splnéni obou znakt soucasné. Pri postupném
vybirani spravnych karticek s hlavickami zjisti, Ze nespravny vybér je jenom v jediném
piipadé, a to kdyz objekt nema ani jeden uvedeny znak.

Nakonec muzeme pouzit i slozené vyroky, jako naptiklad:

,, Vyberte hlavicku s cepici, kterd md tvar obdélniku a zdroven je puntikovd nebo pruho-
L
vand.

bA(cVd)

Nakonec pokyny muzeme upravit i pouzitim kvantifikatoru: ,, Ukazte mi vsechny hlavicky,
na kterych je cepice prouzkovand.” Nebo také zptsobem: ,,Mdme alespon jednu hlavicku,
kterd md na sobé cepici ve tvaru trojuhelniku?*.

Uloha 4.1. Upravte sadu karti¢ek ,Bystrych hlavigek” o jiné znaky, podle kterych maizou
déti, resp. zaci, tiidit nebo vybirat. Uved'te co nejvice znakt a priradte je podle naro¢nosti
umérné k véku a schopnostem déti nebo zaku.

Uloha 4.2. Vytvoite vlastni karticky, které budou obsahovat charakteristické znaky roz-
vijejici matematické predstavy u déti predskolniho véku, resp. karticky vhodné pro hodiny
matematiky u déti mladstho skolntho véku.

Cilem zarazeni prvku vyrokové logiky do ¢innosti déti v predskolnim a mladsim Skolnim
véku tedy jsou:

e spravné rozhodovat o pravdivosti tvrzeni,

e argumentovat o pravdivosti tvrzeni,

e porozumét pravidlam (pfip. je formulovat) s vyuzitim prvkua logiky,

e pouzivat jazyk logiky na propedeutické drovni.

U teorie mnozin se opirame o mnozinu jako souhrn dobfe rozlisitelnych prvki na za-
kladé vybranych vlastnosti. Avsak pojem mnoZina neni pro uroven mateiské skoly primé-

v

feny. Vhodnéjsi je pouzivat oznaceni skupina nebo soubor objekti.

Pokud miizeme o kazdém objektu jednoznac¢né rozhodnout, jestli vlastnost mé, nebo
nemé, hovorime, Zze mnozina je jednozna¢né urcena. Z pohledu matematiky je pozadovéno,
aby si dité uvédomovalo riizné vlastnosti objekti a na zakladé vybranych vlastnosti vytva-
felo jejich skupiny objekti, tedy mnoziny. Propedeutika pojmu mnoziny a jejich prvku je
zavisla na rozhodnuti, zda dany objekt do vytvorené skupiny patii, nebo nepatii. Nasledné
je potfebné pozornost déti koncentrovat na opis spole¢nych nebo rozdilnych vlastnosti, pti-
¢emz je mohou zkoumat pozorovanim nebo hmatem.

Déti vytvareji skupiny dvéma zpusoby, a to vyc¢tem jednotlivych objekti, které splnuji
vybranou vlastnost (vyjmenovani prvki) nebo urcenim spoleéné vlastnosti objekti (cha-
rakteristickou vlastnosti). Vybér je realizovan vymezenim Casti prostoru tiidy, napiiklad
ohradkou, provazkem nebo jinou pomitckou, ktera miize predstavovat Vennovy diagramy.
Vhodné je vyuziti i pracovnich listi.

P1i vytvareni skupin objekti s détmi predskolniho véku také mizeme zaradit pouziti
mnozinovych operaci a relace podmnoziny. Sjednoceni predstavuje jednoduché spojovani
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vicero skupin do jedné. Priinik je mozné realizovat hledanim spole¢nych vlastnosti objektt
ve dvou rozdilnych souborech. Po vytvoreni skupiny na zakladé vybrané vlastnosti mii-
zeme dale pracovat s dalsimi vlastnostmi a vytvaret podskupiny. Vlastnosti, se kterymi
pracujeme, jsou barva, velikost, tvar, material apod. Vytvafeni podskupin se odviji od
propedeutiky rozkladu mnoziny na podmnoziny.

éinnost, pri které postupné doplhujeme objekty do podskupiny na zakladé vybrané
vlastnosti nebo vytvorenou skupinu na zékladé vybrané vlastnosti rozdélujeme na vicero
mensich podskupin, oznacujeme jako tiidéni. Vzhledem na povahu zadané aktivity muze
ucitelka navrhnout zpusob tiidéni, ale také muze vybér zptsobu tiidéni ponechat na roz-
hodnuti déti.

Piiklad 4.2. Skupinu knoflikii na obrazku 4.2 mizeme tiidit podle riznych vlastnosti:
velikost, barva a pocet direk. Nésledujte pokyny v jednotlivych krocich:
e Vytvorte skupiny knofliki podle barvy. Vzniknou ¢tyii skupiny knoflikti: modra,
cervena, zelend a zluta — tiidéni na zakladé vybrané vlastnosti.
e Spojte skupinu modrych a ¢ervenych knoflikii — sjednoceni mnozin.
e 7 dané skupiny vyberte velké knofliky — prinik mnozin modrych a ¢ervenych knof-
lik.
e Nakonec vyberte a ukazte knofliky, které maji dvé dirky — rozklad mnoziny podmno-
Ziny.
Které knofliky jste vybrali?

Obr. 4.2: Obrazek pro tiidéni do podskupin pro priklad 4.2

Uloha 4.3. Navrhnéte vlastni skupinu objekti, u které muzeme rozlisovat alespoii pét
vlastnosti.

Je dilezité dbéat na tiroven naroc¢nosti vhodnou pro déti predskolniho véku. U mladsich
déti za¢iname s jednou vlastnosti, kdy je cilem urcit, jestli ur¢ity objekt danou vlastnost
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mé, nebo nemé. Postupné prechazime na t¥idéni podle urcéenych dvou vlastnosti, nésledné
t¥idéni bez urceni vlastnosti, kdy si déti stanovi sami, podle ¢eho skupinu objektd budou
tridit. Tézsi obtiznost se potom odviji od vicera vlastnosti, podle kterych je mozné objekty
tridit. Déti predskolniho véku umi urcit a t¥idit objekty kromé kvalitativnich vlastnosti
také podle poctu.

Pravé prostrednictvim teorie mnozin vytvarime u déti prvotni predstavy o poctu. Po-
chopeni ¢isla u déti predskolniho a mladstho skolniho véku je naroénym a dlouhodobéjsi
proces a vychézi z kardinality mnozin. Pocet prvki jisté mnoziny reprezentuje konkrétni
pocet vyjadieny ¢islici.

Cilem zafazeni elementi teorie mnozin do ¢innosti déti v predskolnim a mladsim skol-
nim véku je:
rozlisit, hledat a pojmenovat vlastnosti objektu (prvku),
vytvorit skupinu objekti (prvki) na zakladé kvalitativnich vlastnosti,
vyjmenovat objekty (prvky), které do dané skupiny patii,
uzivat operace s mnozinami na propedeutické drovni,
urcit pocet objekti ve skupiné.

Jiz. déti v predskolnim véku maji z kazdodenni ¢innosti urcité zkusenosti, na zakladé
kterych rozlisuji a porovnavaji objekty a umi jim prisuzovat rizné vztahy. Intuitivné umi
rozliSovat konkrétni prfedméty nebo lidi ve svém okoli, napiiklad rozlisit sourozence od
kamaradu. Z pohledu matematiky pracuji s ¢astecnymi relacemi. Hledaji souvislosti mezi
dvéma objekty a vytvari nékolik usporadanych dvojic na zékladé prirazovani.

Pro aktivity zamérené na prifazovani je potiebné pouzit objekty z realného prostiedi,
které jsou détem znamé. Objekty maji mit mezi sebou logickou souvislost a kritérium
pritazeni jsou déti schopné zdivodnit a vysvétlit. Béznym piikladem pro prifazovani jsou
napiiklad pohadkové postavy, roéni obdobi. Kritériem pro pfifazovani mohou byt i kva-
litativni vlastnosti. K objektim muze byt prifazena jejich barva, vhodna velikost, tvar
a dalsi.

Aktivity mohou byt realizovany formou manipula¢ni ¢innosti, ale také vyuzitim pra-
covnich list.

Piiklad 4.3. Kazdému ovoci z obrazku 4.3 pfitadime jeho barvu. Z pohledu matematiky
budeme vybirat podmnozinu ze vSech uspofadanych dvojic kartézského souc¢inu OVOCE
x BARVA.

o e M A N

: 4
X, B AT /N &M e

Obr. 4.3: Obrazek pro pfifazovani z piikladu 4.3
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Hledana relace bude potom obsahovat usporadané dvojice jako na obrazku 4.4:

[ o, 1 [, 1 [ ,@]
[7.@1 [7 ,.@ [ 4 .@]

Obr. 4.4: Resenf pitkladu 4.3

Pro mladsi déti by velikost obou mnozin méla byt stejna. Prace s mnozinami, které
maji rizny pocet prvka v tomto piipadé podporuje vnimavost, ze nékteré objekty maji
spolecné vlastnosti. V dalsim prikladé si ukazeme, jak vytvarenim usporadanych dvojic
mizeme polozit zéklady pro porovnavani skupin objekt s ohledem na jejich pocet.

Piiklad 4.4. Ze t¥idy nebo pomoci panacki vybereme nékolik chlapcii a nékolik dévcat.
Budeme vytvaret dvojice v poradi kluk — divka. Mohou nastat tii situace:
1. V prvnim piipadé je pocet chlapci a divek stejny, protoze pii vytvareni dvojic nikdo
nezistane sam (rovnost),
2. P1i vytvareni dvojic ztustane nékolik dévcéat bez dvojice, coz znamena, Ze chlapci je
méné nez dévéat (mensi jako),
3. Pii vytvareni dvojic uz nezbude dévce pro vytvoreni dalsi dvojice a nékolik chlapci
zustane bez dvojice. To znamené, ze dévcat je vice nez chlapcu (vétsi jako).

Porovnéavani po¢tu dvou, pripadné vicero skupin, probiha nejdfiv odhadem. V takovém
pripadé musi byt pocet objekti v oboru ¢isel pro déti znamy a ve skupinach vyrazné
odlisny. Vytvareni dvojic pritazovanim je dalsim krokem k porovnani mnozstvi. Zde se uz
pocet pfedmétt nemusi vyrazné lisit. Je potfebné dbat na spravnou formulaci vysledku.
Déti v mladsim skolnim véku umi uréit pocet predmétu ve skupinach a tyto skupiny
porovnat urc¢enim poc¢tu. Také u déti v mladsim skolnim véku je mozné porovnévat uréenim
poctu v ¢iselném oboru, ktery je pro déti znamy.

Usporadani je ¢innost, pii které dité také vnima objekty a snadnéji se uéi rozpoznat
jejich vlastnosti a vztahy mezi nimi. Nemuzeme si vSak plést usporadani jako ¢innost
pro rozvoj logického a matematického mysleni a uspofadéni véci v mistnosti. Aktivity
pro rozvoj dané ¢innosti jsou zameétrené pravé na vytvareni usporadanych n-tic v kontextu
situace pro déti znamé. Vyuzivané jsou zejména ¢asové posloupnosti a déjové linie pohadek
nebo situace z realného zivota.
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Priklad 4.5. Usporadejte karticky do spravného poradi (Obr. 4.5).

Obr. 4.5: Karticky pro priklad 4.5

Uloha 4.4. Ur¢ité znate hru Pexeso. Na stejném principu je mozné hrat hru Pezetrio,
kde se ale otaci misto dvou karticek karticky t¥i. Navrhnéte vlastni Pexetrio, aby to bylo
zajimavéjsi, na kartickdch nebudou stejné obrazky, ale obrazky na sebe navazujici v néjaké
¢asové linii.

Pro primarni stupen zakladni skoly se setkdvame s prostym zobrazenim do mmnoziny
A do mnoziny B. Zaci pracuji s riznymi tabulkami, kde pomoci operatort uréuji obraz
daného vzoru (¢isla), ale také naopak, znamému obrazu hledaji vzor.

Také si muzeme uvést priklad prostého zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Napii-
klad pii konstrukci ¢iselné osy. Ciseln4 osa v oboru prirozenych ¢isel do 10 je v tomto
piipadé prostym zobrazenim mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} do polopiimky O_X, kde
O predstavuje zacatek ¢iselné osy a zaroven je obrazem ¢isla 0 a X je obrazem cisla 1.

Cilem zafazeni elementt relaci do ¢innosti déti v predskolnim a mladsim Skolnim véku,
ve vyznamu hledani vztahti mezi objekty, je:

e porovnavat objekty podle dané vlastnosti nebo podle poctu,

e piifazovat k sobé& objekty na zakladé tridéni a porovnévani,

e usporadat objekty v skupiné na zakladé urcité vlastnosti nebo pravidla.
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