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ABSTRAKT

Bakalaiska prace je zaméfena na zpracovani piiru¢ky obsahujici ukazky feSeni vybranych
nejzakladnéjSich matematickych uloh tykajicich se diferencidlniho a integralniho poctu
funkci jedné proménné v programu Wolfram Mathematica. Teoreticka cast obsahuje popis
tohoto programu a matematické definice i popis jednotlivych matematickych problému.
Prakticka Cast obsahuje ukdzky kodu a vystupu z programu Mathematica, které vedou

ke grafickému zobrazeni a feSeni vybranych piikladl, véetné animaci.

Klicova slova: Wolfram Mathematica, diferencialni pocet, integralni pocet, animace.

ABSTRACT

The bachelor work is focused on creating a manual containing examples of solving
selected basic mathematical problems, which is concerned to differential and integral
calculus of one variable functions in Wolfram Mathematica environment. The theoretical
part includes a description of this environment and the mathematical definitions and
description of mathematical problems. The practical part includes samples of code and
output of Mathematica, which lead to graphical display and resolution of selected

examples including animations.

Keywords: Wolfram Mathematica, differential calculus, integral calculus, animations.
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Timto dékuji vedoucimu bakalafské prace panu RNDr. Miloslavu Fialkovi, CSc. za jeho

Cas, ptipominky a odborné vedeni v prubéhu vypracovavani prace.
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ProhlaSuji, ze

beru na védomi, ze odevzdanim bakalaiské prace souhlasim se zvefejnénim své prace
podle zékona ¢. 111/1998 Sb. o vysokych Skolach a o zmén¢ a doplnéni dalsich
zakond (zdkon o vysokych Skolach), ve znéni pozdéjSich pravnich piredpist, bez
ohledu na vysledek obhajoby;

beru na védomi, Ze bakalaiska prace bude ulozena v elektronické podobé
V univerzitnim informac¢nim systému dostupna k prezen¢nimu nahlédnuti, ze jeden
vytisk bakaldiské prace bude uloZen v pfirucni knihovné Fakulty aplikované
informatiky Univerzity Tomase Bati ve Zlin¢ a jeden vytisk bude uloZen u vedouciho
prace;

byl/a jsem seznamen/a s tim, Ze na moji bakalaiskou praci se pln¢ vztahuje zakon ¢.
121/2000 Sb. o pravu autorském, o pravech souvisejicich s pravem autorskym a o
zméné nekterych zakonl (autorsky zakon) ve znéni pozdéjSich pravnich predpist,
zejm. § 35 odst. 3;

beru na védomi, ze podle § 60 odst. 1 autorského zakona mad UTB ve Zlin¢ pravo na
uzavieni licenéni smlouvy o uziti Skolniho dila v rozsahu § 12 odst. 4 autorského
zakona;

beru na védomi, Ze podle § 60 odst. 2 a 3 autorského zakona mohu uzit své dilo —
bakalaiskou praci nebo poskytnout licenci k jejimu vyuziti jen s pfedchozim
pisemnym souhlasem Univerzity Tomase Bati ve Zlin¢, ktera je opravnéna v takovém
piipadé ode mne pozadovat piiméfeny piispévek na uhradu nakladi, které byly
Univerzitou TomaSe Bati ve Zlin€ na vytvoieni dila vynalozeny (az do jejich skutecné
vyse);

beru na védomi, ze pokud bylo k vypracovani Dbakalafské prace
vyuzito softwaru poskytnutého Univerzitou TomaSe Bati ve Zliné nebo jinymi
subjekty pouze ke studijnim a vyzkumnym ucelim (tedy pouze k nekomerénimu
vyuziti), nelze  vysledky  bakaldisk¢é  prace vyuzit ke  komerénim
uceliim;

beru na védomi, ze pokud je vystupem bakalaiské prace jakykoliv softwarovy produkt,
povazuji se za soucast prace rovnéz i zdrojové kody, popt. soubory, ze kterych se
projekt sklada. Neodevzdani této soucasti mize byt divodem k neobhéjeni prace.

Prohlasuji,

7e jsem na bakalafské praci pracoval samostatné a pouzitou literaturu jsem citoval.
V ptipadé publikace vysledkti budu uveden jako spoluautor.

ze odevzdand verze bakalafské prace a verze elektronickd nahrana do IS/STAG jsou
totozné.

Ve Zlin€

podpis diplomanta
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UvVOD

Cilem této prace je pFipravit pro studenty pfedmétu Matematika I* na Univerzité Tomase
Bati ve Zlin¢ ptiruc¢ku, v niz se seznami s programem Wolfram Mathematica a budou jej

moci pouzit pii feSeni problému vyskytujicich se v tomto ptredmétu.

Cela prace je zpracovana na zakladé skript Matematika I [2] na téma Diferencialni
a integralni poc¢et funkci jedné proménné. Je postupovano v souladu s potfadim kapitol
Vv téchto skriptech a je na n€¢ odkazovano z danych latek pro zjiSténi vice informaci, nez je

uvedeno Vv této praci.

Teoreticka cast obsahuje zakladni informace o prostfedi Mathematica a jeho
ovladani zaméfené na Cinnosti vyuzivané v této praci a zakladni teoretické informace
tykajici se diferencidlniho a integralniho poctu. V praktické Casti jsou nazorné ukéazky
vyuziti programu pii feSeni matematickych uloh, jako je zjednodusSeni matematickych
vyrazli, zakladni vektorové a maticové operace, feSeni nelinearnich rovnic, vypocet
derivaci a integrald, vykresleni grafii apod. U kazdé ukéazky je obsazen zdrojovy kod, ktery
je vzdy popsan tak, aby student véd¢l, co ktery ptikaz ¢i parametr délad. Pod zdrojovym
koédem je vystup, ktery se po potvrzeni provede, a to bud’ ve formé obrazku (graf) nebo

textu (Ciselny nebo textovy vystup). Prace rovnéz obsahuje soubory s dynamicky

znazornénou problematikou, které jsou k praci piilozeny jako ptiloha.

'Sylabus predmétu Matematika I dostupny na adrese <http://portal.utb.cz/stag?urlid=prohlizeni-predmet-
sylabus&predmetZkrPrac=AUM&predmetZkrPred=A1MAT &predmetRok=2010&predmetSemestr=LS&for
mRozvrhZobrazeni=0>
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TEORETICKA CAST
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1 WOLFRAM MATHEMATICA

Software Mathematica je jednim z prostiedi, jenZ integruje nastroje pro numerickou
a symbolickou matematiku, graficky a dokumenta¢ni systém a zajiStuje pokrocilé

propojeni s dal§imi aplikacemi [3].

1.1 Vznik

V roce 1987 byla zalozena Stephenem Wolframem spole¢nost Wolfram Research, Inc.,
ve které byl a je tento produkt vytvaren. Jiz prvni vydani software Mathematica v roce
1988 mélo zasadni vyznam na zplisob vyuzivani pocitaci v fadé technickych i jinych
odvétvi. Rika se, ze pravé vydanim software Mathematica zacal novy vék tzv. technical
computing. Od 60tych let minulého stoleti existovaly samostatné sady, ale byly vhodné
vzdy jen pro urCité specifické ulohy. Napt. sady pro tlohy numerické, algebraickeé,
grafické a jiné. A pravé software Mathematica je pievratny v tom, Ze integruje vSechny

pottebné sady v jednom produktu [3].

Nejnovéijsi verze je s Cislem 8.0.1 vydand v bfeznu 2011 a dostupna pro platformy
Microsoft Windows, MacOS X a Linux, ktera s sebou piinesla vylepSeni jako generovani
kodu do jazyka C, lepsi zpracovani obrazu pro vyvoj rychlejSich a vykonné;jSich aplikaci,

roz$ifeni moznosti importu a exportu dat a mnohé dalsi.

1.2 Prostredi programu Mathematica

Hlavni ¢asti programu je tzv. notebook, do kterého se zapisuji vSechny vyrazy. Notebook
je slozen z bunék, které lze libovolné formatovat (stylovat) co se funkce i vzhledu tyce.
Standardni formatovani je typu Input, do kterého se zapisuji vstupni vyrazy. Kazdy vyraz
Vv buiice se spusti stiskem klaves SHIFT + ENTER nebo kldvesou ENTER na numerické
klavesnici. Poté se objevi nova buiika, tentokrat jiz typu Output, kterd obsahuje vysledek
proveden¢ho vypoctu. Dalsi styly miiZze byt rGzné nadpisy, podnadpisy, sekce, texty,
odrazky, kody apod. (viz Obr. 1.1.). Styl buiky lze zménit v menu Format — Style
nebo kliknutim pravym tlac¢itkem na zavorku na pravé strané¢ dané bunky. Lze také vyuzit

pfedvolenych Sablon pro dokonalej$i vzhled v menu Format — Stylesheet.
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% Untitled-1 * =Jo&d

Wolfram Mathematica | FOR STUDENTS Demonstrations | Mathiodd | StudentForum | Help

.
2+9 Tl

out[z= 7

Hlavni nadpis
Podnadpis

Fodpodnadpis

Sekce

m Podsekce

Text Text Text Text Text Text Text Text Text Text
Text Text Text Text Text Text Text Text Text Text
Text Text Text Text Text Text Text Text Text Text

Kod Kod Kod Kod Kod
M
100% =

Obr. 1.1.: Ukazka notebooku s riznymi styly

V menu Palettes lze oteviit tzv. asistenty pro usnadnéni prace pii psani kodu. Jsou
to Basic Math Assistant, Classroom Assistant a Writing Assistant. Tyto palety obsahuji
tlacitka pro vkladani jiz pfipravenych funkci, do kterych uz jen dopliiujeme proménné
a parametry. Ukazka téchto tii asistentd je na obrazku Obr. 1.2. Na Obr. 1.3. potom
miZzeme vidét zapis funkce za pomoci vyuZiti asistenta, kde do jednotlivych policek
zapiSeme vyrazy (expr), proménné (var), hodnoty (value), index, startovni (start) a kone¢né

(end) ¢islo.
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Merge Calls Divida Call
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Text Properties
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Text Color ~ || 36 M Clear
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=== =z] =] ==] == =] %
Notebook Properties and Actions

Find Spelling
Content ~ |[#ppearance

Stylesheet Chooser...

Drawing Taols...

Obr. 1.2.: Ukazka palet (asistent) pro usnadnéni psani funkci

L:i.lTI:i.t[ axpr , |vFar| = |ralue ]
D[ BXEF ;| Ka¥ ]

Integ‘rate[ BEDE ;| Kar ]

S'llm[ eXDF . {.l'na'ex ;| srart|, lend }]

Obr. 1.3.: Zapis funkce do policek

Pti psani funkci miizeme vyuzit tzv. naSeptdvac. Ten zptistupnime stisknutim

klaves CTRL + K po zadani alesponi prvniho pismena z nazvu funkce. Naseptava¢ poté

zobrazi nabidku dostupnych funkci zac¢inajicich timto pismenem.

1.3 Interaktivni napovéda

Velmi dtlezitou véci v programu Mathematica je vyborné propracovana napovéda.

Ta obsahuje velké mnozstvi prikladi a ukdzek jednotlivych funkci. U kazdé funkce je

moznost zobrazit Si vesker¢ jeji atributy, véetné nazornych ukazek.

Népovéda v software Mathematica zahrnuje kompletni dokumentaci pro vSechny

funkce v software Mathematica a uplny text The Mathematica Book jako plné indexovany

notebook s pokrocilymi vyhledavacimi schopnostmi vcetné¢ hypertextovych odkaza.

Népovéda také obsahuje interaktivni piiklady, které demonstruji pouziti funkci, jejich

hlavni schopnosti a nejlep$i zpiisob, jak jich vyuZzit. Na rozdil od jinych software,
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Mathematica umoznuje upravovat a vyhodnocovat piiklady uvedené v napoveédé.
Uzivatelské zmény nejsou trvalé. V piipadé vymazani ¢asti textu ¢i piikladu je pouze
potieba znovu zavést tuto stranu a tim obnovit originalni informace [3].

Ptistup k napoveédée ziskame stisknutim klavesy F1. Pokud se v kodu vyskytuje nam
neznama funkce a chceme zjistit, o co se jedna, nemusime otevirat napoveédu a funkci

znovu piepisovat do vyhledavaciho pole, ale staci pouze kurzorem kliknout na funkci

piimo v kodu a po stisknuti kldvesy F1 se otevie okno napovédy piimo s pozadovanou

funkeci.
M=%

|# Plot - Wolfram Mathematica

4 F A Fl.J| =0 | SEARCH |Plot
Q, Search for all pages containing Plot.

Tutarials » | [See alzan]| [More About»| [URL ]

Plot
PLlot[f, 1% Tmin s Faax}]

generates a plot of f as a function of x from Xy to Zuax.

Plot[{fi, fa, . }s {5 Zmins Fwar}]
plots several functions f.

» | MORE INFORMATION

¥ EXAMPLES

v Basic Examples
Plot a function:

In[1]:= Plot[Sin[x], {x, 0, 6 Pi}]

Cut[1]= [ s 5|° 150
) 1 I

Plot zeveral functions:

In[1]:= PLOt[{Sin[x], Sin[2x], Sin[3x1}, {x, 0, 2Pi}]

e}
100%

Fill below a curve:

Obr. 1.4.: Okno napoveédy programu Mathematica
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2 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE -
MATEMATICKE DEFINICE

2.1 Pojem realné funkce realné proménné, rozdéleni funkci,

mnozina R a R*

2.1.1 Realna funkce reilné proménné
Kazdé zobrazeni f mnoziny M € R do mnoziny vSech realnych ¢isel R se nazyva realna
funkce jedné realné proménné. Mnozina M se nazyva defini¢ni obor a byva oznacovana
jako Df .
2.1.2 Rozdéleni funkci
Algebraické - racionalni- celistvé
- ryze lomené
- neryze lomené
- iracionalni
Transcendentni - nizsi - patii sem napt. exponencidlni, logaritmické, goniometrické a
cyklometrické funkce
- vyssi - patii sem funkce, které nelze vyjadrit pomoci elementarnich
funkci v kone¢ném tvaru, napf. ent X, sgn X
2.1.3 Rozsifena mnoZina realnych ¢isel R

Mnozina R je uspofadand mnozina viech redlnych &isel. Mnozina R” je roziteni mnoziny
R 0 prvky +w a -c0. Tedy R' = R U {-00} U {+oo}. Tyto prvky poté nazyvame nevlastni
hodnoty (body) +oo a -0, ostatni prvky vlastni hodnoty.
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2.2 Limita funkce
Necht' f je funkce, m&jme bod (téz ¢&islo) x, € E;(R") a bod |eE;(R"). Rekneme, Ze
funkce f ma v bod¢ xp limitu rovnu | a pisSeme

lim (x) =1 2.1)

pravé kdyz ke kazdému okoli O(l) bodu (¢isla) | existuje redukované (téz neuplné, téz
ryzi) okoli O"(x,) takové, ze pro kazdé x € O"(x,) plati

f(x) €O(l) (2.2)
Bod X se nazyva limitni bod [2].

Piitom R™ je rozsifeni mnoziny realnych &isel o nevlastni hodnoty +wo a -oo, kdy

R'=R U {-o0} U {+o0}.
E, je rozsiteni realné osy jednorozmérného euklidovského prostoru o dva nevlastni

body +o0 a -0, kdy E; = E; U {-0} U {+o0}.

Existuje ne¢kolik pripadi limity:

Vlastni limita ve vlastnim bod¢ - kdy | i Xo jsou realna ¢isla

lim (x) = (2.3)

X=X

Nevlastni limita ve vlastnim bod¢ - kdy | = +o0 a X je realné ¢islo

lim f (x) = +o0 (2.4)

X=X

Vlastni limita v nevlastnim bod¢ - kdy | je realné ¢islo a Xo = £o0

lim f (x) =1 (2.5)

X—0

Nevlastni limita v nevlastnim bod¢ - kdy | = +o0 a Xo = o0

lim f (x) = o0 (2.6)

X—>0
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2.3 Derivace funkce

Reknéme, Ze funkce f(X) md v bodé X, € Df derivaci, jestlize existuje vlastni (konedna)

limita zapsana

IimM (2.7)
% X=X,
resp.
Ihirr(} f(x0+hr:—f(x0) (2.8)

Tuto limitu pak nazyvame derivace funkce f(X) vbodé xo a znacime ji f'(x,).
Neexistuje-li tato limita, fikame, Ze f nema v bodé Xq derivaci. Geometricky to znamena,

ze v daném bodé¢ grafu funkce y = f (X) neexistuje te¢na [2].

2.3.1 Jednostranné derivace

Méjme funkei f(X), x, € R. Existuje-1i jednostranna limita

fr(xo_) — hILrg]_ f(XO +hlz_ f(XO) (29)
resp.
F/(%+) = Jim f(xf’*hr)]‘f(xt)) (2.10)

pak tuto limitu nazyvame derivace funkce f(x) v bodéx, zleva, resp. zprava.

Necht' f(X) je funkce, x, € R. Jestlize plati

lim L= T06) _ (2.11)
% X=X,

pak fekneme, ze f(X) ma v Xo nevlastni derivaci = a piSeme f'(X) =+o0.
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2.3.2 Diferencial funkce
Rekneme, ze funkce f(x) je vbodé X diferencovatelna, kdyz jeji ptirtistek - diference
Af (x,) v tomto bode¢ Ize zapsat

f(x,+h)—f(x,)=k-h+&(h)-h (2.12)
kde konstanta k e R a g(h) je funkce, pro kterou plati

limz(h) =0 (2.13)

Vyraz Kk-h, coz je linearni funkce proménné h, a tedy i proménné X, se nazyva diferencial

funkce f(X) Vv Xo a znacise
df (x,) =k-h=KkK-(x—x,) (2.14)

Geometricky vyznam diferencialu: Diferencidl je linearni ptirGstek funkce méteny

po te¢nu t [2].

2.3.3 Derivace vysSich radi

K funkci f(x) s definicnim oborem Df jsme zavedli funkci f’(x)s definiénim oborem
Df". Mluvime také o prvni derivaci nebo o derivaci 1. fadu. Podobné¢ mizeme uvazovat
mnozinu Df”, v jejichz bodech ma funkce f’(x) derivaci a na mnozin¢ Df” definovat
funkci (f'(x))’'= f"(x), kterou nazveme druhou derivaci funkce f(X) nebo derivaci

druhého fadu funkce f(x). Druhou derivaci f”"(x) funkce f(x) v bod¢ X, definujeme

£7(x,) =lim M0 +hr)1_ ') (2.15)

[4].

Derivace n-tého fadu funkce f(x) se zna¢i f™(x,) a definujeme ji

(000 < im L 00 ) = T 06)

h—0 h

(2.16)




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 19

2.3.4 Bernoulliovo - ’Hospitalovo pravidlo

v IR , s 0 o0
Pouziva se pro vypocet limit, které vedou na neuréité vyrazy o nebo —
To0

Mame-li funkce f(x) a g(x), které maji limitu v bod¢ Xo rovnu 0
lim f(x) =limg(x)=0 (2.17)
X=X X—Xg

a existuje-li vlastni nebo nevlastni limita

xlm% (2.18)
pak plati
IimM= Iimw (2.19)

=% g(X)  *% g'(X)

Stejné tak to plati, pokud maji obé dvé funkce limitu v bod¢ Xo rovnu oo

Iim £(x) = lim g(x) =+ (2.20)
nebo
fim () = lim g(x) = = 221)
pak rovnéz plati
Iim@= Iimm (2.22)

=% g(x)  *>% g'(x)

Pokud nastane situace, ze podil vysSich derivaci téhoz tadu n vySe uvedenych funkci

V bod¢ X vede opét na neurcity vyraz, pouzije se B-H pravidlo opakovang, tj plati

tim L0 _ i £
=6 g(x) % g (x)

(2.23)

Pozndmka: Vzdy je tieba si uvédomit, Ze nederivujeme podil, nybrz citatele

a jmenovatele zvlast’!

Neur¢ité vyrazy: (%j (2]; (0—0); (0-00); (0°); (°); (1°).
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2.4 Extrémy funkce, konvexnost a konkavnost, inflexni bod

2.4.1 Lokalni extrémy funkce

Rekneme, 7e funkce f(X) ma vbodé x, e Df (neostré) lokalni maximum, resp. lokalni
minimum, jestlize existuje redukované okoli O(x,) bodu X, tak, Ze v ném pro vSechna

X plati f(x)< f(x,), resp. f(x)=f(x,).

Jestlize v ném plati ostré nerovnosti, tj. f(X) < f(x,), resp. f(x)> f(x,), pak jde

0 ostré lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum a piSeme
F(%)= max f(x)2 f(x) (2.24)
x<0'" (%)
nebo
f(%,)= max_f()>f(x,) (2.25)
x<0' (%)
apod. [2].

2.4.2 Globalni (absolutni) extrémy funkce

Reknéme, e funkce f(X) ma na mnoziné M — Df globalni extrém v bodé Xo, kdyz

pro kazdé x z M plati
a) f(x)< f(x,),tom piipadeé se Xo nazyva globalni maximum
b) f(x)= f(x,),tom pfipadé¢ se Xo nazyva globalni minimum
Spole¢né se oba extrémy nazyvaji globalni extrémy [2].
2.4.3 Konvexnost a konkavnost funkce

Funkce f(x) je vbodé¢ x,eDf (ryze) konvexni, jestlize existuje redukované okoli

O’(X,) , kde pro vsechna X plati

FO0 > £ () + F06)-(x=%,) (2.26)
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Tecna na Obr. 2.1. je pod grafem, proto plati, ze funkce je konvexni.

by

2 4 fi & 10

Obr. 2.1.: Graf konvexni funkce

Funkce f(x) je vbodé¢ x,e Df (ryze) konkavni, jestlize existuje redukované okoli

O’ (X,) , kde pro vSechna X plati
f(X)< f(xo)+ f'(X0)~(X—XO) (2-27)

Na Obr. 2.2. je te¢na nad grafem, proto je zobrazena funkce konkavni.

»
15

10 f

Obr. 2.2.; Graf konkdvni funkce
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2.4.4 Inflexni bod

Bod o je inflexni bod funkce f(X) (o niz pfedpokladame, ze je v Xo spojitd a ma zde
vlastni nebo i nevlastni derivaci f'(X,) ), existuje-li redukované (téz netiplné, téz ryzi) levé
okoli “O(x,) bodu xo tak, Ze v kazdém bod& okoli je funkce f(X) ryze konvexni (ryze
konkévni), a existuje-li redukované pravé okoli *O"(x,) bodu xo tak, ze v kazdém bod& Xo
tohoto okoli je funkce f(X) ryze konkévni (ryze konvexni).

konkdvnd funkee — korreesmd funkee

»
r

-t

Obr. 2.3.: Inflexni bod funkce f(x) = x* - 3x

koprvesmd furdee — konddvnd fanduee
»

Obr. 2.4.: Inflexni bod funkee f(x) = -x3+ 3x
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Jestlize existuje f"(X,) a Xo je inflexni bod funkce f(x), pak f"(x,)=0.

Jestlize vbod€ xo pro funkci f(x) plati f"(x,)=0 a funkce f"(x) méni v bodé Xo
znaménko, pak bod X je inflexni bod funkce f(X).
Ma-li funkce f(x) tieti derivaci f"(x) a je-li f"(x,)=0 A f"(x,)#0, pak bod X, je

inflexnim bodem funkce f(x) [4].
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3 INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE -
MATEMATICKE DEFINICE

3.1 Neurdity integral

Necht’ funkce f(X) je definovana v intervalu J s krajnimi body a, b, kde je a<b, pficemz
hodnoty a, b mohou byt i nevlastni. Rikame, Zze F(X) je primitivni funkce (téz
antiderivace) k jisté funkci f(x) na intervalu J (otevieném ¢i uzavieném a ohrani¢eném

¢1 neohrani¢eném), kdyz plati:
a) F'(x)=f(x) Vx e (a,b)
b) F'(a+)=f(a) (patii-li bod a do intervalu J)
c) F'(b-)=f(b) (patii-li bod b do intervalu J)
coz stru¢né vyjadiime zapisem F'=f na J[2].
Neurcity integral se znaci jf (x)dx. Symbol I se nazyva integralnim znakem.

Vznikl protazenim pismena S, které je prvnim pismenem slova SUMA. Funkci f(X)

nazyvame integrandem. Symbol dx budeme chapat zcela formalné jako jakousi ,tecku®,
ktera uzavira zapis integradlu a navic nas informuje, ze nezavisle proménna u funkce,

Kterou integrujeme, je oznacena X [4].

Zakladni vlastnosti neurcitého integralu je jeho linearita:
j (e, f,(0) +¢,f,(X)+...+c, f (x)dx =c, j f,(x)dx +c, j f,(X)dX +...+C, j f (x)dx (3.0)
kde ¢, € R ai je celé kladné &islo (1, 2,..., n) a existuji neurCité integraly z funkci f,...f. .
Homogenita neurcitého integralu:
pro n=1: Ic~ f(x)dx:cjf(x)dx (3.0
Aditivita neurCitého integralu:
pron=2: ¢ =¢,=1:
[(R,00+ ,00)dx = [ £,09dx+ [ f,(x)dx (3.2)
[2].
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3.2 Urcity integral Reimanntv

3.2.1 Déleni intervalu

Bud [a,b] wuzavieny interval —o<a<b<oo. Délenim intervalu [a,b] rozumime

kone¢nou posloupnost D ={x,, X, ..., X, } bodu z intervalu [a,b] s vlastnosti

a=X, <X <X, <.<X,,<X,=Db (3.3)

m

Cisla Xx; nazyvame délici body. Normou déleni D rozumime ¢islo, které udava maximalni

vzdélenost sousednich délicich bodii. Normu dé€leni D oznacujeme ||D|| . Je tedy
D[ = max{x, — x_,,1<i<n} (3.4)
[9].

3.2.2 Integralni soucet

Necht je [a,b] uzavieny interval a f(x) je funkce ohrani¢ena na intervalu [a,b]. Necht je
dano déleni D intervalu [a,b] na podintervaly [x ,,%]. Zvolme zcela nahodné v kazdém
podintervalu bod r, €[x,_,, %], i=1, ..., m a nazvéme jej i-ty reprezentant. Jejich mnozinu
V ={r, .., r,} nazvéme vybér reprezentatni. Riemannuv integralni soucet funkce f

ptislusny déleni D intervalu [a,b] a vybéru V reprezentanti je tedy [2]

S(f.DV) = F ()% ~%.) (35)

yd
N P

¥y
] €T Hip) T3 .’L'I4 &Iy Teg

Obr. 3.1.: Grafické znazornéni integralniho souctu [9]
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3.2.3 Riemanniv integral

Bud’ [a,b] uzavieny interval a funkce f(x) ohrani¢ena na intervalu [a,b]. Bud {Dn}
posloupnost déleni intervalu [a,b] a {V.} posloupnost reprezentantil. Rekneme, Ze funkce
f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu[a,b], jestlize existuje ¢islo |eR

s vlastnosti [9]

lims(f,D,,V.) =1 (3.6)

pro libovolnou posloupnost déleni {Dn} splitujici lim|D,||=0 pti libovolném vybéru {Vq}

reprezentantd r;, kde s(f,D_,V.) je odpovidajici integralni soudet funkce f. Cislo |

nazyvame Riemannav integral funkce f na intervalu [a,b] a oznacujeme [9]
f f (x)dx (3.7)

3.2.4 Newton-Liebnizova formule

Necht’ funkce f(X) je integrovatelna na intervalu [a,b] a necht’
a) primitivni funkce F(x) k funkci f(X) je spojita na [a,b], tj. F(x) € C[a,b]

b) rovnost F'(x)= f(x) plati ve vSech bodech [a,b] az na koneény pocet. Potom plati

Newtonova-Liebnizova formule (vzorec)

J:f(X) dx = F(b)-F(a) =[F(x)]. (3.8)

Vyznam této formule spociva vtom, Ze spojuje probrany neurcity integral s urcitym
integralem, takze zname-li primitivni funkci F(x) Kintegrandu f(X), pak neni nutné
tvofit Riemannovy integralni soucty s(f,D,V) a hledat jejich limitu, nybrz staci urcit

F(b)-F(a), tj. rozdil funkénich hodnot primitivni funkce v horni a dolni mezi [2].
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4 MATEMATICKE FUNKCE V PROSTREDI MATHEMATICA

V této kapitole si shrneme vybrané funkce programu Mathematica, které budou dale

pouzity v této praci.

4.1 Zakladni matematické funkce

V této kapitole je uvedeno n€kolik vybranych funkci, které nemusi byt jasné na prvni
pohled. Je tieba si uvédomit, ze Mathematica je key-sensitive, tzn. je tieba rozliSovat mala
a velka pismena. Funkce vzdy za¢ina velkym pismenem. Proménna mlze mit libovolny

nazev, krom¢ nazvl vyhrazenych.
Odmocnina x je v Mathematice vedena podnazvem Sqrt [x]. Pokud neni vysledkem

celé Cislo, napf. ¢islo J5, tak Mathematica nevypiSe Cislo numericky, ale vypis zlstane

ve tvaru /5. Pro vycCisleni lze pouzit funkci N. Lze ji pouzit dvéma zptisoby, bud’ jako

postfix //N nebo jako funkci N[], kde lze také nastavit pocet vypsanych desetinnych

mist.

In[3]:= Sqgrt[5]//N

Out[3]= 2.23607

nebo

In[4]:= N[Sqrt[5],20]

Out[4]= 2.2360679774997896964

Exponencialni funkce e* je vedena pod nazvem Exp[x]. Eulerovo ¢islo je mozné
v Mathematice zapsat postupnym stisknutim klaves Esc-e-e-Esc nebo jej vybrat z n¢které

Z pomocnych palet. Vyc¢islime rovnéZz pomoci funkce N.

In[6]:= Expl4]

out[6]= &*
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Logaritmus je znaCen Log[x] (pfirozeny logaritmus Inx), pfipadné logaritmus

0 zékladu a je Log[a, x] (tedy log, x). Dvojkovy logaritmus je pak Log2 [x] (log, x)

a desitkovy Log10 [x] (log,, X ). Vice viz Obr. 4.1.

In[12]:= Log[5,25]

OCut[l2]= 2

Zapis logaritmi v Mathematice:

- piirozeny logaritmus Log[x]

- dekadicky (desitkovy) logaritmus Logl0 [x]

- binarni (dvojkovy) logaritmus Log2 [x]

- logaritmus o zékladu a > 1 Log[4, x]

- logaritmus o zékladu 0 <a < 1 Log[0.5, x]

3~

Obr. 4.1.: Logaritmy v Mathematice

Goniometrické a cyklometrické funkce jsou znaceny klasicky, vzdy prvnimi tfemi,
resp. Sesti pismeny nazvu funkce. Tedy Sin[x], Cos[x], Tan[x], Cot[x];
ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x], ArcCot [x]. Je mozno zapsat v obloukové

mife (z zapisujeme jako P1i)
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In[13]:= Sin[Pi/2]
Out[13]= 1

nebo

In[38]:= Tan[30]//N
Out[38]= -6.40533

nebo ve stupnich

In(l4]:

Cos [30 Degree]

Ve

Out[l4]= —
2

Derivace je pod oznacenim D. Do hranaté zavorky se na prvni misto zapiSe funkce a

¢arkou se proménna, podle které se ma derivovat.

In[l5]:= D[x"2 + 3, X]

Out[1l5]= 2 x

Integral neurdity je oznacen Integrate a zapis do hranatych zavorek je obdobny jako
u derivace, tzn. prvni pozice vyraz (tj. integrovana funkce — integrand), druha pozice

proménna, podle které se ma integrovat.

In[l6]:= Integrate[x + 1, x]

Out [16]

Il
b
+

|

Integral urcity Riemanniiv se zapisuje také Integrate, ale za funkci oddélenou ¢arkou
se uvedou do sloZenych zavorek jesté navic meze. Pro piimé vycisleni vysledku je mozno

pouzit funkci NIntegrate.

In[18]:= Integrate[x"2 + 3x, {x, 0, 1}]
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Out[18]= %;

Vsechny vyse uvedené zéapisy lze navic provést pomoci pomocnych palet, o kterych je

zminka v teoretické ¢asti této prace.
Zakladni vektorové a maticové operace

Vektory se v Mathematice zadavaji do slozenych zavorek, které mohou obsahovat
libovolny pocet parametrti. Kazdému vektoru lze také ptifadit jméno pro jednodussi praci

Vv dalSich ¢astech programu.

In[l7] := wvektorA {{0, 0}, {5, 3}};
{{Or O}r {81 2} };

{1, 2}, {4, 5}};

vektorB

vektorC

Jednotlivé vektory lze vykreslit pomoci funkce Graphics. Nevyhodou vsak je, ze
standardné je tato funkce nastavena pouze na vykresleni grafiky, proto vektor musime
vykreslit naptiklad jako c¢aru s Sipkou pomoci Arrow a zobrazit jako graf pomoci

soufadnicového ramecku - Frame, pro lepsi orientaci.

In[18] := Graphics[{Red, Arrow[vektorA],
Blue, Arrow[vektorB],
Purple, Arrow[vektorC]},

Frame —-> True, Framelabel —> {x, y}]

Vykresli se

Obr. 4.2.: Vykresleni vektort




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011

32

Mezi vektory lze provadét riizné operace:

- Nasobeni skalarem:

In[19]:

L, 2, 0

Out[19]= {3,6,0}

- Skalarni soucin:

In[20]:= {1, 2, 0}.{0, 1, 2}

Out[20]= 2

- Vektorovy soucin:

In[21]:= Cross[{1l, 2, 0},{0, 1, 2}]

Out[21]= {4,-2,1}

- Uhel mezi dvéma vektory (vychazejicich z po¢atku):

In[22]: VectorAngle[{4, 0}, {4, 4}]

Out [22] g

- Vzdalenost dvou bodu:

In[23]:= EuclideanDistance[{5, 3}, {8, 2}]

Out[23]= Sqrt[10]

Matice se zadava stejné jako vektory. Jednotlivé fadky se zapisuji do slozenych zavorek a

oddéli ¢arkou.

In[24] = M = {{lr 2/ 3}/{5/ 4/ 5}1{21 1/ O}}

Pro standardni zobrazeni matice slouzi MatrixForm (lze jej psat jako funkci i jako

postfix).
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In[25] := MatrixForm[M]

Out [25]//MatrixForm =

N o =
=N
o U W

Operace, které Ize provadét s maticemi:
- Nasobeni matic - stejné jako u vektora

- Inverzni matice:

In[26]:= Inverse[M] //MatrixForm
B 1 B 1
2
. _ 5 5
Out[26]//MatrixForm = .
3 3
1 1
S= =)
2

- Transponovana matice:

In[27]:= Transpose[M] //MatrixForm
1 5 2
Out[27]//MatrixForm = |2 4 1
3 5 0

- Determinant matice:

In[28] := Det[M]

Out [28]= 6

- Hodnost matice:

In[29] := MatrixRank[M]

Out[29]= 3
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- Jednotkova matice (rozmér se uvede do hranatych zavorek, v tomto pfipad¢ tedy 4x4):

In[30]:= IdentityMatrix[4] //MatrixForm

Out [30]//MatrixForm =

o O O =
o O B O
o B O O
R O O O

4.2 Nelinearni rovnice

Pro nalezeni kofenti jakékoliv nelinearni rovnice slouzi v Mathematice funkce Solve,

Roots a NRoots. Rozdil pti pouziti téchto funkci je pouze ve formatu vysledku.

Kvadraticka rovnice:

In[31l]:= Solve[x"2 + 2x — 4=—=0, X]

out[31]= {{x = -1-V51},{x » -1+5}}

nebo

In[32]:= Roots[x"2 + 2x — 4==0, X]

Out[32]= x==-1-+/5]|x=-1+ /5

nebo pouzitim funkce NRoot s, ktera kofeny ptimo vy¢isli:

In[33]:= NRoots[x"2 + 2x - 4=—=0, x]

Out [33]= ==-3.23607] | x= 1.23607

Algebraicka rovnice (patého stupné):

In[34]:= NRoots[x"5 + x"3 + x"2 - x=3x"2 + 2%, X]

Out [34]= x==0.858944||x= -0.27046-1.55623 1] |

==-0.27046+1.55623 i||x==0.]| x= 1.39986
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Algebraicka rovnice (standardni, tj. anulovany tvar):

In[35]:= Solve[x"3 + x*2 - x + 15=0, x]

Out[35]= {{x —»-3},{x —» 1-2i},{x —1+2i}}

Nelinearni rovnice (s parametrem b zapsané sloZenymi funkcemi):

In[36] := Solve[Log[ArcCos[ArcSin[x*(2/3) - b] - 1]] + 2==0, x]

3 3

Out[36]= {{x —(b+Sin[1+Cos [32] 1)}, {x > (b+Sin[1+Cos [32] 1) 1}
€ €
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5 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

Tato kapitola se zabyva diferencialnim poctem funkci jedné proménné. Podrobné je tato

latka probrana v kapitole I ve skriptech Matematika I [2].

5.1 Realna funkce realné proménné

Co je realna funkce a je vysvétleno v teoretické Casti této prace, pripadné podrobnéji je tato

latka probrana ve skriptech [2] v kapitole 1.
Funkce ent x

Funkce ent x (zvana také cela ¢ast) je nejvétsi celé Cislo nejvyse rovné X (tj. mensi nez X
nebo rovné X), tj. plati pro néj ent x < x < ent x +1.
V Mathematice je tato funkce oznacena jako Floor. Pifikaz Plot slouzi

k vykresleni 2D grafu. Do jeho hranatych zavorek se zada funkce, kterou chceme vykreslit

a za ni nasleduje carka a ve slozenych zavorkach rozmezi X-ové osy.

Plot[Floor([x], {x, -5, 5}]

— —4r

Obr. 5.1.: Funkce ent x v prostiedi Mathematica




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011

37

Funkce sgn x

plati: sgnx=1, x>0
sgnx=-1, x<0
sgnx =0, x=0

V Mathematice je tato funkce pod nazvem Sign.

Plot[Sign[x], {x, -5, 5}]

1.0

05

10
=1IU

Obr. 5.2.: Funkce sgn x

5.2 Inverzni funkce

Necht' y= f(X) je prosta funkce s defini¢nim oborem Df a oborem hodnot Hf. Pak funkce

f(y), yeHf , kde Hf = f(Df) se nazyva inverzni funkce.

Priklad:

y=e*=f(x), xeR
Iny=x-Ine=x
Iny=x

y=Inx=f(x)
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Pro vykresleni vice grafli pomoci jednoho Plot lze dat na prvni pozici mezi
hranaté¢ zavorky vice funkci uzavienych ve slozenych zavorkach. Dalsi pozice ve
slozenych zavorkach uréuje rozsah vykresleni vodorovné osy, moznost P1lotRange pak

rozsah vykresleni osy svislé.

Plot[{Log[x], Exp[x]}, {x, -3, 3}, PlotRange -> {-3, 3}]

Obr. 5.3.: Inverzni funkce k funkci e*

5.3 Cyklometrické funkce

Funkce arcsin X, arccos X, arctg x, arccot x, nazyvany také jako inverzni kruhové funkce.
Jsou to inverzni funkce k funkcim goniometrickym, jelikoZ ty nejsou na celém svém
intervalu prosté. U cyklometrickych funkci se proto omezujeme pouze na interval, na némz
je prislusna goniometrickd funkce prostd. Podrobnéjsi vyklad o cyklometrickych funkcich
Ize najit ve skriptech Matematika | [2] v kapitole 4.

5.3.1 Arcsin X

. e : T e , :
Funkce y=sinx zazena na interval [_E'E} na némz je funkce rostouci a zobrazuje

interval [-1,1], je prosta a existuje k ni tedy inverzni funkce arcsin x, ktera je také rostouci.
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Jeji defini¢ni obor je Df =[-11] a obor hodnot Hf :[—%,g] iz [4]. Funkce sin x a
arcsin x jsou zobrazeny na Obr. 5.4.

Cislo 7 se v Mathematice zapisuje jako Pi. Moznost PlotStyle V zapisu kodu
urcuje vzhled jednotlivych grafi. U vice grafii se zapisuje do slozenych zavorek a ptirazuji

se ve stejném potadi, jako jsou zapsany funkce.

Plot[{Sin[x], ArcSin[x]}, {x, -Pi/2, Pi/2},
PlotStyle —> {Dashed, Red}]

- S aea-

05 - s

---- ~10

~15F

Obr. 5.4.: Funkce arcsin X v porovnani se sin X

5.3.2 Arccos X

Funkce y =cosx na interval [0, 7], na némz je funkce klesajici a zobrazuje interval [-1,1],
je prosta a existuje k ni tedy inverzni funkce arccos x, ktera je také klesajici a jeji defini¢ni
obor je Df =[-11] a obor hodnotHf =[O0, 7], viz [4]. Funkce cos x aarccos x jsou

znazornény na Obr. 5.5.

Pro vykresleni dvou funkci do jednoho grafu s rozdilnym rozsahem osy x uz nelze
pouzit pouze piikaz Plot. Vhodné je pouzit napiiklad Show, ktery zobrazuje grafické
objekty sriznymi vlastnostmi. Jednotlivé funkce vykreslime pomoci Plot a teprve

ty pomoci Show (barevné odliseno pro lepsi nazornost). Rozsah prvniho grafu uréuje
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celkovy rozsah vykresleného grafu, je v ném tedy tieba uvést cely rozsah [-1, 7], ne pouze

[-1,1], jak by mé&lo odpovidat pro arccoc X.

Show [Plot [ArcCos[x], {x, -1, Pi}, PlotStyle -> Red,PlotRange —-> Pi],
Plot[Cos[x], {x, 0, Pi}, PlotStyle -> Dashed]]

[y
UL R L AR B R R B |

-3

Obr. 5.5.: Funkce arccos X v porovnani s COS X

5.3.3 Arctan x

Ny g . T v v - , .
Funkce y=tanx zazena na interval (_E’EJ’ na némz je funkce rostouci a zobrazuje

interval (—%,%j na interval (—oo,00), je prosta a existuje k ni tedy inverzni funkce
arcctan x, kterd je také rostouci a jeji defini¢ni obor je Df =(—o0,00) a obor hodnot

Hf = (—%%j , Viz [4]. Zobrazena na Obr. 5.6. spolu s funkci tan x.

V zéapisu je vyznaceni zajimavych bodli Ticks naose x ay.

Show [Plot [ArcTan[x], {x, -4, 4}, PlotStyle —> Red,
PlotRange —> {-4, 4},}, Ticks—>{{-Pi,-Pi/2,0,Pi/2,Pi},{0,Pi/2,Pi}}],
Plot[Tan[x], {x, -Pi/2, Pi/2}, PlotStyle —> Dashed]]
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e

Obr. 5.6.: Funkce arctan x ve srovnani s tan x

5.3.4 Arccot x

Funkce y=cotx zizena na interval (0,7), na némz je funkce klesajici a zobrazuje
interval (0,7) na interval (—o0,0), je prosta a existuje k ni tedy inverzni funkce arccot X,
ktera je také klesajici a jeji definiéni obor je Df =(—o0,00) a obor hodnot Hf = (0, ), viz

[4]. Funkce cot x a arccot x jsou zobrazeny na Obr. 5.7.

Poznamka: V prostfedi Mathematica je graf funkce arccot X definovana

nestandardné v oboru hodnot Hf :(—%, %j jako nespojita funkce, kdezto standardné

byva definovana na oboru hodnot Hf =(0,7) jako funkce spojita.

Pro vykresleni nami pozadovaného grafu (dle normy) tedy pouZijeme upraveny
zapis (funkci vlastné vykreslime dvakrat, od 0 do Pi/2 a ptidame ji k ni jesté jednou v
rozsahu od Pi/2 do Pi). V tomto zapisu je zaroven ukazka popisu os AxesLabel a

vyznaceni zajimavych bodii Ticks naose x ay, Obr. 5.7.

Show [Plot [ArcCot [x]+Pi, {x,-Pi,Pi}, PlotRange—>{0,Pi}, PlotStyle->Red],
Plot [{Cot [x],ArcCot[x]}, {x,0,Pi},
PlotStyle—>{Dashed,Red}], PlotRange—->{-Pi,Pi},
AxeslLabel->{x,y}, Ticks->{{-Pi,-Pi/2,0,Pi/2,Pi}, {0,Pi/2,Pi}}]
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Obr. 5.7.: B&Zn¢ pouzivana spojita funkce arccot X podle normy

V prostiedi Mathematica je funkce arccot X nespojita.

Plot [ArcCot [x], {x, -5, 5}, PlotStyle —> Red,

Axeslabel -> {x,y}, Ticks -> {{-Pi,-Pi/2,0,Pi/2,Pi},{-Pi/2,0,Pi/2}}]

]

N

NIy
NN -

2

Obr. 5.8.: Nestandardni graf funkce arccot x definovan podle prostredi
Mathematica nespojitou funkci
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5.4 Limita funkce

Definice limity je uvedena v teoretické ¢asti této prace v kapitole 2.2. Podrobnéji je limita

funkce probrana ve skriptech Matematika | [2] v kapitole 7.

Existuje n¢kolik ptipadt limity funkce, kdy limita | nebo limitni bod Xo miize byt
vlastni bod (Cislo) nebo nevlastni bod (symbol +0).
5.4.1 Vlastni limita ve vlastnim bodé

O vlastni limitu ve vlastnim bod¢ se jedna za piedpokladu, ze | i Xp je realné Ccislo,
tedy l e R, X, € R. Jako piiklad m&jme funkci In(x+3), kterda ma ve vlastnim bodé -2
limitu 0.

V Mathematice se vSechny logaritmy zadavaji pomoci funkce Log (viz
kapitola 4.1), ptirozeny logaritmus In(x+3) zadame tedy jako Log[x+3]. Moznost

Thick v PlotStyle udava, ze ¢ara grafu ma byt vykreslena tucné.

Plot[Log[x + 3], {x, -5, 5}, PlotStyle -> {Orange, Thick}]

Obr. 5.9.: Funkce In (x+3) a ukazka vlastni limity
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Pro vypocet limity v prostiedi Mathematica slouzi pfikaz Limit. Do hranatych
zavorek napiSeme funkci a za ni nasleduje bod, ve kterém chceme zjistit limitu, v tomto

pripad¢ tedy -2.

In[l] = Limit[Log[x + 3], x —> -2]

Out[l] = O

5.4.2 Nevlastni limita ve vlastnim bodé

O nevlastni limitu ve vlastnim bod¢ jde tehdy, pokud je | nevlastni Cislo, tedy oo, a X je

, . 1 . . y

realné ¢islo, tedy plati | =+, X; € R. Piikladem je funkce —;, kterd md ve vlastnim bod¢
X

0 limitu +oo. Ve v8ech ostatnich bodech ma vlastni limitu.

Plot[1/x"2, {x, -5, 5}, PlotRange -> {0, 50},
PlotStyle —> {Red, Thick}]

100,

ad -

Obr. 5.10.: Funkce iz a ukazka nevlastni limity +oo v bod¢ xo = 0
X

Samotny vypocet potom zapiSeme Ve tvaru:

In[2] = Limit[l/x"2, x -> 0]

Out[2] = o
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5.4.3 Vlastni limita v nevlastnim bodé

Vlastni limita v nevlastnim bodé ma limitu | vlastni realné ¢islo a Xo nevlastni ¢islo oo,

tedy plati |eR, X, =+00. Pfikladem je naptfiklad funkce e* na Obr. 5.11., kterd ma

V X, =—co vlastni limitu | =0.

5.4.4 Nevlastni limita v nevlastnim bodé

O nevlastni limitu v nevlastnim bod¢ se jedna v piipadé, jestlize je limita | i limitni bod Xp

nevlastnim ¢islem, tedy | =+, X, =+c0. Jako ptiklad poslouzi rovnéz funkce e*, ktera

ma v nevlastnim bod¢ X, =+oo nevlastni limitu | =+c0.

Plot [Exp[x], {x, -5, 5}, PlotStyle —-> {Darker[ Green], Thick}]

Obr. 5.11.: Ukazka funkce €*, ktera ma jak vlastni limitu O v nevlastnim
bod¢ X,=-o, tak zaroven nevlastni limitu +oo Vv nevlastnim bodé

XO = +00
In[4] = Limit[Exp[x], x —> Infinity]
Out[4] = =
In[3] = Limit[Exp[x], x —> -Infinity]

Out[3] = O
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5.5 Diilezité priklady limit
5.5.1 Pi#iklad limity funkce sin x

V tomto piipadé neexistuji ob¢ limity, jelikoz funkce se k zadné hodnoté neblizi, jestlize x

roste nade vSecky meze k +o, popft. klesa pode vSecky meze k —o.

Zapiseme: lim sin x

X—>to

Plot[Sin[x], {x, -3Pi, 3Pi}, PlotStyle -> {Brown, Thick}]

nafF

-10F

Obr. 5.12.: Funkce sin X, ktera nema limitu

5.5.2 Priiklad limity funkce lsin X
X

Funkce =sinx neni definovdna v nule, ale ma v ni limitu 1. V +co0 ma limitu 0.
X

» .1
Zapiseme: lim =sin X

X—*too ¥

MoZnost Mesh zobrazi bod na grafu, pomoci MeshStyle mizeme nastavit jeho
parametry jako velikost PointSize nebo barvu. Tmavsi odstin barvy lze zapsat pomoci

funkce Darker.

Plot[Sin[x]/x, {x, —-20, 20}, PlotRange —> {-0.5, 1.2},
PlotStyle —> {Blue, Thick},
Mesh —> {{0}}, MeshStyle -> {PointSize[0.02], Darker[Gray]}]
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-5k

Obr. 5.13.: Funkce 1sin X
X

Vypocet téchto limit:

In[5] = Limit[Sin[x]/x, x —> 0]

Out[5] = 1

In[6] = Limit[Sin[x]/x, x -> Infinity]
Outf[e] = O

5.5.3 Piiklad limity funkce sinl
X

Limita neexistuje, jelikoz v kazdém okoli bodu Xo = 0 nabyva tato funkce jak hodnot +1,

tak hodnot -1.

Pii vykresleni grafu jsme tentokrat pouZili moZnost pojmenovani ndzvu grafu

pomoci PlotLabel.

Plot[Sin[1l/x], {x, -1.2, 1.2}, PlotStyle —> Darker[Orange],

PlotLabel-> "sin 1/x"]
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Obr. 5.14.: Funkce sinl
X

Vypocet limity:

Limit[Sin[1l/x], x —> 0]

In[6]

Out[6] = Interval[{-1,1}]

5.5.4 Priklad limity funkce x-sin—
X

Limita v bod¢ Xo = 0 existuje 1 pies to, ze v tomto bod¢ neni funkce definovana.

Plot [x*Sin[l1/x], {x, -0.2, 0.2}, PlotStyle -> Darker [Green],
PlotLabel —> "x sin 1/x"]
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Obr. 5.15.: Funkce xsinE
X

Vypocet:
In[7] = Limit[x*Sin[l/x], x -> 0]
OCut[7] = O

5.5.5 Priklad limity funkce Xx-sin x

U funkce X-sin X neexistuji limity v +oo a -oo.

V Mathematice je vykreslen graf i s pomocnymi pfimkami pomoci jedné funkce
Plot. Styl jednotlivych grafii je pak v PlotStyle ohranien slozenymi zavorkami

oddé¢lenymi ¢arkou, celkem tedy tfi skupiny zavorek pro tfi grafy.

Plot [{x*Sin[x], x, —-x}, {x, —-65, 65},
PlotStyle -> {Darker[Darker[Cyan]], {Gray, Dashed}, {Gray, Dashed}},

PlotlLabel —> "x sin x"]
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Obr. 5.16.: Funkce x-sin X S pomocnymi pfimkami

Vypocet limity v +oo:
Limit[x*Sin[x], x —> Infinity]

In[8]
Interval [{-0c0,00}]

Out [8]

Vypocet limity v -co:
Limit [x*Sin[x], x —> -Infinity]

In[9]
Interval [{-c0,0}]

Out [9]

5.5.6 ReSené piiklady
V této kapitole je ukazka feSeni limit za pomoci programu Mathematica.

Piiklad 1: (ve skriptech uveden v kapitole 8.13)
4 3 _ny2 2 _ 2(y
. X 2+x 2X _im X (x+2)(x 1): im X (x 1):_12 (5.1)
x>=2 X“4+5x+6 2 (X+2)(Xx+3) 2 x+3

Pii vykresleni této funkce programem Mathematica byla pouzita moznost pro popis grafu

PlotLabel a popis 0S AxesLabel.
Plot [ (x"4+x"3-2x"2) / (x"2+5x+6) , {x,-8,4}, PlotRange —> {-1000,1000},

PlotStyle -> Red, PlotLabel -> "Funkce (x"4+x"3-2x"2)/ (x"2+5x+6)",

AXQSLabel _> {"X", "y" } ]
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Obr. 5.17.: Graf funkce feseného piikladu 1
Detail na oblast limity:
30 -
|
wl
-
-8 -6 -4 -2 '/- B 2 4
/ [
/ -0+
I’ L
[ -0 -
|
|
' b

Obr. 5.18.: Detail na oblast limity s vyzna¢enou limitou -12

Vypocet vysledné limity:

Limit[ (x4 + x*3 - 2x™2)/(x*2 + 5x + 6),x —> -2]

In[10] =

Out[10] = -12
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Priklad 2: (ve skriptech v kapitole 8.13)

(5.2)

sm(?x) i sin7x \/x+ +1 _lim sin7x
Jx+1 1 x+0Jx+1 1 Jxt1+41 =0

sin7x 714

I|m(\/x +1+1) =2 I|m

Plot[Sin[7x]/(Sgrt[x + 1] - 1), {x, -5, 8}, PlotRange -> Full,
PlotStyle —> {Lighter[Blue],Thick}, Mesh -> {{0}},
MeshStyle —-> {Red, PointSize[0.015]}]

1+

A | [\ﬂﬂﬂnnnn.
> " \}' VAVAZ A A A

Obr. 5.19.: Graf teSeného ptikladu ¢islo 2, kde x > -1

Vypocet v Mathematice:

In[11l] = Limit[Sin[7x]/(Sqrt[ x + 1] - 1), x —> 0]

OCut[1l1l] = 14
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5.6 Derivace funkce

Tato kapitola pojednava o derivaci funkce. Definice derivace jsou uvedeny v teoretické
Casti této prace, v kapitole 2.3 nebo ve skriptech Matematika | [2] v kapitole 11. V této

¢asti si ukazeme derivovani funkci pomoci programu Mathematica.

5.6.1 Jednostranné derivace

Napiiklad spojitd funkce f(x)=|x| neméa derivaci v f'(0), protoze derivace zleva

je f'(0-)=-1 aderivace zprava f'(0+)=1. Tedy f'(0-)= f'(0+).

Plot[Abs[x], {x,-10,10}, PlotStyle —> {Magenta,Thick}]

10

roy=-1 N\*f / poh=1

-10 -5 5 10

Obr. 5.20.: Graf funkce f(x) = |X|

5.6.2 Derivace vybranych elementarnich funkci

Principidlné zakladni technikou je vypocet piimo z definice, tzn. dosazenim piislusné
funkce do definujici limity a vypoétem této limity. Tento zpusob je vSak obvykle (az
na velice jednoduché funkce) dosti komplikovany a v praxi se nepouziva. Misto toho se
derivace funkci pocitaji ze znamych derivaci n€kolika zakladnich funkci a jednoduchych

algebraickych pravidel pro jejich skladani a dalsi upravy, viz [7].



http://cs.wikipedia.org/wiki/Algebra
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Polynomy:

1) (c)'=0 , [c je konstatni funkce]

In[65] := D[Constant, c]

Out[65]= O

2) (x") =rx""!

In[66]:= D[x"r, x]

(-1+4r)

Out[66]= rx

Mocniny, logaritmy:

3) (") =¢"

In[67]:= D[Exp[x], X]

Out[67]= ¢€"

4) (@*)'=a"Ina , [aeR"]

In[68]:= D[a"x, X]

Out[68]= a*Logla]

5) (In x)’:1

X
In[70] := D[Log[x], X]
Qut [70]= l

X
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6) (log, X' =, [acR" \{]

In[71]:= D[Logla, x], x]
Qut[71]= ;
xLog[a]

Goniometrické funkce:

7) (cosx)" =—sinx

In[72]:= D[Cos[x], Xx]

Out[72]= -Sin[x]

8) (sinx)’ =cos x

In[73]:= D[Sin[x], x]

Out[73]= Cos[x]

9) (tanx)' = 12
COS” X

Mathematica standardné vyjadiuje !
COS X

=sec? X.

tan x je tedy rovna —

COS™ X

jako funkci secans, ktera se zna¢i sec X, derivace

In[74]:= D[Tan[x], x]

out[74]= Sec[xT]

10) (cotx)' =—

sin? x

Podobné jako v pfedchozim ptipadé, zde Mathematica vyjadiuje i jako funkci
SIN X

cosecans, ktera se zna¢i csc X . Derivace cot X je tedy vyjadiena jako —

=—csc? X.
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In[75]:= DJ[Cot[x], x]

Out[75]= -Csc[x]

Cyklometrické funkce:

11) (arcsinx)’ =

1-x?

In[76] := D[ArcSin[x], x]
Qut [76]=

1-x°

, 1
12) (arccosx)' =-—

1-x?
In[77] := D[ArcCos[x], x]
Out[77]= - !
1-x°

13) (arctan x)' = !
1+X

In[78] := D[ArcTan([x], x]
Qut[78]= ! >
1+x
' 1
14) arccotx =-——
1+x
In[79] := D[ArcCot[x], x]
1

Out[79]= -

1+x°
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5.7 Derivace v bodé

Soucasti této prace je notebook vytvoieny v programu Mathematica, ve kterém jsou
dynamicky znazornény derivace vSech vySe jmenovanych funkci. Posuvnikem Ize
nastavovat bod, ve kterém chceme derivaci zobrazit. Soucasné se nam na dvou grafech
zobrazuji vykreslené grafy - levy graf zobrazuje samotnou derivovanou funkci spolu
S tecnou ve zvoleném bodé&, pravy graf zobrazuje jiz derivovanou funkci se zobrazenym
zvolenym bodem. V levém hornim rohu se zobrazuje hodnota zvoleného bodu a jeho
funkéni hodnota. Rozkliknutim malého tlacitka ,+“ vedle posuvniku Ize zapnout
automatickou inkrementaci nebo dekrementaci bodu, zvolit rychlost ¢i zobrazovat

postupné po krocich.

I T ' !
[w | & || a" | Inx|snx| cosx | tanx | cotx | arcsinx | arccos x | arctan x | arccot x

Mastaweni bodu: J

[
non
(s8]

P Derivace x*

¥ ¥
150 150 -

50 F 50 -

-30 =20 =10 10 20 a0 =20 =10 F 10 20

sl _sn L

Obr. 5.21.: Dynamicky zobrazované derivace vybranych funkci

5.8 Lokalni a globalni extrémy funkce

Definice lokalnich a globalnich extrémi funkce je popsana v teoretické Casti této prace
v kapitole 2.4. Podrobnéji jsou probrany ve skriptech Diferencialni a integralni pocet

funkci jedné proménné v kapitole 19 a 20.

V Mathematice slouzi k hledani lokalnich extrémt funkce FindMaximum a
FindMinumum. Do hranatych zavorek se na prvni pozici zadd funkce a na druhou

proménna a pocateni bod, odkud se extrém hledd. Vysledkem je nalezeny extrém a
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funkéni hodnota v tomto bodé. Pokud nezaddme pocatecni bod, vyhledaji se globalni

extrémy.

Ukézka na funkci @Sin X:
X

In[181]:= FindMaximum[100/x*Sin[x], {x, 25}]

Out[181l]= {3.74745,{x -> 26.6661}}

In[182]: FindMinimum[100/x*Sin[x], {x, 17}]

Out[182] {=5.79718, {x —> 17.2208}}

Obr. 5.22.: Lokalni extrémy funkce @sin X a jejich nalezeni
X

Ukazka na funkei x* —3x% —12x° +40x:

In[353] := FindMaximum[x"4 - 3x"3 - 12x"2 + 40x, {x,0}]

Out [353]= {28.091, {x —> 1.38975}}

In[354] := FindMinimum[x"4 - 3x"3 - 12x"2 + 40x, {x,-3}]
Out[354]= {-91.0021, {x —> —-2.28659}}
In[355] := FindMinimum[x"4 - 3x"3 - 12x"2 + 40x%, {x,2}]

Out [355]= {11.6182, {x —> 3.14684}}
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Obr. 5.23.: Lokélni extrémy funkce x*—3x* —12x? +40x

K vyhledani globalnich extrému slouzi v Mathematice funkce Maximize a
Minimize. Zapisuji se stejn¢ jako predchozi dvé funkce, jen se nezadava pocatecni bod

Vystupem je funkéni hodnota funkce v bod¢ extrému.

In[361] := Maximize[-x"2 + 4x - 3, X]

Out[361l]= {1,{x —> 2}}

-1 a 1 2 3 4 5
. Clobihd
L ——
AN T

Obr. 5.24.: Globalni extrém - globalni maximum

In[365] := Minimize[2x"2 + 3x, X]

Out[365]= (-2, {x —> ->1)
8 4
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Obr. 5.25.: Globalni extrém - globalni minimum
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6 INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

Tato kapitola pojedndva o integralnim poctu funkci jedné proménné. Vsechny duilezité
Casti jsou uvedeny v teoretické Casti této prace v kapitole 3. Pripadné dalsi vysvétleni této
problematiky je podrobné probrano ve skriptech Diferencidlni a integralni pocet funkci

jedné proménné v kapitolach 32 az 54.

6.1 Neurdity integral

Tato kapitola pojednavd o moznostech vyuziti programu Mathematica pii vypoctu

neurcitého integralu.

6.1.1 Tabulkové vzorce pro integrovani elementarnich funkei

Pii ukazkach v prostfedi Mathematica se ve vysledku nevypisuje konstanta C.

1) [odx=C, CeR
In[7]:= Integrate[0, x]
Out[7]= O
2) Jl dx=x+C, X € R (coz plati 1 pro nasledujici ptipady)
In[8]:= Integrate[l, x]
Out[8]= x
Xr+l
3) _[x’ dx = +C, r«-1 (reR)
r+1
In[9]:= Integrate[x"r,x]
Xr+l
Out[9]=

r+1l
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4)j—dx:hﬂﬂ+c, X#0
X

In[10]:= Integrate[l/x, x]

Out[10]= Log[x]

5)j€dx:€+c

In(l11]:

Integrate[E"x, x]

Il
0}

Out[11] =

X

a
6) |a* dx=
)I Ina

+C, a>0ra=l

In[12]:= Integratel[a”™x, x]
out[12]= —2
Log a

7) ﬁmxdx=—aBX+C

In[13]:= Integrate[Sin[x], x]

Out[13] —Cos [x]

8)jamxdx:ﬁnx+c

In[14]: Integrate[Cos[x], X]

Out[l4]= Sin[x]

9) j_l dx =—cotx+C, x#kr, keZ
sin® x

In[25]:= Integrate[l/Sin[x]"2, x]

Out [25]= -Cot[x]
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10)'[ ! dx=tanx+C,
cos® X

x# 2k+1 % keZ

In[26] :=

Out[26]= Tan[x]

Integrate[1/Cos[x]"2, x]

dx =arcsin— + C,

11)j\/7

a>0, |x<a

In[66] :=

Out [66]= ArcSin[E}

Integrate[1/Sqrt[57°2 - x"2], x]

1
12) | 2dx=—arctan§+C, a=0
a +X a a
In[50]:= Integratel[l/(a"2 + x"2), Xx]

X
ArcTan[}
out[50]= — L2d

a

1
) j\/xz +a

dx:ln‘x+\/x2 +a‘+C,

x*+a>0 (a=0, tj mize byt a<0)

In[38]:=

Out[38]= Log[x+NE;::;}

Integrate[l/Sgrt[x"2 + a], x]

14) j';((:)) dx=In|f (x)|+C,

f(x) %0

In[49] :=

Out[49]= Log[l+x’]

Integrate[ (2x)/(x"2 + 1), x]

15) [f (ax-+b) dx=§F(ax+b)+C,

a=0, kde F je primitivni funkce k funkci f
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6.1.2 ReSené priklady
Priklad 1: ve skriptech pod ¢islem 33.2

2si =-2
j sinxcost dx=—-2costcosx+C (6.1)

Vidime dulezitost role diferencialu dx.

Reseni v Mathematice:

In[70]:

Integrate[2*Sin[x]*Cos[t], x]

Out [70] -2 Cos[t] Cos[x]

Priklad 2: ve skriptech pod ¢islem 33.3

a) jcos(Bx—Z) dx = Esin(3x -2)+C
3 (6.2)

Ptiklad ukazujici velkou diileZitost vzorce 15) pro integraci funkce linearniho argumentu.

In[71]:

Integrate[Cos[3x - 2], X]

Out[71]= —% Cos[3 x] Sin[2]+ % Cos[2] Sin[3 x]

Vidime, ze vyraz je slozity a Sel by zjednodus$it. K t€émto ucelim slouzi funkce
Simplify. Pouzitim znaku $ nemusime znovu opisovat cely vyraz, tento znak nahrazuje

posledni vystup, tedy vystup s ¢islem 71.

In[72]:= Simplify[%]

1
Out [72]= —5 Sin[2-3 x]

b) [Y~2x+1dx= —g(—Zx +)3Y-2x+1+C

(6.3)

In[73]: Integrate[ (-2x + 1)~ (1/3), x]

Out [73] —2(1—2x)‘”3
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6.2 Urdity integral Riemanniiv

Definice uréitého integralu je probrana v teoretické Casti této prace v kapitole 3.2 nebo

podrobnéji ve skriptech Matematika | [2] v kapitole 45.

V Mathematice se vypocet urcitého integralu provadi funkci Integrate, kde se
na druhou pozici a do slozenych zavorek zapiSe, podle které proménné se ma funkce

integrovat, dolni mez, horni mez.

In[86] := Integrate[x, {x, a, b}]
2 2
Out [86]= ——+b?

6.2.1 Vypocet obsahu plochy

Pomoci urcitého integralu lze vypocitat obsah plochy vymezeny dvéma body a kiivkou.

Tyto dva hrani¢ni body jsou vlastné dolni a horni mez, tedy interval [a,b].

200 -
' ET-IRTg
150 F

100

a0

-4 -2 0 2 4 g g 10

Obr. 6.1.: Vymezena plocha pod kiivkou

Obsah vyznacené plochy pak vypocteme:

In[4]:= Integrate[-x"3 + 11x"2, {x, 0, 6}]

Out[4]= 468
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6.2.2 ReSené priklady
Priklad 1: ve skriptech [2] v kapitole 46.5

Urceme obsah P plochy parabolické usecce na obrazku (Obr. 6.2.). Vime, Ze parabola je

ttemi body A, B, C uréena jednoznacng.

Obr. 6.2.: Plocha paraboly ohrani¢ena tiseCkou

Plati

y=ax’ +bx+c [popt. y—Y, = A(X—X,)*, kde C=(X,,Y,)=(0,1)]

A: 0=a-b+c
B: 0=a+b+c = 0=-2b,tj. b=0. Pak a=b-c=-1.
C.1= c Tedy y=-x*+1.

1

P— L(—xz +1) dx = 2J':(-x2 +1) dx = 2{—%: Xl - 2[—%+1+o—o} =%(j2) (6.4)

Reseni v programu Mathematica:

Soustavu linearnich rovnic vyfeSime pomoci funkce RowReduce, kterd vytvofi vlevo

jednotkovou matici (tedy podle Gaussovy elimina¢ni metody).

In[71] := RowReduce[{{1,-1,1,0},{1,1,1,0},{0,0,1,1}}] //MatrixForm
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1 0 0 -1
Out[71]//MatrixForm =| 0 1 0 O
0O 0 1 1

Z posledniho sloupce vy¢teme hodnoty konstant a, b, ¢ a dosadime do pivodni rovnice.

In[73]:= Integrate[-x"2 + 1, {x, -1, 1}]

Out[73]= 4
3

Priklad 2: ve skriptech [2] v kapitole 46.5

Jde o obsah plochy pod pulperiodou sinusoidy.
>
14 -

1af

1.05-
u.af—
u.usf—
0.45—

nzf

0o 0.5 1.0 1.3 2.0 2.5 3.0

Obr. 6.3.: Plocha pulperiody sinusoidy
_[?sinx dx =[-cosx] =- cosz—cos0 =2(j») (6.5)

Reseni v Mathematice:

In[76]:

Integrate[Sin[x], {x, 0, Pi}]

Il
N

Out[76]

Soucasti této Casti je 1 notebook, ktery obsahuje dynamicky vypocet plochy. Je
Vv ném vybrano nékolik funkci a pomoci posuvniku lze nastavit horni a dolni mez, které

ohranicuji plochu. Obsah této plochy je pak vypsan nad grafem.
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ZAVER
Cilem této prace bylo zpracovat piirucku pro studenty pfedmétu Matematika I na

Univerzit¢ Tomase Bati ve Zlin¢ obsahujici feSeni vybranych matematickych uloh

prostiednictvim programu Wolfram Mathematica.

V teoretické cCasti této prace se nachazi popis programu Mathematica a jeho
zékladni ovladéani a prace v tomto prostfedi. Dale teoreticka Cast obsahuje dvé kapitoly
tykajici se diferencidlniho poctu funkci jedné proménné a integralniho poctu funkci jedné
proménné. V kazdé kapitole jsou uvedeny definice, vzorce a popisy vybranych

matematickych operaci spadajicich do téchto ptislusnych kapitol.

V praktické casti jsou uvedeny ukazky feSeni vybranych problému v programu
Wolfram Mathematica. Potadi probiranych kapitol odpovida potadi kapitol v teoretické
casti. Na zacatku praktické ¢asti jsou zdkladni ukézky vybranych matematickych funkci
umoziujici pfedstavit si, jak se s programem Mathematica pracuje. Jsou zde zatazeny
variantni situace grafického zobrazeni funkci v rovin€, zékladni vektorové a maticové
operace a feSeni nelinearnich rovnic, to vSe vcetné ukazek a popisu pouzitych funkci
vV programu Mathematica. Dale jsou zde ukéazky feSenych tloh na téma diferencialniho a
integralniho poctu. V praktické casti této prace jsou také soubory programu Mathematica
piilozené v elektronické podobé na CD, obsahujici zdrojovy kod, jenz si student mulize
libovoln¢ upravovat. Také jsou zde dva soubory obsahujici dynamicky zpracované ukazky
derivaci vybranych funkci a vypocet plochy pomoci urcitého Riemannova integralu. Tyto

dynamické ukazky jsou umistény i v HTML souboru ve formé animovanych obrazki.
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ZAVER V ANGLICTINE

The aim of this work was to elaborate a guide for students of Mathematics | course at the
Tomas Bata University in Zlin containing examples of solving selected mathematical
problems by the Wolfram Mathematica program.

In the theoretical part of this work is a description of the Mathematica program and
basic operations and works in this environment. Below, the theoretical part includes two
chapters about the differencial calculus of functions of one variable and integral calculus
of functions of one variable. Each chapter provides definitions, formulas and mathematical

descriptions of selected operations belonging to respective chapters.

In the practical part are examples of solving selected problems in Wolfram
Mathematica environment. The order of discussed chapters respond to the order
of chapters in the theoretical part. At the beginning of the practical part are selected basic
math functions allowing you to imagine how to work with the Mathematica environment.
There are variant situations included a graphic display functions in the plane, the basic
vector and matrix operations and solving linear equations, this all with including examples
and a description of used functions in Mathematica environment. There are also examples
of solved problems on differential and integral calculus. In the practical part of this work
are the Mathematica's files placed as a electronic format on a CD containing the source
code, which can student freely modify. Also, there are two files containing dynamically
processed samples of selected derivates of selected functions and calculation of the area
by a Riemann integral. These dynamic examples are placed in the HTML file as animated

images.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

Vsechny pouzité matematické symboly jsou v souladu s normou CSN ISO 31-11.
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SEZNAM TABULEK

Tato prace neobsahuje zadné tabulky.
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SEZNAM PRILOH

Vsechny prilohy se nachéazeji v elektronické podobé na ptilozeném CD.



