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ABSTRAKT

Bakalarska prace se zabyva uzitim softwaru Wolfram Mathematica 8 pii feSeni
vybranych tuloh z diferencialniho poctu funkci vice proménnych. V teoretické Casti jsou
k pochopeni problematiky vysvétleny zakladni matematické definice spolu s nazornymi
obrazky. Dale je uveden zakladni popis pouzitych prikazi softwaru, které se vyskytuji
v pfilozenych animacich. Prakticka ¢ast se vénuje vytvoteni interaktivnich ptikladl, které

mohou slouzit studentiim jako pomucka pfti studiu této problematiky.

Kli¢ova slova: parcialni derivace, te¢na rovina, smérové derivace, absolutni extrémy,

Wolfram Mathematica.

ABSTRACT

This thesis deals with the use of software Wolfram Mathematica 8 to solve some
selected problems of the differential calculus of functions of more variables. The
theoretical part explains the understanding of the basic mathematical definitions along with
the illustrative images. There is also given the basic description of the software commands
appearing in the attached animations. The practical part is devoted to the creation of
interactive examples that can serve students as an aid in the study of this issue.

Keywords: partial derivatives, tangent plane, directional derivatives, absolute extremes,

Wolfram Mathematica.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 5

Dékuji Mgr. Jané Rezni¢kové Ph.D., vedouci mé bakalaiské prace, za velmi cenné rady

a ptipominky, které mi v pribéhu psani i béhem pravidelnych konzultaci poskytla.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 6

Prohlasuji, Ze

beru na védomi, ze odevzdanim bakalarské prace souhlasim se zvefejnénim své prace
podle zakona €. 111/1998 Sb. o vysokych Skolach a o zméné a doplnéni dalSich
zakond (zakon o vysokych Skolach), ve znéni pozdéjSich pravnich predpisii, bez
ohledu na vysledek obhajoby;

beru na védomi, ze bakalaiska prace bude ulozena v elektronické podobé
V univerzitnim informa¢nim systému dostupna k prezen¢nimu nahlédnuti, ze jeden
vytisk bakalaifské prace bude ulozen v pfirucni knihovné Fakulty aplikované
informatiky Univerzity Tomase Bati ve Zlin€ a jeden vytisk bude ulozen u vedouciho
prace;

byl/a jsem seznamen/a s tim, ze na moji bakalaiskou praci se plné vztahuje zakon
¢. 121/2000 Sb. o pravu autorském, o pravech souvisejicich s prdvem autorskym
a 0 zmeéné nékterych zakoni (autorsky zakon) ve znéni pozd¢jSich pravnich predpisi,
zejm. § 35 odst. 3;

beru na védomi, ze podle § 60 odst. 1 autorského zakona ma UTB ve Zliné pravo
na uzavieni licencni smlouvy o uziti Skolniho dila v rozsahu § 12 odst. 4 autorského
zakona;

beru na védomi, ze podle § 60 odst. 2 a 3 autorského zdkona mohu uzit své dilo —
bakalafskou praci nebo poskytnout licenci kjejimu vyuziti jen s pfedchozim
pisemnym souhlasem Univerzity Tomase Bati ve Zliné, kterd je opravnéna v takovém
piipadé ode mne pozadovat pfiméfeny prispévek na thradu nakladd, které byly
Univerzitou TomaSe Bati ve Zlin€ na vytvofeni dila vynaloZeny (az do jejich skute¢né
vyse);

beru na védomi, ze pokud bylo k vypracovani bakalaiské prace
vyuzito softwaru poskytnutého Univerzitou Tomase Bati ve Zliné nebo jinymi
subjekty pouze ke studijnim a vyzkumnym ucelim (tedy pouze k nekomerénimu
vyuziti), nelze  vysledky  bakalafské  prace  vyuzit ke  komerénim
ucelim;

beru na védomi, Ze pokud je vystupem bakalaiské prace jakykoliv softwarovy produkt,
povazuji se za soucast prace rovnéZ i zdrojové kody, popi. soubory, ze kterych
se projekt sklada. Neodevzdani této soucasti mize byt divodem k neobhajeni prace.

Prohlasuji,

ze jsem na bakalarské praci pracoval samostatné a pouzitou literaturu jsem citoval.
V ptipadé publikace vysledki budu uveden jako spoluautor.

ze odevzdana verze bakalairské prace a verze elektronickd nahrand do IS/STAG jsou
totoZne.

Ve Zlin€

podpis diplomanta



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 7

OBSAH
UVOD ... oottt ettt e e ettt e e e et e e s bt e e s be e e st e e e sabaeesabeeesabeeesabeeesabeeeabteesneeeans 9
| TEORETICKA CAST ....cooooiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeees et 10
1 FUNKCE VICE PROMENNYCH.......cccooosiiiiiiiiieeeeserees s, 11
11 REALNA FUNKCE N REALNYCH PROMENNY CH .....cooiuviieeiiiiireeeiiiieeeeeanireeeessssneeeans 11
1.2 GRAF FUNKCE ....uttiiiiiiittiee e s ettt e e e ettee e e s sttee e e s aatteeesaeabeeeessnbbeeeesassteeeeansbeseesaseneeennns 12
2 PARCIALNI DERIVACE .........cocooooiiiiiieeeeeeeeeeseee st 13
2.1 PARCIALNI DERIVACE 1. RADU .....uuiiiiiiiiiiic ettt e ettt e e e enane e e 13
2.2 SMEROVE DERIVACE ....uvviiiiitiiieeeiitieeessitteeeesatteeesasssesesssssseseesasssessssssseseessnssseessnns 14
2.3 GRADIENT FUNKCE ......utttiieiitteeeeeitteeeeesitteeeesataeeessssbeeeessaseseesasstesesassbeseessnsseneesns 15
3 DIFERENCIAL FUNKGCE ......cooooioiitieeeeeeeeeeeeeeee ettt en e en s en s, 16
3.1 TECNA ROVINA ....cttiiiiiitiiie e e ettt e e e ettt e e sttt e e e e et ee e e s sbaeeeesaabaeeeesanbeeeessabaeeeesanneeeens 16
3.2 NORMALA ..ottt ittt e ettt e e et e e e e et e e e s s bb e e e e s aabbeeeeeesbaeeeesbbaeeesaasreeeeeansens 16
3.3 TOTALNI DIFERENCIAL ....uvvieiiiiieeeeiiteeeeseiteeeeeeesreeeessbaeeeesensaeesssssseseesssssseesasseeens 17
4 EXTREMY FUNKCI........ccosiiiiiiieieeceeee et 18
4.1 STACIONARNI BOD ....cutviiiiiiiiieeeeitiee e e e sitteeeesette e e e s eabaeeessbbeeeesassteeesanbeseessbseeeesnns 18
4.2 ABSOLUTNI EXTREMY ...cciuttiieeiiieieeeiitieeeeseitteeeesitseseessssesesssssesssssnsssssesasssssessassens 18
5 WOLFRAM MATHEMATICA ..ottt 20
5.1 PROGRAMOVACT JAZYK ..oeeiiitiieieiiiiee e e eittee e e e sttee e e s etvee e e e etbaeeessensaeeessenbaeeessbreeeesans 20
5.2 INTERAKTIVNI NAPOVEDA .....citiieiiiitiieeeeiitee e e s eteee e s sitteeeessbteeeessnbseeessnnsaeeessnnreeens 21
5.3 PALETY NASTROJU ....uuttiiieiiiieeeeieiteeeeeitteeeesstteeeesesbaeeessestaeeessssaeeesasreseesaseseeesns 21
54 GRAFICKE FUNKCE ....ctvtiieiitteeeeeitteeeessitseeeesasseeesasssasesssssseseesassesssssssesesssnssseessans 22
T B A = (o) £ D LU 22
542  ParametriCPIOt3D .......cooiiiiiicii ettt 23
5.4.3  GraphiCS3D ......cccioiiiieiieiieie st se ettt 23
B4 SROW...uiiiii ettt ettt et et ba e b aaee s 23
545  MaNIPUIALE........ooieeee et 23
55 PODMINKY A CYKLY ..uutttttiitiieeeiiiiitiieeeeeee e e s s sitabareeeeeeesssssntsbsseesseessssnsssssesesasesssnsnns 24
oo TR R 0 76 1003111 10§ N 24
55,2 SWILCN ..o e 24
5.5.3  CYKIUS FOF ..ottt 25
5.5.4  TaADIE e 25
5.6 VY TVARENT FUNKCI 11vtiiiiiiiiie it cee ettt st e e e et a e e s stae e e e s snnrne e e e ennes 25
I PRAKTICKA CAST .....ooooieeceeeeeeeeeeeee e 27
6  INTERAKTIVNI PRIKLADY ........cccooiiiiiiiiiieesieeeeeesesee e 28
6.1 PARCIALNI DERIVACE ....ceiciiutiieeeiiitieeeeeitieeeeestteeeesasttaeesessseeeessnssseeesasteseessnsnneessnns 28
6.2 TECNA ROVINA ......uttiii ettt e ettt e e ettt e et e e e e et e e e e st e e e e s aaaae e e e e sabeeeessntraeeessnnaneeas 31
6.3 SMEROVE DERIVACE ....uvviiiiiiiiieeeitieeeeesitseeeesasteeesasssasessssseeeesassseessssssesesssnssssessnns 32
6.4 ABSOLUTNI EXTREMY ..ciiuttiieeiiuiiieeeiittteeeeeitteeeesstseeeessssseeesssssessessnssnsessasssssssssnsens 34
6.4.1  Absolutni extrémy na Kruhu.........ccocoiiiiiiiiiii 37
6.4.2  Absolutni extrémy na obde€Iniku ........ccooviiiiiiiiiiiii e, 38

6.4.3  Absolutni extrémy na trojihelniku..........ccoccovviiiiiiiiiiii 39



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 8

ZAVER ..o oottt ettt ettt e et er et 40
ZAVER V ANGLICTINE .....oooiooioeeeeeeeeeee oo et e e st enaese e s s en e s s seen s 41
SEZNAM POUZITE LITERATURY ...oovioeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeves s en s s, 42
SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK .......coovvieieeeeeeeeeeeeeeeseeeeeneons 43
SEZNAM OBRAZKU ..ot ettt ee et en et es s eeeneenne 44
SEZNAM TABULEK ...ttt et ettt tee st s et e s es et st ene et esen st es s enene e 45

SEZNAM PRILOH.........cooo oo oo e et e e s e s et e e e er e e e e s er e e e eeeerar e 46



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 9

UvVOD

Bakalatska prace je rozd€lena do dvou zakladnich ¢asti, a to teoretické a praktické.
V teoretické Casti jsou vysvétleny zékladni pojmy z diferencialniho poctu funkci vice
proménnych, které jsou doplnény o nézorné obrazky. Prace se orientuje ptedevSim
na parcidlni derivace a jejich aplikace. V jedné z kapitol jsou také uvedeny zaklady
programu Wolfram Mathematica 8, ktery byl pfi praci pouzit. Piedev§$im jsou zde
vysvétleny funkce a zakladni piikazy, které se vyskytuji v pfiloZzenych interaktivnich
ptikladech. Snahou bylo, aby vsSechna teorie korespondovala s praktickou casti. Prace
se orientuje na cCtendfe, ktefi maji jiz zakladni znalosti z probirané problematiky,

ale nemuseji znat programovani v daném softwaru.

V ramci praktické casti je pak vytvofeno 6 interaktivnich ptikladli (animaci)
z diferencialniho poctu funkci vice proménnych, které mohou také slouzit studentiim
K pochopeni probirané latky. Pfi vytvafeni animaci byl kladen duraz ptedev$im na
nazornost, pfehlednost a jednoduché ovladani. Proto maji téméf vSechny stejnd rozhrani,
aby se v nich uzivatel mohl 1épe orientovat. Obrazek kazdé animace spolu s dikladnym
popisem se také nachazi v druhé casti této prace. Dale se mizeme setkat s popisem casti
zdrojového kodu, ktery slouzi pro lepsi orientaci, pokud by si chtél uzivatel danou animaci

napf. rozsifit ¢i zménit.
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. TEORETICKA CAST
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1 FUNKCE VICE PROMENNYCH

Pti studovani realnych jevii se obvykle setkavame se zavislosti na dvou nebo vice
proménnych. Proto je tfeba si rozsifit zékladni pfedstavy o funkci jedné promeénné,
abychom pochopili funkce vice proménnych. I kdyz zustavaji vypocetni pravidla
V podstaté stejna, samotny vypocet je mnohem bohatsi. Napftiklad s jejich diferencialnim
poctem se mizeme setkat v riznych aplikacich, jako jsou linearni programovani,

ekonomika (maximalizace zisku) apod. [7, s. 949]

1.1 Realna funkce N realnych proménnych

Reélna funkce jedné redlné proménné je definovédna jako ptedpis, podle kterého
je kazdému realnému Cislu x € I,I € R, pfifazeno pravé jedno realné Ccisloy € R.
Zobecnénim piedeslého je zobrazeni z R™ (n > 2) do R, které nazyvame funkci vice

proménnych. [2, S. 1]

Definice 1.1. Necht M € R™*,n > 1, M # @. Zobrazeni
fM-R (1)

se nazyva realna funkce n realnych proménnych a mnozina M se nazyva defini¢ni

obor této funkce a znadi se Dy.

Z ptedchozi definice vyplyva, Ze kazdému bodu x = (xq,%,,..,Xy) EM
je piifazeno pravé jedno realné Cislo y € R, kde ovSem zalezi také na potfadi. Oznaceni
symbolem y budeme nazyvat zavislou proménnou a x;, x5, ..., xy budou pak nezavislé
proménné nebo také argumenty funkce f. Mnozinu f (M) hodnot y, které jsou pfifazeny
jednotlivym bodiim x € M, nazyvame obor hodnot funkce f(x) a zna¢ime H;. [5, s. 20]

Funkci vice proménnych mizeme vidét naptiklad pii vypoctu objemu rota¢niho valce
V =nr?h, 2)

kde r je polomér podstavy a h je vyska valce. Polomér i vySka valce jsou nezavislé

promé&nné a objem je zavisld proménnd. Formalni zépis je

V=f(h). @)
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1.2 Graf funkce

Definice 1.2. Necht f je funkce n proménnych definovana na mnoziné¢ M € R™",n > 1.

Grafem G funkce f nazyvame mnozinu boda

G(f) = {[x'J’] € Rn+1:x = (xl;x2i "'lxN) € M,y = f(X)} (4)

Pokud je n =2 (2 nezavislé proménné), jedna se o funkci dvou proménnych
a grafem této funkce je mnozina bodii v trojrozmérném prostoru (3D graf). Pfi n > 2 ztraci
graf svou geometrickou ndzornost, jelikoZ zde naSe predstavivost vétSinou kon¢i. Ptiklad

3D grafu je vidét na Obr. 1.

flx,p) = x? -.1’2

100

50

Obr. 1. Vykresleni grafu zadané funkce f(x,y) = x*- y?
V trojrozmérném prostoru.
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2 PARCIALNI DERIVACE

Derivace je dulezitym pojmem diferencialniho poctu. Opét vychazime z funkce
jedné proménné f: R — R, kde jeji derivace f’ v bodé x,, je definovana jako limita
x)— f(x 5
1) — tim L =G0 ©
X—Xg X — xO
Derivace funkce v bodé nam udava smérnici teény ke kiivee y = f(x) v bod¢€ [x,, f (xo)],
a také rychlost zmény této funkce. Jestlize ma funkce derivaci v bod¢ x,, je Vv tomto bod¢

spojita, a tudiz zde existuje také limita funkce. [2, s. 24]

2.1 Parcialni derivace 1. radu

Limita funkce dvou proménnych je komplikovangjsi nez v ptipadé funkce jedné
proménné. Rychlost, sjakou se méni funkéni hodnoty, zavisi na sméru, ve kterém
se k danému bodu blizime. K bodu se mizeme blizit mnoha zplsoby, nicméné se zde
budeme napted zabyvat situaci, kdy se blizime k danému bodu ve sméru souradnych
osxa y. Tim se dostavdme k zavedeni pojmu parcialni derivace. Pfi parcidlni derivaci
se na jednu nezavislou proménnou divame jako na konstantu a derivujeme klasicky podle

zbylé proménné. Pro funkci n proménnych je situace analogicka. [2, s. 24]

Definice 2.1. Necht' funkce f:R? - R je definovana v bod& [x,,V,] a n&akém jeho
okoli. Polozme ¢(x) = f(x,y,). Ma-li funkce ¢(x) derivaci v bodé x,, nazyvame tuto

derivaci parcialni derivaci funkce f podle proménné x v bod¢ [x,, y,] a oznacujeme

f',. (%0, ¥0), nebo takeé g—i (x0,¥0)- Je definovana jako limita

af _ (x) — @(xo) . f(xye) = f(x0,¥0) (6)
a(xo,yo)—xlm—— lim .

i
—Xo X — X X—Xg X — X

Polozme Y (y) = f(xo,y). Ma-li funkce y(y) derivaci vbodé y,, nazyvame tuto

derivaci parcialni derivaci funkce f podle proménné y v bod¢ [x,, y,] a oznaCujeme

f ’y (x0,¥0), nebo také Z—i (%0, ¥0). Je definovana jako limita

Q(x ) = lim V() —Y(o) lim f(x0,y) — f (X0, ¥0) (7)
dy 0Yo) = Y=Yo Y —Yo Y=Y Y —Yo .
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Geometricky vyznam parcialni derivace funkce dvou proménnych x a y lze vidét
na Obr. 2. Parcialni derivace podle proménné x Vv bod¢ [x,,y,] je definovana jako
smérnice te¢ny ke kiivce @ (x) v bodé y, a je rovna tangensu uhlu, ktery svira tato te¢na
s kladnym smérem osy x. V tomto piipad¢ je y, zafixované a méni se pouze x. Analogicky
je tomu u parcialni derivace podle proménné y, ktera je rovna smérnici teény ke kiivce

Y (y) v bod¢ x, a odpovida tangensu uhlu, ktery svira tato te¢na s kladnym smérem osy y.

Obr. 2. Parcidlni derivace funkce v daném bodeé podle
nezavislych proménnych x a y.

2.2 Smérové derivace

Smérové derivace jsou zobecnénim parcialnich derivaci a popisujeme jimi zménu
dané funkce v bodé [xg, Vo] podél libovolné piimky uréené smérovym vektorem . Ten

je obvykle jednotkovy, pokud tomu tak neni, je mozné dany vektor normovat. [2, s. 31]

Definice 2.2. Necht' f je funkce n proménnych, A je vnitini bod Dy, i € V*, g: R - R.
Pro kazdé t € R polozme g(t) = f(A + tu). Pak

g(t)—<0(0)_1. f(A+td) - f(A) 8)
— = im

t—0 t

f3(A):= g(0) = lim

se nazyva derivace funkce f v bodé A ve sméru vektoru .
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Symbol V" ozna¢uje zaméfeni n rozmérného eukleidovského prostoru. V nasledujici vété

je uveden navod pro vypodet derivace funkce v bodé A ve sméru vektoru u.

Véta 2.1. Necht f(x,y) ma v néjakém okoli bodu A vSechny prvni parcidlni derivace,

které jsou navic v bod¢€ A spojité. Pak plati

of -9 : 9 ay- et 2y 9
57 (A = - (@) wy + 5 () up ok 5= (A) ©)
kde U = (uqg,uy, ..., Up).
2.3 Gradient funkce
Definice 2.3. Vektor vSech parcialnich derivaci
af af af (10)
—A4),—4),..,—
<6x1( ) axz( ) axn( )>

se nazyva gradient funkce f v bodé A a znaci se grad f(A) nebo také V f(A).

Pomoci gradientu mizeme vzorec pro vypocet derivace funkce v bodé A ve sméru

24

L (4) = grad f(A) - =V f(A)-T. (11)
Z piedchoziho vzorce vyplyva, Ze se jedna 0 skalarni soucin dvou vektort, t.
grad f(A) -u = |grad f(A)| - |u]| - cos «, (12)
kde a je thel, ktery sviraji vektory grad f(A) a u. Odtud plyne, Ze derivace je maximalni,
pokud a = 0°. Vektor grad f (A) tedy uréuje smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Analogicky vektor —grad f(A) uruje smér, ve kterém funkce f nejrychleji Kklesa.
[7,s.993]




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 16

3 DIFERENCIAL FUNKCE

U funkce f jedné proménné v bod¢ x, rozumime diferencialem prirastek funkce
na te¢né vedené ke grafu funkce v bodé [xg, f(x0)]. U funkce n proménnych je totalni
diferencial definovan analogicky. Jednd se o pfirtstek funkce na te¢né rovin€ vedené

ke grafu funkce bodem x, € R™. [2, s. 37]

3.1 Tecna rovina

Véta 3.1. Necht funkce f ma definované a spojité parcidlni derivace v okoli bodu [xg, Vo]

Pak plati, ze funkce f je v bod¢€ [xy, ¥o] spojita a rovina o rovnici
z = f(x0,¥0) + f’x(XOJ’O) “(x —x) + f’y(xo»J’o) (Y — o) (13)

je teéna rovina ke grafu funkce f v bodé [x,, vo, f (X0, ¥o)].

Obr. 3. Priklad tecné roviny ke grafu zadané funkce.

3.2 Normala

Pokud jsou splnény ptedpoklady piedchozi véty, pak fikame, ze funkce f je
diferencovatelna v bodé [x,, y,]. [6, s. 397]
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Normala grafu funkce f vbodé T = [xg, Vo, f (X0, Yo)] je pfimka n kolma k te¢né
rovin€ v bod¢ dotyku T. Smérovy vektor této normaly je roven normalovému vektoru te¢né

roviny. Parametrické vyjadieni normaly je pak
x =xo+ f',(x0,50) " L,
y=yo+f',(x0,¥0) " t, (14)

z = f(x0,¥0) — t.

3.3 Totalni diferencial

Definice 3.3. Necht' funkce f(x,y) dvou proménnych ma spojité parcialni derivace

V bod¢ [x,, yo]. Pak vyraz
df (x0,¥0) = f',(x0,¥0) - dx + f'y(xo'YO) -dy (15)

nazyvame totalni diferencial funkce f v bodé [x,, yo]. Funkce f se nazyva kmenova

funkce tohoto diferencialu.

Totalni diferencial lze pouzit napi. k pfibliznym vypoctim funkénich hodnot.
Prirastky dx a dy zrovnice (15) zapisujeme také ve tvaru dx = x — xy,dy =y — Y.
[2, s. 39]
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4 EXTREMY FUNKCI

VysSetfovani extrému funkci je jednou z dualezitych casti diferencidlniho poctu.
S extremalnimi ulohami se setkavame 1 v bézeném zivot€. Napt. snazime se maximalizovat
zisk pfi co nejmenSich nakladech (ekonomické rozhodovéni). O absolutnich extrémech
mluvime tehdy, pokud mame najit na predepsané mnozin¢ bod, kde funkce nabyva své

nejmensi, resp. nejveétsi funkéni hodnoty. [2, s. 64]

4.1 Stacionarni bod

Definice 4.1. Necht’ f: R™® — R. Rekneme, Ze bod A € R" je stacionarni bod funkce f,

jestlize v bod¢€ A existuji vSechny parcialni derivace funkce f a plati

A ay = ;o 16
(=0 i=12.,n (16)

Funkce f:R"™ — R mize mit extrém pouze ve svém stacionarnim bodé nebo

Vv bodg¢, kde alespon jedna z parcialnich derivaci neeXistuje. [2, s. 65]

4.2 Absolutni extrémy

Definice 4.2. Necht f:R" - R, M c Df. Rekneme, 7¢ bod A € R" je bodem

absolutniho maxima (minima) funkce f na M, jestlize pro kazdy bod X € M plati
f(X) < f(A) pro absolutni maximum, a7
f(X) = f(A) pro absolutni minimum.

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich ostré, mluvime o ostrych absolutnich maximech

a minimech. Absolutni maxima a minima nazyvame absolutni (globalni) extrémy.

Véta 4.1. Necht M c R" je kompaktni mnozina (tj. uzaviena a ohrani¢end) a funkce
f:M —> R je spojita na M. Pak f nabyva svych absolutnich extrém bud’ v bodech

lokalniho extrému leZicich uvniti M nebo v nékterém hraniénim bods.

Pii hledani absolutnich extrémii funkce dvou proménnych postupujeme tak,
ze nejdiive najdeme stacionarni body uvnitf dané mnoziny a poté vySetiime hranici
mnoziny. Tu rozdélime na takové ¢asti, aby kazdou z nich bylo mozno popsat funkci jedné
proménné. Tento piedpis pak dosadime do zadané funkce dvou proménnych, ¢imz

dostaneme funkci jedné proménné. Pro tuto funkci pak derivaci najdeme dal$i body
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podezielé z extrému. Poté vypocteme funkEni hodnoty ve stacionarnich bodech (lezicich
uvnitf mnoziny) a v hrani¢nich bodech podezielych extrémi. Po vypocteni funkénich
hodnot téchto boda nalezneme bod s nejmensi a nejvétsi funkEni hodnotou. Tyto body pak

odpovidaji absolutnimu minimu a maximu funkce na dané¢ mnoziné. [1]
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5 WOLFRAM MATHEMATICA

Wolfram Mathematica (dale jen Mathematica) je software vhodny nejen pro
matematické operace, ale lze jej vyuzit i vjinych odvétvich jako jsou automatizace,
programovani aj. Integruje v sob& nastroje pro numerickou a symbolickou matematiku,
graficky a dokumentacni systém a zajiStuje pokroCilé propojeni s dal§imi aplikacemi.
Sjednocuje tak vSechny dulezité prvky, které byly diive dostupné jen odd€lené. Pied
vytvoienim tohoto softwaru existovaly programy pouze pro specifické tlohy, napi. pro

tvorbu grafli, matic, feSeni rovnic apod. [3, S. 7]

5.1 Programovaci jazyk

Programovy kod nese nazev Mathematica a poskytuje silné programové vyvojoveé
prostfedi. Programovani probiha v textovém dokumentu neboli notebooku (*.nb) a pro
zpiehlednéni je dale zdrojovy koéd rozdélen na tzv. ,bunky“. Ty lze piekladat vSechny
najednou nebo samostatné, rozdelovat ¢i seskupovat. Pieklad probihd pomoci stisknuti
klavesy ENTER (u numerického bloku), zkratkou SHIFT+ENTER (standardni) nebo
klasicky pfes menu programu v zalozce Evaluation — Evaluate Notebook. Pti psani kodu
neni tfeba rozliSovat typy proménnych, dimenze matic nebo fizeni paméti. Proto je
Mathematica vhodna i pro lidi, ktefi se dfive s programovanim viibec nesetkali. Mohou tak

zacit ihned tvofit program bez programatorskych znalosti. [3, s. 8]

Na Obr. 4 vidime demonstraci programu, kde jako piiklad uvadim cyklus For,

v némz se v kazd¢ iteraci provadi tisk pocitadla cykld (proménné i).

# Untitled-1* = ECh ™

-

2= For(i=0,1<4, i++,
Print[i]
]

m

100% =

Obr. 4. Ukazka cyklu ve vyvojovém prostiedi Mathematica spolu
S vystupem (tiskem) pocitadla cykli.
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5.2 Interaktivni napovéda

Software obsahuje kompletni indexovanou dokumentaci pro vSechny funkce
(ptikazy), které lze pouzit. Do napovédy se dostaneme stisknutim klavesy F1. V ni lze
jednoduse vyhledavat a studovat funkce spolu s interaktivnimi piiklady. Na rozdil
od jinych programi lze tuto napovédu upravovat a ptiklady prekladat. Zmény nejsou trvalé

a po uzavieni napoveédy dochazi k obnové ptivodnich dat. [3, s. 8]

Napovéda je cela dostupna online, viz seznam literatury [8]. Ptiklad vyhledavani
vidime na Obr. 5, kde se zobrazuje napovéda pro vykresleni jednoduchého grafu (2D)
spolu s piikladem pouZziti.

% Plot - Wolfram Mathematica = |[=2]) =]

4| @ F.J 0| SEARCH Plot »n|[4
q Searchforall pages containing Plot.

m

Plot

Blot[f, (X, Xminr Xmax}]
generates a plot of f as a function of x from X, t0 Xmg.

Blot[{fi, far —-}r (X Xmins Xmam]]
plots several functions f.

v [wore mrormaTION |

A EXAMPLES

~ Basic Examples
Plot a function:
In[1]:= Plot[$in[x], {x, 0, 6 Pi}]

10 p A .x\

100% =

Obr. 5. Ukdzka vyhledavani v napovéde v programu Mathematica.

5.3 Palety nastroju

Palety néstrojtt umoziiuji jednoduchym zptsobem vyuziti jednotlivych funkci bez
znalosti programovani ¢i zadavani do programu Mathematica. Najdeme je v menu

programu na zalozce Palettes, kde mame na vybér ze tii moznosti:

a) Basic Math Assistant, ktera slouzi pro matematické operace.
b) Classroom Assistant, ktera sjednocuje vSechny palety do jedné.

c) Writing Assistant, ktera slouzi k formatovani textu.
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Nejlepsim feSenim je pouziti druhé palety, kterd v sobé nese vSechny moznosti

ostatnich palet. Zobrazeni vSech palet je na Obr. 6.

Basic Math Assistant
 Calculator

Basic | Advanced

(=]

®‘

o ||| ~|x

M w o

Tab

Input from Above
Qutput from Above

Command Complete

t 8 ~ | Documentation
5 "alyallx | e
6 | x o Fal° | 4
3 - |[m) | £ | = | o
N+ e}, =

Enter TraditionalForm

Creste Input Cell
Create Text Cell

Make Template

=

@ -

Classroom Assistant Writing Assistant

“ Calculator

Basic | Advanced

A \Writing and Formatting

Create New or Modify Selected Cell

[ & & = |Documentaton [ Title cells [+ ][ section cells _ [~]
= (T [Test calls [+][math calls [+]
783 el l= e
= Start Slige |End Slid Fage B
45 el =]®lF=]) e art Slide |End Slide age Bresk
N ERER )R Cell Modifications
— Merge Cells Divide Cell
0 N+ [{=d] = 1
Tab Enter TraditionalForm Setphiogetie Groopioema iy,

Text Properties

Input fram Above Create Input Cell

B [ u ||AT | al Font...
Output from Above Create Text Cell Taxt CQ|°.— n Clear

Command Complete |  Make Template

Cell Properties

[Background [+ | Frame [+|[2 [~]

Basic Commands

Vax |p=

dj::lr_::} List|2D|3D|

Mathematical Constants

2 e i e ¢ [° | Maralr]
Numeric Functions
N Abs Ceiling Round
= i Floor |[ More [~ ]
Elementary Functions
e Log 10" Log10
Sinh Cosh Tanh More | ¥

 MNavigation

~ Basic Commands

Find...

Spelling...

~ Writing and Formatting [ content [*][Appearance [~]

Stylesheet Chooser

v Typesetting

Drawing Tagls...

 Keyboard

v Help and Settings v Typesetting

Obr. 6. Vyrez palet v programu Mathematica.

5.4 Grafické funkce

5.4.1 Plot3D

|

@ -

Plot3D neboli trojrozmérny graf funkce dvou proménnych lze zadat do programu

Mathematica nésledovné: Plot3D [funkce, {X, Xmins Xmax} r {V 1 Yminr Ymax} 1. Vykresleni

takového grafu vidime v prvni kapitole na Obr. 1. U této funkce lze dalsimi parametry

nastavit zpusoby vykresleni zadaného grafu, coz uvadi Tab. 1.

Tab. 1 Zakladni nastaveni prikazu Plot3D.

Prikaz Vyznam

Axes povoleni vykresleni os
AxesLabel popisky 0s

Boxed ohraniceni kolem grafu
BoxRatios pomeéry vykreslenych os
ColorFunction barevné vykresleni plochy grafu

Filling

vyplii pod plochou

FillingStyle

styl vypln¢€ pod plochou

ImageSize

velikost vykresleného grafu

Mesh

vykresleni mfizky

PlotRange

rozsah os

PlotStyle

styl vykresleni grafu
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5.4.2 ParametricPlot3D

ParametricPlot3D je dal$im zobrazenim trojrozmérného grafu s tim rozdilem, ze se
jedna o parametrické vykresleni grafu. To znamena, ze zaddvame soufadnice v osach X, y
az. Prikaz pro vykresleni je pak: ParametricPlot3D[{fi,fy, /o), (U, Umins Umax} ] .
Pouziti tohoto piikazu lze vidét v druhé kapitole na Obr. 2, kde pomoci n¢&j vykresluji
kiivky parcialnich derivaci (zluta, zelena). Parametry jsou obdobné jako u Plot3D, proto je

zde uvadét nebudu (viz. Tab. 1).

5.4.3 Graphics3D

Graphics3D slouzi pro vykresleni trojrozmérnych objektid a je definovan piikazem:
Graphics3D[objekty, nastaveni]. Pomoci né&j lze napf. v trojrozmérmém grafu
dokreslovat zakladni obrazce, jako jsou krychle, valec, koule, ale i Sipka nebo jednoduché

body. [8] Zakladni prvky pouzité v této bakalaiské praci jsou v nasledujici tabulce.

Tab. 2 Zakladni nastaveni prikazu Graphics3D.

Prikaz Vyznam

Arrow vykresleni Sipky

Cylinder vykresleni vélce

Point vykresleni bodu, pfip. bodl
Polygon vykresleni obrazce

Text vykresleni textu

5.4.4 Show

Show je prikaz, pomoci kterého lze do jednoho grafu vykreslit vice grafickych
utvart. Tyto Gtvary mohou byt dvou nebo i tii rozmérmé. [9, s. 139] Piikaz je definovan:
Show [grafické utvary, nastaveni]. Pouzit je ve vSech vytvofenych animacich, kde

kombinuji v§echny ptedchozi ptikazy.

5.4.5 Manipulate

Manipulate slouzi k vykresleni interaktivnich vyrazi, kde vidime zménu hodnoty
thned bez dalsiho piekladu. Integruje v sobé také mozZnost zadani klasickych nebo
zatrhavacich tlacitek, tvorbu roletového menu, dynamicky vypis proménnych a mnoho
dalsich zajimavych prvki. [8] Jednoducha aplikace spolu s definici ptikazu je na Obr. 7.

Pohybem posuvniku se méni hodnota proménné v intervalu od 0 do 2.
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Manipulatel[a, {a, 0, 2}]

s ]

0.465

Obr. 7. Priklad prikazu Manipulate.

5.5 Podminky a cykly

5.5.1 Podminka If

Mezi zékladni rozhodovaci podminku patii If, kterd je definovani nasledovné:
If [vyraz, true, false]. Ve vétsing pripadi je dobré uvadét jak prikazy pro pravdu (true),
tak i pro nepravdu (false), jelikoz mize pteklada¢ zahlasit chybu. Pokud se nema nic

provadét, uvadi se obvykle prazdny vektor, ktery ma tvar {}.

5.5.2 Switch

Switch neboli ptepina¢ je dalsi rozhodovaci funkce, pomoci které lze jednoduse
vetvit program. Pouziva se tam, kde by bylo obtizné nebo nepiehledné pouziti ptikazu If.
Definice je pak: Switch [vyraz, hodnotal ,co se md provést, hodnota?,co se mad
provést, ...1. 1 pro programatory je V napovédé [8] vysvétleni zadavani toho piikazu

pon¢kud nepiehledné, proto zde uvedu dva mensi priklady, které jsou na Obr. 8.

a=1: a=2;
Switchla, Switchla,
1, Print["jedna], 1, Print["jedna"],
2, Print["dva"] 2, Print["dwe"]
] ]
jedna dve

Obr. 8. Dva priklady prikazu Switch.

Nevyhoda pouziti tohoto piikazu spoc¢iva v tom, ze standardn€¢ v ném nemame moznost
»default, kterd je programdatoriim velice dobfe zndmda. Jednd se o to, ze pokud
v rozhodovaci podmince neni zahrnuta moznd volba (napt. a=3), tak piikaz Switch

Vv Mathematice vypiSe syntaxi zdrojového kodu (vystupem bude cely piikaz Switch). Proto
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je nutné dodatecné oSetfeni dalSi rozhodovaci podminkou, pokud vime, ze tato moznost

muze nastat.

5.5.3 Cyklus For

K vytvoreni jednoduchého cyklu je mozné pouziti ptikazu For, ktery je definovan:
For [start, test, inkrementace, télo cyklu]. Cyklus za¢ina od hodnoty proménné start
a opakuje se az do vyhodnoceni testovaci podminky, poté se ukon¢i. [9, s. 352] Piiklad je
v kapitole 5.1 na Obr. 4.

5.5.4 Table

Table je funkce obdobna ptikazu For s tim rozdilem, Ze 1ze pomoci ni také vytvaret
vektory, matice apod. Zakladni konstrukce je: Table [vyraz, {imw}]. P vytvafeni
praktické ¢asti jsem se setkal S problémem, ze v jednom piipad¢ neslo pouzit ptikaz For,
ale musel jsem vyuzit této funkce. Pro srovnani jsem vytvofil stejny ptiklad jako
Vv ptedchozim piipadé, ktery je na Obr. 9. Jednd se o pouhy vypis (tisk) proménné
Vv zavislosti na posledni udavané hodnot¢ (4).

Table[Print[i], {i, 4}1;:
1

3

4

Obr. 9. Priklad prikazu
Table.

Pro vytvofeni cyklu je mozné dale pouzit piikazy While nebo Do. Mezi dalsi
rozhodovaci funkce patii také Which. V mé praci jsem si vystacil pouze s piikazy vyse
uvedenymi, proto zde nebudu dalsi rozebirat, pro vice informaci doporucuji napovédu

programu. [8]

5.6 Vytvareni funkei

Vytvareni funkci lze v programu Mathematica zadavat mnoha zpisoby. Uvedu zde
pouze jeden z nejbéznéjsich, se kterym jsem si zcela vystacil. Definice funkce se provadi
pomoci nazvu funkce (secti), nasleduji v hranatych zavorkdch vstupni proménné

s podtrzitkem (x _,y ), dale pfifazovaci symbol dvojteCka a rovna se (:=), za kterym se
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nachdzi télo funkce. Je vhodné ptidat misto tohoto téla piikaz Module, pomoci které¢ho si
1ze definovat lokalni proménné a ptidavat do né&j celé télo funkce. Zajistujeme tak, ze se
nam nebudou piepisovat proménné v ramci celého programu a bude zachovana integrita

dat. Jednoducha funkce pro secteni dvou ¢isel s naslednym zavolanim je na Obr. 10.

sectifx , v ] := Module[{soucet},

soucet =3 + ¥

Return [soucet]

]

secti[l10, 2]
1z

Obr. 10. Priklad funkce pro secteni
dvou cisel spolu s jejim zavolanim.
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II. PRAKTICKA CAST



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 28

6 INTERAKTIVNI PRIKLADY

V praktické c¢asti bakalarské prace se budu zabyvat popisem a objasnénim
dalezitych pojmu pfi vytvaieni interaktivni ptikladl (animaci). Zaméfim se piedevSim
na diilezitd nastaveni a popis zdrojového kodu. VSechny vytvorené animace koresponduji
se zavedenim zakladnich pojmi problematiky z teoretické cCasti. Dbal jsem na to, aby
témet vSechny uvedené piiklady mély stejné rozhrani a uzivatel se v nich mohl snaze

orientovat. Mensi popis kazdé animace je uveden i v souborech (*.nb) pfilozenych na CD.

6.1 Parcialni derivace

fley) = |- -y -

A[L2,-58] ¥ - D
Yo - D
parcidlni derivace podle x
parcidlni derivace podle y

zobrazeni roviny
zobrazeni kfivky

Viytvafil: Jifi Grigar, jiri.grigar@gmail.com, 2013

Obr. 11. Animace parcidalni derivace podle nezavislych proménnych x, y.

Prvni interaktivni notebook zobrazuje parcialni derivaci podle proménnych X, y pro
4 vybrané funkce. Na vybér mame moznost zvolit bod derivace (A), parcialni derivaci
podle proménné X nebo y, zobrazeni roviny a kiivky. Graf lze otacet, posouvat

I ptiblizovat. Zména vysSe uvedenych moznosti se projevi ihned bez dalsiho piekladu.

Pokud klikneme na Sipku v roletovém menu u zadané funkce, mame na vybeér

Z téchto moznosti:

f(xry)=x2_y2’ (18)
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fly) = —x*—y? (19)
fxy) = xy, (20)
flx,y) = sinz * COS %. (21)

Tyto funkce oznacuji ve zdrojovém koédu jako proménné funkcel, ... funkced.
Rozhodnuti, ktera z nich se bude vybirat, provadim pomoci piikazu Switch (piepinac).
Pomoci néj také urcuji zmin & Zmax, které mi znaci rozsah osy ve sméru z. Tim je zajiSténo,
ze graf 1 pii jakékoliv zméné udrzuje stale stejné rozsahy a nijak se nedeformuje. Program
Mathematica dokaze spoditat parcialni derivace po zadani ptislusného vyrazu. Ja jsem
vyuzil jednu z moznosti, jak tuto derivaci zadat, tedy pomoci palety nastroji, kde je pfimo
znak parcialni derivace uveden. Proménné oznacuji ve zdrojovém kodu parcx, parcy.
Pro zobrazeni vice grafickych prvkd kombinuji ptikazy Manipulate a Show. Samotné
vykresleni grafu zadané funkce neni nikterak slozité, pouzil jsem piikaz Plot3D.
Pro samotné vykresleni parcidlni derivace (tecny ke kiivce) podle proménné x je nutné

znat odvozeni rovnice tecny t ke grafu funkce:
t: z—2zy= z'(x—xp) | + 2z (22)
z=2zy+ z'(x — xp).
Pokud uvazuji

zy = f(X0,¥0); t = (x—Xo),

pak

z=f(xp,¥0) + z'x " L. (23)

Obdobnym zplsobem lze odvodit i rovnici te¢ny pro parcialni derivaci podle

proménné y. Parametrické zadani odvozenych vztaht do programu je na Obr. 12.

If[derivacex,

ParametricPlot3D[{t +x0, v0, (£ + txparcx) /. {x—»x0, y» y0}}, {£, -2, 2}, PlotStyle + {Green, Thickness[0.01]}],
{1
1.

If[derivacey,

ParametricPlot3D[{z0, £+ y0, (f + twparcy) /. {x—-x0, y - y0}}, {t, -2, 2}, PlotStyle + {¥Yellow, Thickness[0.01]}],
{3
1.

Obr. 12. Prikazy pro vykresleni parcidlnich derivaci (tecen) ke grafu funkce.
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Zobrazeni kiivky na Obr. 11 (bila a modra) urCuji ze znalosti, kdy pfi parcialni
derivaci podle proménné x je y, ,,zafixované“ a méni se hodnota x,,. Pfi parcialni derivaci

podle proménné y je tomu opacné (viz Obr. 13).

If[ {derivacex) kkEkrivka,
ParametricPlot3D([{z, v0, [ /. {x= a2, v =» v0}}, {a, -10, 10}, PlotStyle - {Blue}],
13,

If[ {derivacey) kkEkrivka,
ParametricPlot3D[{x0, b, [ /. {x— x0, ¥ - b}}, {b, -10, 10}, PlotStyle - {Whitel}],
{31
Obr. 13. Prikazy pro vykresleni kiiivek parcialnich derivaci.

Zobrazeni vykreslovaného bodu provadim pomoci piikazu Point tak, ze

dopocitavam z-ovou soufadnici jako funkéni hodnotu v daném bodg, tedy f (x,, ¥o)-

K vykresleni rovin pouzivam piikazu Polygon, ktery mi spoji zadané body plochou.
V mém piipad€ tak spojuji 4 body a vysledkem je ctverec. Pokud provadime parcialni
derivaci podle proménné x, tak vysledna rovina je rovnob&zna s rovinou o,,. Analogicky
tomu je pro proménnou y, kdy je rovina rovnobézna srovinou o,,. Vytvofeni vSech

ovladacich prvka je na Obr. 14.

{{funkce, funkecel, Style["f(x,v) = ", Italic]}, {funkcel - TraditionalForm[funkcel],
funkce? -»> TraditionalForm[funkce2] ,
funkces -= TraditionalForm [ funkece3] ,
funkced -= TraditionalForm[funkced]},
PopupMernnu} ,

Delimiter,

{{x0, 0, Dynamic[Row [{"A [", xO, ", ", y0, "] *"}11}, -10, 10, 0.1},
{{y0, 0, "yo"}, -10, 10, 0.1},

Delimiter,

{{derivacex, True, "parciidlni derivace podle x"}, [True, Falsell,

[{derivacey, False, "parcialnl derivace podle y"}, {True, Falsell,

e r

[{rovina, False, "zobrazenl roviny"}, {True, Falsel},

{{krivka, False, "zobrazeni kfivEy"}, {True, Falsel},

ControlPlacement -+ Right,

FramelLabel - [Style["VWwtvofil: Jifi Grigar, Jjiri.grigar@mmail.com, 2013, Gray]}
Obr. 14. Prikazy pro ovladaci prvky animace.
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6.2 Tecna rovina

A[-22,-13] x - D
Yo - I:I

zobrazeni roviny
robrazeni rovnice roviny

Foi-22, -13)=-44
f(-22,-13) =26
f(-22, -13) =315

zix, y) = —44(x +22) +26(y +1.3) + 315

10

Vytvofil: Jifi Grigar, jiri.grigar@gmail.com, 2013

Obr. 15. Animace tecné roviny v daném bodé.

Druhy interaktivni notebook zobrazuje te¢nou rovinu pro 4 vybrané funkce.
Na vybér mame moznost zvolit bod (A), ve kterém se bude rovina vykreslovat, samotné
vykresleni roviny a zobrazeni jeji rovnice. Graf lze otacet, posouvat i pfiblizovat. Zména

vyse uvedenych moznosti se projevi ihned bez dalsiho piekladu.

Pokud klikneme na Sipku v roletovém menu u zadané funkce, mame na vybeér stejné
funkce jako u parcialni derivace, viz vztahy (18), (19), (20), (21). Zaklad animace je tedy
obdobny jako u predchozi. Dilezitou zménou je zadani piikazii te¢né roviny, které jsou

na Obr. 16.

(vvypocet parcialnich derivacls)

parcx = a3, (£)

parcy = 8, ()

(wvypodet funkénich hodnot zadané funkce a paricalnich derivacisx)
funkcnilHednotaF = £ /. {x = =0, y - y0};

funkcniHodnotaFx = parcx /. {Xx =+ x0, y =+ y0};

funkcnilHodnotaFy = parcy /. {x =+ =0, y - 70};

(vpFedpis tedné rovingwx)

tecnaRovina = funkcniHodnotaF + funkcnilHodnotaFx « (x - x0) + funkcniHodnotaFy » (v - v0) ;7

Obr. 16. Prikazy pro vypocet tecné roviny.
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K samotnému vykresleni pak pouzivam ptikaz Plot3D, kde vstupni proménné jsou
X, ¥. Zaklad ovladacich prvku je podobny jako u parcialnich derivaci (Obr. 14), ale doslo
Kk rozsifeni zdrojového kodu a také zvySeni slozitosti. Podrobny popis je v notebooku
animace Vv podobé komentare zdrojového kodu. Zakladni konstrukce vypisu je uvedena

u smérové derivace na Obr. 21.

6.3 Smérové derivace

flxyl= |xy -

A[19,-08] ¥ D

= 4]
24

zobrazeni roviny
zobrazeni kfivky
soufadnice vektoru

U = (0.79, 0.61)

Vytvofil: Jifi Grigar, jiri.grigaregmail.com, 2013

Obr. 17. Animace smérové derivace v daném bodé.

Tteti interaktivni notebook zobrazuje smérovou derivaci pro 4 vybrané funkce.
Na vybér mame moznost zvolit bod derivace (A), thel theta (8), zobrazeni roviny, kiivky
a soufadnice vektoru. Graf lze otacet, posouvat i pfiblizovat. Zména vySe uvedenych

moznosti se projevi ithned bez dalSiho prekladu.

Pokud klikneme na Sipku v roletovém menu u zadané funkce, mame na vyber stejné
funkce jako u parcialni derivace a te¢né roviny, viz vztahy (18), (19), (20), (21). Zaklad
animace je tedy obdobny jako u ptedeslych piikladi. Dtlezitou zménou je zaddvani
derivace jiz v libovolném sméru podle vektoru u. Tento vektor bude vzdy jednotkovy (neni
ho tfeba normovat), pokud bude vzdy opisovat jednotkovou kruznici v rozsahu od 0 do 2.

Souradnice tohoto vektoru pak vypoctu ze znalosti ur€ovani stran pravotuhlého trojuhelniku
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jako cos a sin thlu theta pro soufadnice X a y. Vypocet smérnice je pak dan skalarnim

sou¢inem gradientu funkce a vektoru u. Pouzité ptikazy jsou na Obr. 18.

parcx = d; (E) :1
parcy = 4, ()

funkcniHodnotaFx = parcx /. {x = x0, ¥ = 70} ;
funkcniHodnotaFy = parcy /. {x =+ x0, v - y0};

gradF = {funkcniHodnotaFx, funkcniHodnotaFy);
smernice = gradfF. {a, b}:

Obr. 18. Vypocet smérnice tecny ke grafu funkce.

Samotné vykresleni te¢ny pak provadim pomoci ptikazu ParametricPlot3D. Na Obr. 19
je zobrazeno zadavani ptikazi pro vykresleni kiivky i tecny ke grafu funkce (modra
a zelena ktivka animace).

If[Erivka,

ParametricPlot3D[{axt+x0, bet+ 30, £ /. {x > (axt+x0), v+ (bet+v0)}}, {t, -100, 100}, PlotStyle -+ {Blue}],
{31,

ParametricPlot3D[{a~xt +x0, bt + 70, (smernicext + ) /. {x = x0, y =+ 703}, {t, -3, 3}, PlotS5tyle - {Green, Thickness[0.01]}]

Obr. 19. Vykresleni krivky a tecny ke grafu funkce.

Zaklad ovladacich prvki je opét podobny jako u parcialni derivace (Obr. 14), ale
doslo k rozsiteni zdrojového kodu a také zvyseni slozitosti, zde vSak vybrané ¢asti popiSu.

Pro vykresleni kruznice spolu s vektorem jsem pouzil piikazy na Obr. 20.

"NEY,
Graphics[
{Circle[{0, O}, 1],
{Blue, Arrowheads[0.1], Thick, Arrow[{{0, 0}, {&a, b}}]1},
{Gray, Line[{{0, 0}, {a, 0}, {a, B}, {0, B}, {0, O}}]1},
Text["w ", {a»0.5, 0}], Text["u.", {0, b=x0.35}]},
ImageSize - 100],

Obr. 20. Vykresleni krivky a tecny ke grafu funkce.

Vykresluji tak kruznici pomoci ptikazu Circle s polomérem 1, Sipku (zobrazeni vektoru)

pomoci piikazu Arrow, kde se méni smér pomoci soufadnic vektoru (hodnoty a, b). Dale
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pomoci piikazu Line vykresluji usecky 0 velikosti vektoru a popisky soufadnic u; a U

pomoci prikazu Text.

Dalsim prvkem je jednoduchy vypis soufadnic vektoru u, ktery je na Obr. 21.
Podobnymi piikazy se da vypisovat dynamicky text a promeénné. Nesmime vSak
zapomenout na to, ze vSechny tyto piikazy musi byt ve funkci Dynamic. Obdobn¢é jsem

tesil 1 vypisy u te¢né roviny, které jsem Vv praci neuvadeél.

If[vektor,
Style[
TraditionalForm [Row [ {
i, Overscript[™u", "="], " = (", N[a, 2], ", ", H[b, 2], ™"
111, 12, Blue]

Obr. 21. Vykresleni souradnic vektoru.

6.4 Absolutni extrémy

Pro zobrazeni absolutnich extréml jsem vytvofil 3 interaktivni animace
pro 3 vybrané funkce na riznych mnozinach. Mnoziny jsem volil v podobé kruhu,
obdélniku a trojihelniku. Funkce jsem pro ndzornost vybiral z pfednasek a cviceni
predmétu Matematika II. VSechny animace jsou zalozené na stejném zakladu, ale feSeni
prikladl je individualni, proto jsem je rozdélil do tii notebookd. Notebooky maji vSechny
stejné rozhrani 1 ovladaci prvky, proto popis programu provedu piednostné a poté
se zam¢fim na samotny popis jednotlivych animaci. Pfi vytvafeni animaci absolutnich

extrému byla pouzita literatura [1] a [4].

Jednou ze zakladnich funkci je testovani, zda bod podeziely z extrému lezi v dané
mnozing. V prvnim piiklad¢ je mnozinou kruh s polomérem 5. Test bodu, zda se nachazi

Vv daném kruhu, vidime na Obr. 22.

testBodu[bod ] := Module [{ b,
If[bod[[1]1]1% + bod[[2]]7 = 25,

body = Append [body, bod] ,
{1
]
]:
Obr. 22. Funkce pro test bodu daného omezeni.
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Pokud bod lezi v dané mnozing, piida se pomoci piikazu Append do proménné body, ktera

pfi inicializaci tvofi prazdny vektor.

Pro vypis bodu jsem si vytvoril dalsi funkci, kterd pouze pomoci piikazu Row

spojuje dané proménné a vypisuje zadany bod (pt. P1 = [1,2]).

vipisBod [1 ] := Module[{},
Row[{"\tP", 1, " = [", body[[i]]1[0[21], ", ", body [[i1]0[2]], "]"}]
1:
Obr. 23. Funkce pro vypis bodu.

Pomoci nasledujici funkce vyhledavam body podezielé z extrému tak, ze dosadim
funkéni ptedpis pro hranici mnoziny do zadané funkce, zderivuji ji a najdu stacionarni
body. Pokud ma rovnice feseni, tak provedu zavolani funkce na testovani bodu a ptipadné

bod ulozim jako bod podeziely z extrému. Konstrukce funkce je pak na Obr. 24.

2izkejBod [cmezeni ] =
Module[ {novaFunkce, derivace, vyres, podle, bod, x1},

novaFunkce = funkce /. {Xx + cmezeni[[1]], ¥ -> cmezeni[[2]]}:
podle = Variables [novaFunkce] ;
If[Length[podle] =0,

derivace = D[novaFunkce, podle] ;

vyres = Solve [derivace == 0, podle] :

x1l = wyres[[1]1]1[[1]]10[21]:

bod = omezeni /. {X+ X1, ¥+ cmezeni[[2]]}:

testBodu[bod] ,
{1

]
1:
Obr. 24. Funkce pro vyhledani bodii podezielych z extrému.

Jako dal$i jsem vytvofil funkci, ktera uklada do ptipraveného prazdného vektoru

(proménna funkcniHodnoty) bod a zaroven funk¢ni hodnotu v daném bodé.
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ziskejFunkcniHodnotu[bod ] := Module[{FunkcniHodnota, uloz},
FunkcniHodnota = funkce /. {x -+ bod[[1]], ¥ =+ bod[[2]]}:

uloz = Append [bod, FunkcniHodnota] ;

funkcniHodnoty = Append [funkcniHodnoty, uloz] :
1:
Obr. 25. Funkce pro ziskdnt funkcni hodnoty v daném bodé.

Tuto funkci pak volam v cyklu For pro vSechny body podezielé z extrému. Ziskam
tak dvourozmérny vektor, kdy kazdému prvku odpovida bod a funkéni hodnota. Poté
vSechny prvky vektoru sefadim podle funkénich hodnot. Prvni prvek pak odpovida

absolutnimu minimu a posledni absolutnimu maximu.

Asi nejdulezitéjsi ¢ast zdrojového kodu tvoii zobrazeni mnoziny na dané plose,
které je na Obr. 26. To jsem provadél pomoci funkce Plot3D s kombinaci RegionFunction.
Tyto pfikazy nam vykresli na ploSe pouze ohrani¢eni, proto je vhodné rucné dokreslit
danou mnozinu do roviny o,,. Dokresleni jsem provadél pomoci pfikazu Sphere, ktery

nam vytvofi rotaéni valec, nicmén¢ s nulovou (minimalni) vyskou dostaneme kruh.

If[cn'.ezeni,
PlDtSD[Emlkce, {x, -6, 6}, {7, -6, 6},
Mesh —+ False, Boxed + False, ColorFunction —+ "EustTones",
RegionFunction —» E‘u.nc.ticrn[{:n{I ¥ 2}, x4 }"" == 25] , Boundary5tyle -+ Directive[Red, Thick],
Filling - -200
1. 03

]
Obr. 26. Zobrazeni kruhu na dané plose.

Dalsi c¢ast zdrojového kdédu tvofi zobrazeni vSech bodl podezielych z extrému.
To jsem vyftesil pomoci piikazu Table a Point, jelikoz mi neSly vykreslit vSechny body
v cyklu pomoci ptikazu For. Zde vidime, jak je vyhodné mit rizné alternativy
pfi programovani, jelikoZ s takovym problémem se obcas setkdvame. Piikazy pouZité

na vykresleni vsech bodu jsou na Obr. 27.
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(wvykresleni wiech Eandidiatd na extrémw)
If[kandidati,
Graphics3D[{Point3ize[0.02] , Blue,
Point[
Takle [funkcnilodnoty [[t]], {t, 1, Length[funkcniBoednety] , 11]
]
3
]
s {31

Obr. 27. Zobrazeni bodii podezrielych z extrému.

Vsechny animace obsahuji stejné nastaveni, zda chceme zobrazit omezeni na ploSe,
body podezielé z extrému a také absolutni maximum a minimum. Pfi zvoleni nékteré
Z poslednich dvou moznosti se vykresluji a oznacuji body nejen v grafu, ale také
se vypisuji pod ovladacimi prvky spolu s funkéni hodnotou v daném bodé. Konstrukce

vypisu je obdobna jako v pfedchozich animacich, viz Obr. 21.

6.4.1 Absolutni extrémy na kruhu

flx,¥) =x-12x+y% +16 v

zobrazeni omezeni
zobrazeni kandidatd
zobrazeni extrémi

P1 =3, -4]
P2 =[-3,4]

Absolutni minimum:
Fl =[3, -4]
frn (3, —-4)=-75

Absolutni maximum:
P2 =[-3, 4]
frazx (-3,4) =125

Vytwofil: Jifi Grigar, jiri.grigar@gmail.com, 2013

Obr. 28. Absolutni extrémy na kruhu.
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Dalsi popis této animace v tomto pfipadé nepovazuj za nutny, protoze témer cely

uvod do kapitoly 6.4 se zabyva prave timto ptikladem.

6.4.2 Absolutni extrémy na obdélniku

fix.¥) = 3'2““21"}"43'*2}’2 -6 zobrazeni omezeni
zobrazeni kandidatd
zobrazeni extrémo

P1=1[1,1]
P2 =1[0,0]
P3=1[4,0]
P4=1[4,2]
P> =10, 2]

PG =0, ]

P7 = [2, 0]
Pg = [0, 2]

Absolutni minimum:
PlL=[1,1]
T (1,1} =-5

Absolutni maximum:
P4 =4, 2]
frazx (4, 2} =12

Vytvofil: Jifi Grigar, jiri.grigar&gmail.com, 2013

Obr. 29. Absolutni extrémy na obdélniku.

V tomto piikladu je hranici mnoziny obdélnik zadany 4 vrcholy. Tyto 4 body jsou
pak logicky vzdy body podezielé z extrému, proto je nutné je zahrnout do vysledného
feSeni. Rozdil oproti pfedchozimu piikladu spociva v jiném rozdéleni mnoziny. Dale
je patrné, Ze dostavame vice moznych feSeni, a zdrojovy kod se tak 1isi v nékterych
¢astech. Zobrazeni mnoziny do roviny oy, jsem provadél pomoci piikazu Polygon,

kdy jsem spojil vSechny vrcholy obdélniku.
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6.4.3 Absolutni extrémy na trojihelniku

flx,y) =xy (-x-y+4) zobrazeni omezeni
zobrazeni kandidatd
zobrazeni extréma

F1=1[0 4]
4 4
P2 = [—3 . —3]
P3=[4,0]
P4 = [0, 0]
PS5 =[0,0]
P& =[G, 0]
P7 = [0, 8]
Absolutni minimum:

P4 =D, O]

PS5 =[0, 0]

T (0, 0) =0

Absolutni maximum:
P2=%, 4
ERE

4 4, 64
fups (2, 2) = =
maclyr )=

2

Fl (SFic1ar Fi CIFIC1IECE AP e N1

Obr. 30. Absolutni extrémy na trojuhelniku.

V poslednim pfikladu tvofi hranici mnoziny usecky, které vytvaii pravouhly
trojuhelnik. VVrcholy tohoto trojahelniku jsou pak logicky vzdy body podezielé z extrému,
proto je nutné je zahrnout do vysledného feSeni. Rozdil oproti predchozim piikladim
spo¢iva v jiném rozdéleni hranice mnoziny a také omezeni piimkou (pfeponou
trojuhelnika). Zobrazeni mnoZiny do roviny oy, jsem provadél pomoci pfikazu Polygon,

kdy jsem spojil vSechny vrcholy trojihelniku.
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ZAVER

Hlavnim cilem bakalaiské prace bylo vytvoreni interaktivnich ptikladu, které budou
zobrazovat danou problematiku. Prvni ¢ast prace se zaméfuje na zakladni pojmy
z diferencidlniho poctu funkci vice proménnych. Jsou zde uvedeny zakladni vztahy
a ilustrativni obrazky, které slouzi pouze pro zopakovani dané problematiky. Pro vice
informaci doporucuji literaturu [2]. V kapitole 5 se také vyskytuje zakladni popis
a programovani v programu Wolfram Mathematica 8. Duraz je kladen na vysvétleni
ptikazii a funkei, které byly pii praci pouzity. Dle mého nazoru je tento program jednim
z nejlepsich, které lze pouzit. Je to ztoho divodu, ze i kdyz neni cClovék znaly
programovani, mize ihned intuitivné tvofit jednoduché programy. Software totiZ obsahuje
rozsahlou indexovanou ndpovédu, ktera zobrazuje i1 ptiklady pouziti. Ty lze piimo
Vv ni jednoduSe modifikovat a vystup vidime ihned. Pti uzavieni napovédy se vSechna

puvodni data obnovuji.

Popis animaci nalezneme v druhé c¢asti této prace. Celkem bylo vytvoreno
6 interaktivnich pfikladi demonstrujici ptedevsim aplikace parcialnich derivaci. Animace
maji pro nazornost a jednoduchost témet shodné rozhrani. Uzivatel se v nich tak bude 1épe
orientovat. Dale zde uvadim ¢asti zdrojovych kodu, kde jsou k vidéni kombinace piikazl
z teoretické &asti. Ctenaf mé tak ihned predstavu o naro¢nosti vytvofeni takovych animaci.
Do zdrojovych koédi animaci jsem také doplnil komentédfe, které jsou vhodné

pro pochopeni danych usekt kodu.

Praci jsem si vybral z toho divodu, ze i ja pfi studiu diferencialniho poctu funkci
vice proménnych jsem mél horsi ptredstavivost. Napt. kdyz vypocétu parcialni derivaci
zadané funkce v urcitém bodé¢, jak pak vypada v grafu? Témér v kazdé literatufe jsou
uvedeny teoretické zaklady, ale v nékterych chybi 1 nazorny obrazek, ktery povazuji
Vv takovém piipad¢ za velmi dulezity. Proto jsem vytvofil interaktivni ptiklady, v nichz lze
napf. volit soufadnice bodu, v némz pocitame parcialni derivace, ménit smér derivace
¢i zobrazovat body podezielé¢ z extrému. Animace mohou dale slouZzit jako podplrny

materidl k predmétu Matematika II a ja pevné doufam, ze pomohou studentiim pfi studiu.
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ZAVER V ANGLICTINE

The aim of this thesis was to create some interactive examples that will display
the issue. The first part of the thesis focuses on the basic concepts of differential calculus
of functions of more variables. There are basic relations and visual images that only serve
to revise the issue. | can recommend some source [2] for more information. In chapter 5
there is also basic description and programming in the Wolfram Mathematica 8. Emphasis
is placed on explaining the commands and functions that have been used in the work.
In my opinion this program is one of the ones that you can use. Even if someone is not
familiar with programming, he can create simple programs immediately and intuitively.
The software includes an extensive indexed help which displays examples of use. You can
edit and see the output immediately. If you close the help, the all original data will

be restored.

Description of animations can be found in the other part of this work. Six
interactive examples were created for demonstrating applications, especially partial
derivatives. Animations have almost the same interface for their clarity and simplicity.
The user will be better oriented in them. Furthermore, | present parts of the source codes,
where you can see a combinations of commands from the theoretical part. The reader can
immediately see how difficult it was to create such animations. | added comments

in the source codes animations for better understanding the given parts of the codes.

I have chosen as studying differential calculus of functions of more variables | also
had worse conception. For example if computing the partial derivative of the given
function at a certain point, what does it look like in the graph? Theoretical foundations are
given almost in every source, but in some of them a visual image are still missing, which
| consider to be a very important part. That is why | created interactive animations
in which we can choose the coordinates in order to we compute partial derivatives, change
the direction of the derivative or display points suspicious of extreme etc. Animations can
also serve as a support material for Mathematics Il course. | firmly believe it will help

students with their studies.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 42

SEZNAM POUZITE LITERATURY

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

Calc 111 2013 13.8 pt 2 Absolute Extrema. In: Youtube [online]. 26.2.2013
[cit. 2013-05-22]. Dostupné z: http://www.youtube.com/watch?v=qQ0oCieznsU.

Kanal uzivatele BeamerMath.

DOSLA, Zuzana a Ondiej DOSLY. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych.
3. vyd. Brno: Masarykova univerzita, 2006, 144 s. ISBN 80-210-4159-5.

CHRAMCOV, Bronislav. Zaklady prace v prostiedi Mathematica. Vyd. 1.
Ve Zlin¢: Univerzita Tomase Bati ve Zling, 2005, 122 s. ISBN 8073182688.

MARIK, Robert. Absolutni extrémy. In: 3D obrazky k diferencidlnimu poétu
funkci dvou proménnych [online]. 2012 [cit. 2013-05-30]. Dostupné z:

<http://user.mendelu.cz/marik/wiki/3D/absolutni2.html>

OSTRAVSKY, Jan. Diferencidlni pocet funkce vice proménnych. Nekonecné
ciselné rady. Vyd. 4., nezm. Zlin: Univerzita Tomase Bati ve Zlin¢, 2009, 158 s.
ISBN 978-80-7318-856-6.

REKTORYS, Karel. Prehled uzit¢é matematiky 1. 6. pieprac. vyd. Praha:
Prometheus, 1995, 720 s. ISBN 80-85849-92-5.

WEIR, Maurice D., Joel HASS, George B. THOMAS a Ross
L. FINNEY. Thomas' calculus. 11th ed. Boston: Pearson Addison Wesley, 2005,
1228 s. ISBN 0-321-48987-X.

Wolfram Mathematica Documentation 8. In: Wolfram [online]. 2013 [cit. 2013-5-
21]. Dostupné z:
<http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.htm|>

WOLFRAM, Stephen. The Mathematica book. 5. ed. Champaign, Ill: Wolfram
Media, 2003, 1464 s. ISBN 15-795-5022-3.


http://youtu.be/dR8SAFRBmcU.%20Kan%C3%A1l%20u%C5%BEivatele%20RobinZwama
http://youtu.be/dR8SAFRBmcU.%20Kan%C3%A1l%20u%C5%BEivatele%20RobinZwama
http://youtu.be/dR8SAFRBmcU.%20Kan%C3%A1l%20u%C5%BEivatele%20RobinZwama
http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.html

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013

43

SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK
] Znak parcialni derivace.

€ Patti do.

*nb  Soubory s pfiponou notebook.

etal. ajini.

c Je podmnozinou.

) Oznaceni prazdné mnoziny.

Oxy Rovina uréena souradnymi osami x, y.

R MnoZina vSech redlnych Cisel.

R™ n rozmérny redlny prostor.

u Oznaceni vektoru U.

\% Oznaceni pro zaméteni n rozmérného realného prostoru.

\Y Operator nabla, ktery oznacuje gradient funkce.
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SEZNAM PRILOH

Vsechny vytvofené interaktivni animace, které jsou popisovany v kapitole 6, jsou

ptiloZzeny na CD.



