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ABSTRAKT

V tejto praci sa zameriame na doplnenie vedomosti stavovej tedrie linearneho
riadenia. Su tu popisané poznatky O spojitych a diskrétnych systémoch, objasnenie
fungovania vztahov, popripade pravidla ako ich mézeme pouzit. Mame tu spomenuté aj
niektoré moderné spdsoby riadenia. V praci nadjdeme aj niekolko ukazkovych prikladov,
ktoré ndm umoznia l'ahsie pochopenie menovanych vztahov. Niektoré ukazkové priklady

st spracované aj v programe Matlab.

Kracové slova:
Stavova rovnica, spojity linearny systém, diskrétny linearny systém, stavova matica,

Ackermannova veta, SISO systém, MIMO systém.

ABSTRACT

In this work we focus on the completion status of knowledge of linear control
theory. It describes knowledge of continuous and discrete systems, the functioning clarify
relationships, appropriate rules for how they can be used. We have also mentioned some
modern management methods. In this work we find several demonstration examples that
will allow us to more easily understand the relationships appointed. Some sample

examples are processed in Matlab program.

Keywords:

State equation, continuous linear systems, discrete linear systém, State matrix,

Ackermann‘s formula, SISO system, MIMO system.
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UvVOD

Najvacsi rozmach zaznamenala tedria stavového riadenia v Sestdesiatych rokoch minulého
storoCia, preto mézeme hovorit, Ze ide o relativne modernu teériu. Tato tedria je zaloZzena

na stavovom popise systému.

V prvej Casti sme sa zamerali na linedrne spojité dynamické systémy. Téma bola rozlozena
na jednotlivé Casti. Popis jednorozmernych a viacrozmernych dynamickych systémov. Pri
systémoch jednorozmernych sme isli viac do hibky. Popisali sme si stavovt rovnicu, jej
kanonické tvary a transformaciu stavov. Pri va¢§ine viacrozmernych systémov pracujeme

S0 vzt'ahmi, ktoré maji podobny postup rieSenia.

Na doposial menované nadvizujeme linearnymi diskrétnymi dynamickymi systémami.
Ako v predchadzajiucej kapitole sa budeme venovat' zvlast jednorozmernym a zvlast
viacrozmernym diskrétnym dynamickym systémom. PopiSeme si a rozoberieme diferenéné
rovnice a stavové popisy. Zoznamili sme sa so stavovymi rovnicami viacrozmernych

diskrétnych dynamickych systémov.

Tretia kapitola je venovana vlastnostiam tychto systémov. Dolezitymi vlastnostami
linearnych dynamickych systémov su riaditelnost’ a pozorovatelnost. Pozornost’ bola

venovana aj pozorovatel'ovi stavu dynamickych vlastnosti.

Vo Stvrtej Casti je nacrtnuty vzt'ah medzi spojitymi a diskrétnymi systémami. Pre lepSie
pochopenie diskrétnych dynamickych systémov sme sa venovali aj peridde vzorkovania
a nasledného tvarovania signalov. Nasledne sme si mohli vyskuasat’ diskretizaciu linearneho

spojit¢ho dynamického systému.

Piata kapitola je venovana stavovému riadeniu. Popisali sme si regulator konecného poctu
krokov — Dead-Beat. Ukazali sme si vypocet Ackermannovho vzorca pre vypocet stavovej

matice.

V préci sa nachadzaji rieSenia ukézkovych prikladov, popripade ich rieSenie v programe

Matlab.
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1 LINEARNE SPOJITE DYNAMICKE SYSTEMY (LSDS)

Systém je fundamentdlny a frekventovany pojem mnohych vednych disciplin.
Experimentalne a teoretické vedy sa na tento pojem pozeraju zroznych pohladov,
spolo¢nou ¢rtou zostava, ze sa jedna o Cast’ objektivnej reality, ktord je spojend so svojim
okolim. Na systéme je mozné pozorovat’ isty subor veliCin, ktoré reprezentuju spojenie
s okolim. Abstraktna definicia systému nie je jednoducha a predstavuje pomerne obsiahle
uvahy, vid’ napr. [2], [4]. Podobne je to aj s klasifikaciou systémov. V tejto praci sa
budeme zaoberat kauzdlnymi dynamickymi systémami s linedirnym spravanim.
O pri¢innom vztahu mézeme uvazovat vtedy, ak su veliCiny rozdelené na zavislé a
nezavislé. Strucne povedané, bude sa jednat’ o systémy, ktoré st matematickym modelom
mnohych objektov objektivnej reality, ktort mozno popisat’ diferencidlnymi rovnicami.
Prikladom mozu byt’ systémy mechanické (vytah, motorové vozidlo, lietadlo, kyvadlo,..),
elektrické (RLC obvod, energetickd siet,...), chemické (destilacna kolona, chemicky
reaktor, bioreaktor,...) a samozrejme mnohé iné. V kazdom pripade je mozné na systéme
rozoznat’ vstupné a vystupné veli€iny, ktorymi je systém spojeny s okolim.

Vo vzt'ahu s okolim, mdzeme v zdsade rozliSovat’ systémy na otvorené a uzavreté.
Ak nastava, dochadza k interakcii s okolim, hovorime o systéme otvorenom a ak na systém
okolie nepOsobi, potom sa jedna o systém uzavrety.

Dalej ak sa jednd o systém v ¢ase vyvijajucom sa, tak tento systém mozeme volat
dynamickym systémom. Systém, kde su veli¢iny spojito premenné¢ v ¢ase nazyvame
spojitym systémom. Pokial’ st vzt'ahy medzi vstupnymi, vystupnymi (pripadne stavovymi)
veli¢inami linearne, nazyva sa systém linearny spojity dynamicky systém (LSDS).
V pripade, Ze systémom je objekt riadenia, je obvyklé oznacovat’ vstupni veli¢inu u(t),
vystupnu y(t) astavové veliCiny X(t). Systémom je ale obecne aj regulator, pripadne
spatnevdzbovy obvod alebo aj zlozitejSia Struktura. K ureniu dynamického systému
musime poznat® hodnoty vstupu vtomto momente a zaroven dej predchadzajuceho
priebehu. Pocet vstupnych a vystupnych veli¢in (signalov) ndm udava ¢i je systém
jednorozmerny alebo viacrozmerny.

Rozoznavame vonkajsi a vntorny popis dynamického systému. Pri vonkajSom popise
systému pozname iba vstupné a vystupné veli¢iny systému bez podrobnejsej znalosti, Co sa
deje vo vnutri. Pri vnlitornom popise systému sa uvazuji aj vnutorné (stavové) veliciny,
ktoré nemusia byt zo vstupnych a vystupnych veli¢in priamo dostupné. Z pohladu
matematiky je interpretacia stavovych veli¢in (u spojitych dynamickych systémov)
v derivaciach vystupnej a vstupnej veliciny.

VonkajS$im popisom rozumieme:

= diferencialnu rovnicu,

= prenos systému,

= prechodovi funkciu a prechodovu charakteristiku,

* impulznu funkciu a impulznt charakteristiku,

» frekvenény prenos v komplexnej rovine a v logaritmickych stradniciach,
= pobly a nuly systému.

Vnutorny popis je to dokonalejsi popis systému.
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1.1 Jednorozmerné (SISO) systémy

Jednorozmerny systém (SISO) — jeden vstup ajeden vystup. Odkazuje sa na
jednoduchy riadiaci systém o jednej premennej. Tieto systémy si menej komplexné ako
viacrozmerné (MIMO) systémy.

u(t) y(t)

—> systém —>

Obr.1: SISO systém
Pre analyzu a navrh SISO systému sa pouZiva niekol'’ko moznosti:

= diferencialna rovnica — modeluje dynamiku koncentrovanu v dynamickom systéme

V nepretrzitom case

= Laplaceova transformacia (LT)
Aby f(t) bol original, musi funkcia splnit’ tieto pravidla:

- pre zaporny Cas t musi byt funkcia nulova, dana Casovu funkciu je treba

vynasobit’ Heavisidovym jednotkovym skokom
- funkcia musi byt’ aspoii po Castiach spojita
- musi byt exponencidlneho radu

Definicia LT —

F(s) = LIF (DY = [ fF(Detdt (1.1)

= Nyquistova krivka

Grafické zobrazenie frekvenéného prenosu G(jw) Vv komplexnej rovine pre

we <O,oo> nam dava frekvencnu charakteristiku, tzv. amplitidovo-fazova

frekvenénu charakteristiku v komplexnej rovine, inak povedané Nyquistovu krivku.

G(j0) = G(S)sejuy = 503 = Alw)el? @) (12)

G(jw) - charakterizuje frekvenénti odozvu systému
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Frekvencny prenos je nutné upravit’ na zlozkovy tvar komplexného c¢isla, aby sme
mohli ziskat’ frekvenénu charakteristiku v komplexnej rovine alebo na

exponencialny tvar komplexného cisla.

= Bodeho diagramy

Pre grafické zobrazenie frekvencnej charakteristiky prenosu G(jw) mdzeme pouzit
Bodeho diagramy. Tie sa pouzivaji pre zobrazenie frekvencného prenosu

V logaritmickych suradniciach.

Bodeho diagramy ukazuji zavislost' fazového posunutia ¢(w) a amplitidového

zosilenia |F(jw)| na uhlovej frekvencii w/rad/sec] oddelene.
- amplitadova logaritmicka frekvencna charakteristika

- fazova logaritmicka frekvencna charakteristika

1.2 Stavové rovnice

Existuji systémy, ktorych dynamické chovanie mézeme popisat’ diferencidlnou
rovnicou n-t¢ho radu alebo n diferencialnymi rovnicami prvého radu. Prva variantu
mézeme prepisatt na druhti a naopak. Chovanie systému mozZeme popisat’ sustavou

diferencidlnych rovnic prvého radu v tvare:
x;(t) = fl.(xl,xz, vy Xjgy Up, U, oo Ug, ) (1.3)
y}.(t) = gj(xl,xz, ey Xjy Up, U, o U, ), (1.4

kde rovnica (1.3) je stavova rovnica, (1.4) je vystupna rovnica, i = 1,2,..., kaj = 1,2,....

Rovnice (1.3) a (1.4) budu mat’ vo vektorovom zépise tvar:
x(t) = flx(t), u(e), t] (1.5)
y(@) = glx(®),u(o), t] (1.6)

Vo vektorovom zapise musime predpokladat, ze funkcie f a g su vSeobecne nelinearne.
Tieto rovnice voldme stavové rovnice systému. V linedrnom (nestacionarnom) pripade
funkcie f a g prechadzaji na matice A, B, C, D a ¢o mézeme dosiahnut’ Gpravou rovnic

(2.3),(1.4) nasledovne:
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X () = an(®©x () + -+ ay(Ox () + by (Du(t) + -+ + by (Dug(t) 1.7)
yi(t) = ¢j1(®Ox1 (1) + - + cpeOx (D) + djr (Ou(®) + -+ + djs (Dus(D), (1.8)
kdei=12, .. kaj=12,...
Rovnice (1.7) a (1.8) budt mat’ vo vektorovom tvare zapis:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (1.9)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t), (1.10)

kde A(t) je matica systému, B(t) je matica budenia, C(t) je vystupna matica, D(t) je matica
prevodu, u(t) je vektor vstupnych, y(t) vektor vystupnych veli¢in a X(t) je vektor stavovych

premennych.

Ak st matice AB,C,D konstantné, teda matice realnych cisiel, hovorime o tzv.

staciondrnom systéme. Stavovy model pre linearny stacionarny dynamicky systém ma tvar:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.12)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (1.12)

kde rozmery matic a vektorov su nasledovné:

Alnxn] X[ x 1]
B[n x 5] u()[s x 1]
Clpxn] y®[p x 1]
D[pxs]

V kazdom spojitom linedrnom systéme st obsiahnuté tri zadkladné prvky, ktoré su
potrebné k realizacii linearneho spojitého systému. Tymito prvkami st integratory, ktorych

pocet je rovny radu systému n, sumatorov a zosilfiovacov.

Stavovy popis systémov nie je jednoznaény, pretoze jeden systém mdze mat’ viac
stavovych popisov. Stavovym popisom rozumieme prepis diferencidlnej rovnice n-tého
stupna na n-diferencialnych rovnic prvého stupiia. Ak nie je priama vizba vstup — vystup,

jedna sa o systémy striktne rydze, a potom je matica D nulova.
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1.3 Vonkajsi a vnutorny popis LSDS
Vnutorny a vonkaj$i popis st dve zdkladné skupiny, ktorymi modzeme popisat
dynamické vlastnosti riadenych dynamickych systémov.

Vnutornym popisom rozumieme stavové rovnice, ktoré su dané maticami A, B, C, D.
Vyjadrujeme relaciu (vstup — stav — vystup), popisani prechodovou funkciou stavu

a vystupnou funkciou.

Vonkajsi popis sme mali zahrnuty v tvodnej kapitole. Pre nds bude najdolezitejsi

prenos v LT.

1.3.1 Urcenie vonkajSieho popisu z popisu vnitorného

Pomocou LT mézeme urcit vztah konverzie stavového popisu na prenosovu
funkciu. Téato konverzia je jednoznacnd. Pri LT uvazujeme s nulovymi pociato¢nymi
podmienkami. Vychadzame zrovnic (1.11) a (1.12). Laplaceovou transformaciou

z rovnice (1.11) ziskame:
sX(s) = AX(s) + BU(s) » X(s) = (s — A)"'BU(s) (1.13)
Laplaceovou transforméciou rovnice (1.12) ziskame:
Y(s) = CX(s) + DU(s) (1.14)
Dosadenim rovnice (1.13) do rovnice (1.14) dostaneme rovnicu:
Y(s) = C(sI —A)"'BU(s) + DU(s) = (C(sI — A)~'B + D)U(s) - G(s) (1.15)
G(s)=C(sI—A)'B+D (1.16)
Ak je prenosova matica G(S) o rozmere [1 x 1], potom ide 0 systém jednorozmerny (SISO
systém).

Maticu prechodu mézeme ur€it’ Z ¢asti prenosovej matice (1.16), ktord je v tvare:

@(s) =LH{(sI -7} (1.17)
Nasledujtci vztah pouZijeme na vypocet inverznej matice:

_ _ —1 __ adj (sI-A)
P(s)=(GI—-A)"' = el I—A) (1.18)
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Na chovanie systému maju vplyv vlastné ¢isla matice A (pdly systému), ktoré su korenmi

charakteristického polynému det(sl — A) matice A.
Priklad:
Mame urcit’ vonkajsi popis systému, ktory je dany nasledujucim popisom:
xl(t)] _[-3 [xl(t)]
ol=lo Slo) Bl
xq (t )
t)=1-3 5 [ u(t
y(®) =[=3 51|} |+ [0

Budeme vychadzat’ z rovnice (1.16) a pokra¢ovat’ pomocou L-obrazu z rovnice (1.18)

1 1
¢=([S-|(;3 S-ESD (s+3)(s+5)[s+5 533]

potom:

6 =1-3 sl _05])_1 (5] +101=

_ s+5 _
=13 Slgamarol o seallslH10=
-2 S [)- 3 15 12(s+5)
|l s+3 S+5]3__S+3+S+5_(S+3)(S+5)
G(s) = Y(s) 12(s + 5)

UlS) (s+3)(s+5)

1.3.2 Urcenie vniitorného popisu z popisu vonkajsieho

Na definicii stavovych premennych zdvisi prevod z vonkajSiecho popisu na popis
stavovy. Zvyc€ajnou volbou je n stavovych veli¢in pre systém opisany diferencialnou
rovnicou n-tého stupna tak, Ze stavy budeme definovat’ ako vystupna veli¢inu y(t) a (n-1)
ich derivacii.

Budeme vychadzat® z vonkajSiecho popisu jednorozmerného spojitého systému

uréeného diferencialnou rovnicou (DR) n-tého radu:

@,y (@) + a1 y@TI(E) + o+ a1y (8) + agy(t) = bput™ () + - +
byu’(t) + byu(t) (1.19)
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alebo prenosom:

Y(s) _ By s 4 +bys+bg
U(s) - aps®@+tais+ag

G(s) =

(1.20)

Ak bude splnena podmienka rydzosti systému, tj. m < n a budeme predpokladat’, ze m=n,
inak buda niektoré b; = 0 pre n >i > m. Systém budem mat stavovy popis v tvare (1.11) a
(1.12).

1.4 Kanonické tvary stavovych rovnic

Z uvedeného plynie, Ze k jednému vonkajSiemu popisu existuje cely rad, dokonca
nekonené mnozstvo popisov vnatornych. Medzi tymto mnozstvom vSak vynikaji
niektoré (Stvorice matic), ktoré maju Specificky, zvy€ajne jednoduchy tvar. Tieto popisy sa
nazyvaju kanonické. Na zjednoduSenie Struktiry systému vzhl'adom Kk jeho vstupnej,
vystupnej a stavovej veli¢ine pouZijeme kanonické tvary stavovych rovnic. Jednoduchu
maticu riadenia B ma Frobeniov kanonicky tvar, tzv. priama metdda. Jednoduchu vystupni
maticu C ma kanonicky tvar vzhl'adom k vystupu a jednoduchu maticu systému A najdeme

v Jordanovom kanonickom tvare.

1.4.1 Priama metéda
Ako derivacie pomocnej veli¢iny V(t) st zvolené stavové veli¢iny X; .

Thato pomocnu veli¢inu ziskame nasledovne pre m > 1:

_b(s) _Y(S) _ YV
G(s) = a(s)  UGs)  UGV(s) (1.21)
Yes) _ Ve _ L
vis) b(s) uis) a(s)’
Y6 _ OV _ bs)
UGs)  als)V(s)  a(s)
Potom mdZeme napisat’
x1(t) = v(t), (1.22)

x,(t) = v(t),
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x3(t) = ¥(¢),

x,(t) = v 1(¢).
Suvislost’ medzi stavmi systému:

%, (t) = x3(¢),

Xn—1(£) = x,(¢)
X, () = ut) — agx;(t) — agx,(t) — - — ap_1 %, (¢)

Posledné rovnice st priamo stavové rovnice systému. Matice A,B buda zrejmé:

0 0 0
|[o 0 1 0 ]| |[0]|

A=]| g 0 | B=l : | (1.24)
lo o o 1| ol
[—ao —a; —a; .. —an_lj l1J

V matici A su jednotky diagonalne a vV poslednom riadku ma zaporné koeficienty takého
tvaru, aby koeficient s najvy$Sou mocninou bol jednotkovy. Matica B je nulova az na
posledny riadok, v ktorom je nenulovd. Ma rozsah jedného stipca, ¢o znamena, ze ma

systém jeden vstup.
Celkovy vystup je rovny:
y() = y1 +y, = byu(t) + box; + -+ + b, _1x, (1.25)
Z toho nam plynu vystupné matice C a D
C=1[by, b, .. by_il D = [b,], (1.26)

Tento tvar stavovych rovnic sa vold Frobeniov kanonicky tvar. Taky systém, ktory ma
m < n je striktne rydzi — systém nema priamu vdzbu medzi vstupom a vystupom. Vo

Frobeniovom tvare obsahuju stavové rovnice systému koeficienty diferencialnej rovnice.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012

Priklad:
Mame systém zadany nasledovne:

5
3524+ 9s+ 12

G(s) =

Nasou ulohou je zostavit’ stavovy model tak, aby sme k vypoctu pouzili priamu metddu.

5 _Y(s) Y(s) . V(s) _ 1
3s2+9s+12  U(s) V(s) U(s) ~3s2+9s+12

y(t) = 5v(t)

u(t) = 3v(t) + 9v(t) + 12v(t)

G(s) =

Zvolime si stavové premenné:
x1 () = v(¢)
x,(t) = v(¢)
nasledovne:

%1 () = x,(t)

xX,(t) = U(t) = %u(t) - gxz(t) - %xl(t) = —6x1(t) — 4,5x,(t) + 0,333u(t)

rovnica pre vystup:

y(t) = 5x;(0)

potom bude stavovy model nasledovny:
X1 (t)] 10 [x1 (t)]
[xz o)~ [—4 2,(£) +o 333] u(t)

X1 (t)

y(©) =[5 0] [ [0]u(t)

Priklad v programe Matlab:
>> pre_tf=tf([7],[4 8 16]);
>> [A,B,C,D]=ssdata(pre_tf)
A=-2 -2

2 0
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B=1

0
C=0 0.8750
D=0

1.4.2 Kanonicky tvar vzhPadom k vystupu

ZloZky stavu X zavedieme ako linearnu kombinaciu derivaciu vstupnych

a vystupnych veli¢in.
X1 =Yy —byu (1.27)
X2 =0n 1y + Y —byqu—byu

X3 = an_2Y + an—ly + y - bn—Zu - bn—lu - bnu

Xp=ay+ay+-+y® Y —pu—-—pu =0
Pre Xn+1 napiSeme formalnu rovnicu takto:

Vyraz na pravej strane je rovny nule, tzn., Ze suradnica Xp+1 je rovna nule. Potom bude

vystupna rovnica:
y=x1+byu (1.29)

Dosadenim vystupu y do rovnic (1.27) a nahradenim derivécii y(i) au® derivaciami

stavovych veli¢in, ktoré su definované vzdy predchadzajucou rovnicou dostaneme:
Xy = Ap_1x1 + %1 — (byy — @y_1bp)y, (1.30)

X3 = QX1 + Xy — (by_y — ay_2b,)u,

Xp = ayxy + %,—1 — (by — a1by)u,

Xn41 = Qoxq + X, — (by — agb,)u = 0.
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Stavové rovnice systému ziskame prevedenim derivacii stavovych veli¢in na 'ava stranu.

Potom budu matice A, B, C, D v tvare:

[~@n-1 1 0 0]
|-a,, 0 1 0|
A= I
| —a, 0 0 1]
l ¢y 0 o 0l
[bn—l - an—lbn]
Ibn—Z — ap2by |
B =| : I
| bl - albn |
l bo - aobn J
C=[1 0 O 0]
D = [bn]:

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

Nad hlavnou diagonalou ma matica A jednotky a v prvom stipci ma matica A zaporne

vzaté koeficienty monického charakteristického polynomu. Matica C je jednoriadkovy

vektor a az na jednotku v prvom stipci je nulova. Vdaka tomu je tento tvar pomenovany

ako kanonicky tvar vzhl'adom k vystupu.
Priklad:

Maéme dany popis systému:

G(s) = s2 +5s5+4

Nasou ulohou je urcit’ stavovy model pomocou postupnej integracie.

2 B Y(s)

Gls) “s2+5s+4 U(s)

diferencialna rovnica:

J(t) + 59(t) + 4y(t) = 2u(t)

zvolime si 1.derivaciu:

%1 () = 4y(t) — 2u(t) = x,(t) = f[(4y(t) —2u(t))]dt

J(®) + 5y(8) +%1(t) =0
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naslednd Gprava:

y(t) + 5y(t) + x,(t) = 0.

Zasa si zvolime 1.derivaciu:
10 = 550 + 10 » x50 = [[(570) +x,©)]

y(t) + %2(8) = 0
nésledna Giprava:
y(&) +x2(t) = 0 = y(t) = —x,(0).
Vysla nam ststava rovnic:
x1(t) = 4y(t) — 2u(t) = 4x,(t) — 2u(t)
%(t) = 5y (t) + x1(t) = x1(t) — 5x,(¢)

Vysledna rovnica:

y(t) = —x,(t).
Stavovy model potom bude:
(6] _ [0 —4 x1(t)
[a‘cz(t)]_ [ Z [xz(t)] +[o o
y@®)=[0 -1] [xlgt% 0u(t).

1.4.3 Jordanov kanonicky tvar

Aby sa nam dobre pracovalo pri hl'adani Jordanovho kanonického tvaru, budeme
zatinat" z prenosu systému G(S) (1.20). Budeme vychadzat' z toho, ze charakteristicky
polynéom prenosu bude mat’ nenasobné korene. Vdaka tomu budeme moct’ prenos G(S)
rozdelit’ na parcialne zlomky, resp. ich sucet.

ai

G(s) = Siuy 4 + by, (1.35)

kde s potom korene Heavisidova rozvoja rovné

& =limg_y, G(s)(s — 1), (1.36)
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ak podla vzt'ahu zvolime stavy X;:

Xils) _ 1 e (t) = X
v =~ ) =u® + 4x(@), (1.37)
potom bude na vystupe:
y(t) = a1x1 + ayxy + -+ ayx, + byu. (1.38)

Vektorovy zapis stavovych rovnic nam plynie z predchadzajiucich vztahov. Potom matice

A, B, C, D budu nasledovné:

M 0 0]
A =| 0 % 0 | (1.39)
lo o A,

1
B=|!| (1.40)

1
C=[m a .. au], (1.41)
D = [b,]. (L42)

Nazov Jordanov kanonicky tvar vznikol z matice systému A. Jednotlivé rovnice pre
stavové premenné su na sebe nezavislé, (1.37). RieSenie tychto rovnic je relativne
jednoduché. Musime poznat’ prenosové poly A;, aby sme mohli urcit’ Jordanov kanonicky

tvar.
Priklad:
Méme dany popis:

9s° +4s*+35s+9 95 +4s* +35+9
s3+21s24+4254+24 3(s+1)(s+2)(s+4)

G(s) = 3

Nasou tlohou je ur¢it’ stavovy model pomocou postupnej integracie.

Y(s)  9s®+4s*+35+9 9s3 + 452 +3s5s+9

G(s) = U(s) 3s3+21s2+425+24 3G+ D(s+2)(s+4)

urobime rozklad na parcidlne zlomky:

Aq Ay Az
+ + +
(s+1) (s+2) (s+4

G(s) =3
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A= lim1 G(s)(s+1)=0,11
s—>—
4, = lim G(s)(s +2) = 8,83
so—
A; = lim4G(s)(s +4) = -28,61
so—

potom:

Y(s) 3 Y(s) .xi(s) 011 8,83 28,61 3
U(s) x;(s) UG) (s+ 1)+ (s+2) (s+4)+

G(s) =

y'(®) = 0,11x,(t),
y2(t) = 8,83x,(t),
y3(t) = —28,61x5(t),
yH(t) = 3x,(0),
y(®) =y (O +y (O +y° @O +y*(O)
x1 () = —x1(8) + u(dt),
% (t) = —2x,(t) + u(t),
x3(t) = —4x3(t) + u(t).
Vystupna rovnica potom bude:

y(t) = % = A +Z—: = 0,11x;(t) + 8,83x,(t) — 28,61x3(t) + 3u(t).

Nasledne mdZeme zostavit’ stavovy model:

% (1) -1 0 o071{x®] 1
%, (t) =[o -2 0] x|+ [1|u@®
x3(t) 0 0 —41|x;(t) 1
x1 ()
y(t) =[0,11 8,83 —28,61]|x,(t)|+ [3]u(d).
x3(t)
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Priklad v programe Matlab:
>> pre_tf=tf([10 5 3 10],[5 24 48 28]);

>> cpre=canon(pre_tf)

x1 X2 x3
x1 -1932 15 0
x2 -15 -1.932 -0

X3 0 -0 -0.9359

ul
x1 3.945
X2 16.34

X3 6.843

x1 X2 X3

yl 0.1028 -0.5639 0.03041

ul

yl 2

Continuous-time model.

>>
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1.5 Transformacia stavov

Z moznosti volby l'ubovolnej bazy stavového priestoru, ktora nie je vobec urcena
vonkaj$im popisom, ndm vyplyvaju rozne tvary stavovych rovnic. Ak budeme vychadzat

zo zéakladnej baze n linearne nezavislych ortonormalnych vektorov v priestore stavov X.
Vektor x je v zakladnej baze vyjadreny v tvare:
x=xlel+xZez +"'+xnen, (143)

kde:

1 0 0
ey = 0 , ey = 1 , e By = 0 : (1.44)
0 0

1

A jeho stradnice v zdkladnej baze st x;. Preto mdéZeme pisat’
xT = [xl,xZ, ...,xn]. (145)

Dalej zavedieme novi bazu n linedrne nezavislych vektorov Qi az Q,. V novej baze

vyjadreny vektor X bude v tvare:
X =v1q; tV2q; + T U qy, (1.46)

kde v; st suradnice jeho stradnice. Linearne nezavislé vektory tvoria po stlpcoch regularnu

maticu Q
Q = [q1. 92 . q.]. (1.47)
Rovnicu (1.46) mézeme pomocou matice Q zapisat’ v tvare:
x=Qv (1.48)

Matica Q je transforma¢na matica. Ak chceme transformovat’ stavové rovnice pri novej
baze stavového priestoru, tak sa stav X podla (1.46) transformuje na novy stavovy vektor

v podl'a (1.48). Do stavovych rovnic systému (1.11) a (1.12) dosadime z (1.48) a ziskame:
Qv = AQv + Bu (1.49)
y =CQv + Du (1.50)
Z daného nam vyplyvaji transformované stavové rovnice:
v =Q 'AQv + Q 'Bu (1.51)

y=CQv + Du (1.52)
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Vol'bou novej bazy stavového priestoru X sa zmenia matice A, B, C, D podl'a nasledujice;j

schémy:
A->A=Q7'4Q, (1.53)
B- B=Q'B,
Cc - C=CQ,
D - D =D.
Priklad:

Maéme systém opisany stavovymi maticami
_[0 -4 _ 10,8
4= [1 —8] B = [_1]
c=[0 -1] D = [0]

Rad systému je 2. Ur¢ime si maticu dosiahnutelnosti:

Retnan "3 L]
Dalej uréime:
Q> R=QR
pre SISO systémy:
Q = RR!

0,8 4]1 0]_1:[0,8 4]1 0] 0,8

— D-1 _
Q=RR™=["1 ggllp 1 gallp 117 1= 88]

A=0Q'4AQ, B=0Q°'B, C=CQ, D=D.

4= 1 88] [0 _4] -1 88] [_37 _3,39
_ -1
=2 gal [21=l7

cC=CcQ=[0 -1] 28 —8,8]

8,8] -

D=D=0.
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1.6 RieSenie stavovych rovnic

Stavové rovnice st v podstate diferencialne rovnice prvého radu. Ak chceme najst’
rieSenie, musime sa pozriet do numerickej matematiky. Casto mézeme ndjst’ vlastnosti

systému priamo z tvaru stavovych rovnic, aj ked’ nehl'adame jej rieSenie.

Musime mysliet’ na to, ze z numerického vypoctu dostaneme len jedno rieSenie pre
dané pociatocné podmienky. Ak mame len toto jediné rieSenie, je dost’ pravdepodobné, ze
nebudeme vediet’ odvodit’ vSeobecné zavery. Ale aj tak je rieSenie stavovych rovnic vel'mi

dolezitym prvkom simulacie.

1.6.1 Homogénna stavova rovnica

Systém bude autonémny ak vektor vstupnych funkcii u(t) je rovny nule, jeho

stavovy model bude zapisany:
x(t) =Ax(t) - x(t) —Ax(t) =0 (1.54)
y(t) = Cx(t) (1.55)

Ak vyrieSime rovnicu (1.54), dostaneme rieSenic ststavy. Po zisteni stavového vektoru
X(t), je vystupna rovnica len nasobok stavového vektoru a matice C. Potom budeme riesit’

rovnicu bud’ ako klasickt diferencidlnu rovnicu alebo pouzijeme LT.
= Klasicka diferencidlna rovnica

Z rovnice (1.54) dostaneme koren S = A, potom rieSenie stavovej rovnice bude

nasledujuce:
x(t) = ke, (1.56)

Kde Kk je integra¢na konstanta, ktora bude uréena z pociato¢nej podmienky t = 0 —

x(t) = x(0), potom
k = x(0). (1.57)

Vysledkom bude:
x(t) = eAtx(0), (1.58)

y(t) = Cx(t) = CeAtx(0). (1.59)
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= Vypocet pomocou LT
Urc¢ime si L-obraz stavovej rovnice (1.54)
sX(s) — x(0) = AX(s), (1.60)
X(s) = —x(0), (1.61)
nasledne pouzijeme spéatnu LT:
x(t) = L7HX(s)} = e x(0), (1.62)

y(t) = Cx(t) = Ce?*x(0). (1.63)

1.6.2 Fundamentilna matica systému

Ak chceme vyrieSit' stavovll rovnicu, budeme musiet’ vyrieSit fundamentalnu

maticu ¢(t):
e(t) = e =L Y(sI—A4)1}. (1.64)
Vlastnosti fundamentéalnej matice:
= o) =1
" p(-t) =t =9 (1)
= ot + 1) = @(ty). o(ty)

= Ap(t) = p(DA.

1.6.3 Nehomogénna stavova rovnica

Aby bol systém neautondémny, musi byt vektor vstupnych funkcii u(t) # 0, jeho stavovy
model je (1.11) a (1.12), Pre ziskanie vysledku pouZijeme partikularny integral:

Y(t) = [ @(t — DBu(t)dr (1.65)

vysledok je dany st¢tom rieSenia homogénnej rovnice a partikularneho integralu:

x(t) = @()x(0) + () = @(O)x(0) + fot @(t — 1)Bu(r)dr. (1.66)
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Priklad:

Rieste stavovi rovnicu pre u(t) =0

[BOI[0 41RO, [y

x1(t)
y© =M1 ol[}! ]+ e

Na zretel’ budeme brat’:

[Xl(t)] [ 0 [xl(t)

- Al

A= [_02 _46],c= [1 o

x(t) = @(t)x(0).
Urcéime fundamentalnu maticu:

1. Spétnou L-transformaciou

-1

P(s) = (sl —A)” 1_[ 2 S+6] =madj(sl—A)=

[ s+6 4
;[S+6 4] |G+2)(s+4) (+2)(s+4)|
s2+6s+8l -2 | 2 S

l(s +2)(s+4) (s+2)(s+ 4)J

272 _ g4 T2t _ o4t
o(0) = L7He(s)} = [ T2 e T2t 4 26““]'

2. Rozvojom v mocninov radu:

1 0 —24 2 112 143
o) =], ] [ —6]t+[12 +[ —120l3"
r1+01:—i2+48tg+--- 04 4p 248 1128
| 3! 21 31
l 121:2 _ 56t3 28t2  120¢3
0- TR TR T
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_ Ze—Zt _ e—4t ze—Zt _ ze—4t _
B [—e_Zt +e™ —e2 4 2e‘4t] = (.

Stavova matica:

_[2e7% —e™*  2e72t — 27
X0 = p(0x© =265, 0T 2T 2]

potom:

[X1(t) _[2e7% — 74 272t — Ze_‘”]
x0T l—e 2t et g2t 4 2ot

RieSenie vystupnej rovnice:

—t —2e ‘“] [X1(0)

y(t) = Cx(t) = Co(t)x(0) = [1 0] [ze o x,(0)

—2t+e —4t 2t+2€ 4t
y(t) = (2e72 —e™)x;1(0) + (272 — 2e™*)x,(0)
Ak by bola pociato€na podmienka dajme tomu:
[X1 (0)] _ [0
x,(0) 3F
potom pre tento pripad:
y(t) = 6e7%t — e

6
(s+2)(s+4)

G(s) =
Priklad v programe Matlab:

Chceme najst’ fundamentélnu maticu systému, kde stavova matica A= [_02 —46]
>> syms t
>> A=[0 4;-2 -6],

>> Fizexpm(t*A)

Fi= [ 2%exp(-2*t)-exp(-4*t), -2*exp(-4*t)+2*exp(-2*t)]
[ exp(-4*t)-exp(-2*t), -exp(-2*t)+2*exp(-4*t)]

>>
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1.7 Viacrozmerné (MIMO) systémy

w bk
—_— ' =
w .
_— i .

: Systém :
Us Ye
—_—" ——

Obr.2 MIMO systém

Regulované sustavy s viac regulovanymi veli¢inami, na ktoré moze pdsobit’ aj vacsi
pocet akénych alebo poruchovych veli¢in, ktoré su s regulovanymi veli¢inami rozne

prepojené, tzn., ze jednotlivé stistavy st na sebe zavislé, nazyvame viacrozmerné systémy.

Mame viacrozmerny systém s r vstupmi a m vystupmi. Kazda vystupna veli¢ina je zavisla
na vsetkych vstupnych veli¢inach. Zavislost' i-tej vystupnej a j-tej vstupnej veliCiny

vyjadrime pri staciondrnom systéme prenosom:

Gi(s) =2 1<i<mi<j<r (1.67)

IRIC

Z tohto prenosu sa da vytvorit’ matica G(S) s prvkami G;;. Matica G(S) je prenosova matica

systému.
Pre obraz Yi(s) i-t¢ho vystupu podl'a principu superpozicie zrejme plati:
Y = Gy (U1 () + Gi2(s)U(8) + - + G () U, (s) (1.68)
Zavedieme si obrazy vstupného a vystupného vektoru
U(s) ~u®), UGs) = [Uy(s), ..., Up ()], (1.69)
Y(s) ~y(@®), Y(s) = [Y1(5), ..., Y, ()]". (1.70)
Potom vztah medzi nimi vyjadrime:
Y(s) = G(s)U(s), (1.71)

kde prenosova matica G(S) ma rozmer (M X r) ajej prvky s prenosy Gij(s). Sicin nie je
mozné komutovat" ani prenosovou maticou G(S) vyjadrovat ako pomer obrazov Y(S)

a U(s), lebo operacia delenia vektorov nie je definovana.
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Ak spravime spétna transformaciu matice G(S), ziskame maticu G(t). Tato matica je matica
impulznych funkcii. Jej prvky g;j(t) su rovné odozve i-tého vystupu na Diracov impulz v j-

tom vstupe.
Priklad:
Ur¢te vonkajsi popis MIMO systému:
¢ (O] _ [ ) (®)
kol=[0 o+l Sl
() ) 07 [u1(t)
s o e e g [ s

Pre vypocet mézeme pouzit’ rovnice: (1.17) a (1.18).

_[s+3 0o 1! 1 s+5
¢(S)_[ 0 s+5] (s+3)(s+5)[ S+3]'
teda:
501 1 s+5 0 0]_
G(S)_[1 3](s+3)(s+5)[ s+3”0 —] [
5 3
_|s+3 s+5
1 9
s+3 s+5
5 3
_ Yi(s) S Szl _|s+3  s+5
Gl]()_m' G(S)_[521 522]_ 1 _ 9 )
s+3 s+5

1.8 Stavové rovnice a prenosova matica MIMO systémov
Mame stavovu rovnicu spojitého linedrneho systému v tvare:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.72)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.73)

s poc¢iato¢nou podmienkou X(0). Ak hladame prenosoviu maticu systému vyjadrujucu

vztah medzi obrazmi vstupného a vystupného vektoru pri nulovych pociato¢nych



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012 33

podmienkach, budeme vychadzat’ z rovnice (1.71). Tu hl'adame stvis medzi vnitornym

a vonkajs$im popisom za pomoci LT stavovych rovnic (1.72) a (1.73), z toho ziskame:
sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s) (1.74)
Y(s) = CX(s) + DU(s), (1.75)

kde X(s), Y(s), U(s) st obrazy vektorov X(t), y(t), u(t). Pri nulovych pociato¢nych
podmienkach ziskame z rovnic (1.74) a (1.75) obraz stavu. Potom:

(s —A)X(s) = BU(s), (1.76)
kde I je jednotkova matica, potom:
X(s) = (sI — A 'BU(s). (1.77)
Do obrazu vystupnych rovnic (1.74) a (1.75) dosadime obraz stavového vektoru a ziskame:
Y(s) =[C(sI —A)~'B + D]U(s). (1.78)
Po porovnani tejto rovnice s rovnicou (1.71) vieme, ze prenosova matica bude:
G(s)=C(sI—A)'B+D. (1.79)

Matica (sl - A) je okrem izolovanych bodov v komplexnej rovine s vSade regularna.

V danych izolovanych bodoch je potom:
det(sI — A) = 0. (1.80)

Tieto izolované body st charakteristické ¢isla matice A. Charakteristickym polynémom je
det(sl — A). Podl'a rovnice (1.79) je zrejmé, Ze:

1

G(S) - det (sI-A)

Cadj(sI — A)B + D, (1.81)
kde adj(sl - A) je adjungovana matica. Rovnica (1.81) nam aj hovori o existencii vztahov
medzi prenosovymi polmi a vlastnymi ¢islami matice A.

Priklad:

Vypocitajte prenosovi maticu G(S). Systém je zadany stavovymi rovnicami x(t) =
Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t), kde st matice: A= [8 _15] B = [é 2 ,
c=[1 4], D=[0 ol

Zostavime maticu:
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(s1 - 4) = [8 s_—|-15]

nasledne jej inverziu:

s+5 1

L1
(sT=4) 1_s(s+5)[ 0 s

podla vzorca (1.78) zistime, Ze prenosova matica G(S) je:

1 1+4s

G(s) = [E s(s +5))

]
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2 LINEARNE DISKRETNE DYNAMICKE SYSTEMY (LDDS)

Riadiacimi poc¢itacmi je realizované diskrétne riadenie. Od spojitych sa li$i tym, Ze ma
vacsiu staticktt dlhodobu presnost, mensiu citlivost’ na elektromagnetické ruSenie a nie je

zavislé od zmien teploty.

Ze sa jedna o diskrétny signal vieme vd’aka tomu, e diskrétny signal je navzorkovany
spojity signal v diskrétnych casovych oblastiach. Na obrazkoch bude znazorneny rozdiel

medzi spojitym a diskrétnym systémom.

x(t) x(t)

N

0 t oT 3T 5T 7T 9T 1T KT

Obr.3: Spojity signal Obr.4: Diskrétny signal

Systém, v ktorom sa meni jedna alebo viac premennych v diskrétnych c¢asovych

okamzikoch kT (k =0, 1, 2, 3, 4, ...) volame diskrétny riadiaci systém.

2.1 Jednorozmerné diskrétne (SISO) systémy

Vonkajsie popisy spojitych linearnych systémov st podobné (analogické) ako u
vonkajsich popisoch diskrétnych linearnych systémov, ibaze nahradime spojita funkciu
Casu f(t) a jej Laplaceove obrazy: F(s) = Lf{t} postupnostou f(k) a jej obrazmi Z: F(z) =
Z{f(k)}.

2.2 Diferenéné rovnice a stavové popisy LDDS

Zakladnym matematickym popisom spojit¢ho systému st diferencidlne rovnice.

Podobne je to aj pri diskrétnom systéme. Tieto rovnice nazyvame diferenné rovnice.
Linearna diferen¢né rovnica v normalnom tvare:

a,y(k +1)+a,_1y(k + n—1)+..+ayy(k) = b,,u(k + m)+.. +byu(k) (2.1)
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Ak chceme mat systém fyzikdlne realizovatelny, musi byt splnena nasledujuca
podmienka: n > m, tzn., ze v ¢ase (k+n) nemoze systém reagovat’ na nasledujuce hodnoty

vstupu.

Aby sme mohli rieSit diferenéni rovnicu (2.1), musime poznat' hodnoty vstupnej

postupnosti u(k+m+1),... a pociatocné podmienky: u(k), ..., u(k+m), y(k), ..., y(k+n-1).

Ak vyuzijeme vetu o obraze posunutej postupnosti z diferen¢nej rovnice (2.1), potom

ziskame prenos diskrétneho systému v Z-transformacii:
Zif e+ D} =2'F(2) = X} 2 f(i = ). (2.2)
Pri nulovych pociatocnych podmienkach:
a,z"Y(z) + -+ a;2Y(z) + ayY(2) = b, z"U(2) + --- + byU(2) (2.3)
potom pomer Z-obrazov vstupu a vystupu je rovny prenosu systému:

G(z) =18 = tmttthy__00) (2.4

U(z) - anz"+-+aqz+ag - a(z)

Prenosové poly systému su korene polyndému a(z) a prenosové nuly systému st korene
polynému b(z). Pri nenulovych pociatoénych podmienkach moézeme =ziskat obraz

vystupnej veliCiny:

V(@) =72U@ +55 (2.5)

a(z)
kde vplyv poéiato¢nych podmienok popisuje polyndom c¢(z) stupna maximalne n-1.
MozZeme pracovat’ s diferenénou rovnicou s alternativnym popisom diskrétnych systémov.
y(k) + ayy(k — D+...+a,y(k —n) = Bou(k) + piulk — 1)+..+b,u(k —n), (2.6)
po uprave ziskame:
y(k) = =Xl ay(k — i) + Xio Bu(k — ) (2.7)

Tu vidime, ako je od predchadzajicich hodnét vstupov a vystupov zévisla hodnota vystupu
systému. Ak je hodnota vystupu systému zavisla len na kone¢nom pocte predchadzajicich

hodnét vstupu, potom su koeficienty a; = 0. V tom pripade:

y(k) = Xio Biu(k — ). (2.8)

Ak pouZijeme vetu o posunuti:

Z{f (k — D} = 27'F (2) (2.9)
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dokazeme ziskat’ zo vzt'ahu (2.6) vzt'ah pre prenos:

_ Y@ _ Botprz M+ ABaz™" _ pzThH
6 =i =tehe e S,

t.j. ako podiel polynémov v premennej z~1.
Rovnica (2.1) sa da taktiez zapisat’ pomocou diferencie definovanych vzt'ahov:

Ax(k) = x(k) — x(k — 1)
Ax(k) = A1 (k) — At — 1) = Y (DT (V) yte+ - )
2,07 ()

v tvare:

(2.10)

(2.11)

Aty (k) + a; A" Yy(k — D+..+a,y(k —n) = BoA™u(k)+..+B,u(k —n) (2.12)

Tento tvar je A - model diskrétneho systému.

2.3 RieSenie diskrétnej stavovej rovnice
Napiseme si diferencnu rovnicu s konsStantnymi koeficientmi:
a,y[(k +n)T] + -+ ayy[(k + 1)T] + agy(kT) = byu(kT)
Zvolime stavové premenné:
x1 (kT) = y(kT)

x2(kT) = y[(k + DT]

x,(kT) = y[(k+n— 1)T]
nasleduje:

x,[(k + DT] = y(k + n)T.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Ak dosadime vzt'ahy (2.13) a (2.14) do vztahu (2.12), potom ndslednou upravou ziskame

zloZkovy tvar stavovej rovnice:
x[(k + 1)T] = Mx(kT) + Nu(kT)

y(kT) = Cx(kT) + Du(kT),

(2.15)

(2.16)
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kde: KT je diskrétny ¢as [k = 0,1,2,3, ...],
T je vzorkovacia peridda,
A,B,C,D st konstantné matice odpovedajucich typov,

U, y st jednorozmerné vektory linearneho dynamického systému, tzn., Ze su to

skalary,
X moZe byt tieZ vektorom.

Vlastnosti jednorozmerné¢ho systému st obvykle popisané diferencialnymi
rovnicami, popripade byvaju popisane taktieZ prenosom. Od radu diferencidlnej rovnice je
zavisly pocet stavovych veli¢in xq, x5, x3, ..., X, . Vieme, Ze ziskat’ vSetky stavy x; urcujlci
stavovy vektor X nam umozni vnutorny popis. Naopak, u vonkajSiecho nie su tieto stavy
k dispozicii priamo. Totiz U vonkaj$ieho popisu stavovy signal x explicitne nevystupuje,

pretoze vyjadruje zavislost’ medzi vstupnym signalom U a vystupnym signalom y.

Diskrétny systém popisany vonkaj$im popisom (2.1) popripade prenosom (2.10) mézeme

previest’ na popis vnutorny, ¢ize stavovy popis, niekol’kymi metdédami:
= metddou postupnej integracie,
= rozkladom prenosu na ¢iastkové prenosy,
= metddou znizovania rddu derivacie.

Ako je mozné vonkajsi popis systému previest’ na popis vnutorny, tak je mozné tento popis
previest’ zo stavového popisu na prenos:

Y(z) _
U(z)

G(z) = C(zI —A)'B+D (2.17)

2.4 Viacrozmerné (MIMO) systémy

Viacrozmerny dynamicky systém so vstupnymi veli¢inami = uq,uy, ..., U,

a vystupnymi veli¢inami yq, ¥y, .., V-

Uvazujme o systéme, ktorého dynamické chovanie mézeme popisat’ diferencidlnou
rovnicou n-tého radu alebo diferencialnymi rovnicami prvého radu, ktorych pocet je n.

Pritom oba spdsoby popisu mézeme prepisat’ na ten druhy a naopak. Ak berieme do Gvahy
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systém na obr.2, potom moézeme chovanie systému popisat sustavou diferencialnych

rovnic prvého radu :

xl(t) = fl (Xl,xZ, vy Xy Ug, Uy, o, Uy, t), (218)
kde st u,, - akéné veli€iny, x; — stavové veli¢iny, i = 1,2,...,I.
Stavové veliCiny nemusia byt’ meratel'né. Vstupné a vystupné veli¢iny mozu byt’ meratel'né
a vd’aka nim mézeme urcit’ veli¢iny stavové. Funkciou stavovych a vstupnych veli¢in je
vystupna veli¢ina:

Y (£)=g; (X1, X9, ey Xy Uq, Uz, o, U, ), (2.19)

kdei=0,1,2,...,p.

Rovnicu (2.18) volame stavova rovnica a rovnicu (2.19) je vystupna rovnica. Po prepise do

vektorového zapisu bude ich tvar:
x(t) = flx(t),u(t),t] (2.20)
y(@) = glx(®), u(?), t].

V pripade linearnych dynamickych systémov mézeme vztah (2.18) a (2.19) napisat

v tvaroch:
x;(t) = ay (O)x (&) + -+ a, Ox,(¢) + by (Duyg () + -+ + b (Dus(t)  (2.21)
Y () = ¢1 ()%, () + - + ¢ ()%, () + dj1 (Duy () + -+ + djs (D (2), (2.22)
kdei=1,2,3,..raj=123, .. 0p.

Taktiez mdéZzeme dané vztahy zapisat’ vo vektorovo maticovom tvare (1.71) a (1.72). Pre

diskrétny viacrozmerny systém budeme pouzivat’ stavovy model v tvare:
x(k +1) = Mx(k) + Nu(k) (2.23)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (2.24)

V diskrétnom systéme mame oneskorenie o jednu vzorkovaciu periodu. Z coho vyplyva, ze

nam dynamiku realizuje oneskorenie.
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2.5 Stavové rovnice diskrétnych (MIMO) systémov

Rovnice (2.23) a (2.24) udavaju stavovy popis diskrétnej linearnej sustavy n-tého

radu s r vstupmi a m vystupmi.

V tychto rovniciach sa nachadzaji vektory:

X(K) = [x1(K), X2(K), ..., Xa(K)]",

u(k) = [us(k), uz(k), ..., ur(K)1",

y(K) = [ya(k), y2(K), -y Xm(K)T"

TaktieZ tieto rovnice obsahuju matice o rozmeroch:
M[n x n], N[nxr],

C[m x n], D[m x r].

Ak mame splnené nulové pociato¢né podmienky a ak je matica D nulova, nasledne buda

rovnice (2.23) a (2.24) po Z-transformacii nasledovné:

zX(z) = MX(2) + NU(z) (2.25)
Y(2) = CX(2) (2.26)
po nasledovnej tiprave ziskame:
X(z) = (z1 - M)"'NU(2) (2.27)
Y(2) = C(zI — M)"'NU(z) = F(2)U(2) (2.28)

Relaciou medzi vstupmi a vystupmi bude prenosova matica, ktora je nasledovna:
F(z)=C(zI—M)'N (2.29)

Rozmer matice F je nasledovny: [m x r]. Jej Glohou je charakteristika odozvy diskrétnej
sustavy na vstupné signaly. Maticu inverznii (zI — M)~! postupne vyjadrime:

adj (zI-M)

(z — M) = 21| (2.30)
Z rovnice (2.30) vyjadrime prenosovil maticu:
Cadj (zI-M)N
F(z) = % (2.31)

Korene charakteristickej rovnice su zaroven aj poly prenosovej matice F(z):

|zI — M| = 0 (2.32)
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Charakteristicka rovnica je nasledne vyjadrena:
2"+ az" P+ ayz"? +azz" 3+ +a,_1z+a, =0, (2.33)

kde st ¢leny a; zavislé od prvkov matice M.
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3 VLASTNOSTI SYSTEMOV

V danej kapitole si uvedieme zakladné vlastnosti dynamickych systémov, vyplyvajuce
zo stavovych popisov. Zameriame sa na spojité systémy opisané stavovym modelom.

Konkrétne na riaditel'nost’, dosiahnutel'nost’, pozorovatel'nost’ a rekonstruovatel'nost’.

3.1 RiaditePnost’ a dosiahnutel’nost’

Ak existuje riadenie u(t), ktory prevedie stav x(t,) = 0 do stavu x za koneény Cas,
hovorime o stave dosiahnutel'nom. Systém je dosiahnutel'ny prave vtedy, ak su vSetky jeho
stavy dosiahnutel'né. Budi pre nas dolezity nulovy pociato¢ny stav a budeme sa pytat’ na

existenciu riadenia u(t) s uvedenymi vlastnostami.

ol

X1
Obr.5: Dosiahnutel'nost’ stavu systému

Ak existuje riadenie u(t), ktoré prevedie stav do pociatku za konkrétny ¢as, hovorime
0 stave riaditelnom. Systém je riaditeI'ny prave vtedy, ak st vSetky jeho stavy riaditel'né.

Stav X je pri riaditeI'nosti po¢iatoénym stavom.

Xz /]\

XI

Obr.6: Riaditelnost stavu systému
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Mohlo by sa ndm zdat’, ze oba systémy splyvaji. To znamena, Ze by sa nam aj mohlo
zdat, Ze ak je stav dosiahnutel'ny, tak je aj riaditeny i naopak. Casto k tomu aj dochadza.
Ale su aj jednoduché systémy, u ktorych mnozina dosiahnutel'nych stavov nie je zhodna

s mnozinou riadite'nych stavov.

Aby sme dosiahli  kritéria pre odvodenie riaditelnosti, resp. dosiahnutelnosti,
pouzijeme to, ze kazdu konvergujicu nekone¢ni mocninova radu Stvorcovej matice A,

reprezentujeme ako polyndm v mocninach matice A stupna p — 1, kde p je samozrejme

vvvvvvvv

D) = +a, ;71 + -+ a, (3.1)
pre dany polyndm plati:
®(A) =AP +a, AP 4+t agl =0 3.2)

Plati, Ze p < n. Z daného je nam jasné, ze stupen p minimalneho polynému matice A je
najviac rovny jej dimenzii n. Vdaka tomu moézZeme exponencidlnu maticu vyjadrit

V nasledujucom tvare:

edt = Y Lo (1) AL, (3.3)
Podrla vztahu:
x(®)=0; x=x(0)=—[ e *Bu(t)dr. (3.4)
plati:
xX=- fot Y~ a; (1) A'Bu(t)dr. (3.5)

Vyjadrenie vektoru riadenia u(z) bude nasledovné:
u(r) =Y w(De;, (3.6)

Kde velkost’ j-tej zlozky riadenia v Case 7 je u; (1), bizovy vektor je e;. Nasledne mozeme

rovnicu (3.5) vyjadrit’ ako:
x = —Z’i’;ol o1 fot a;(T)u; (t)drA'b;, (3.7)
Vv tomto pripade je b; j-ty stipec matice B. Naslednym oznadenim:

- fot a; (D (D)dt = By, (3.8)
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Vhodnou vol'bou riadenia u; () mdze skalarna veli¢ina f;;, pre Tubovolné t nadobudnut

akékol'vek konecné hodnoty. Zo vztahu (3.7) mézeme stav X opisat’ rovnicou:
X = Z?zo ;=1 ﬁl]Albj (39)
Ak sa nachadza v podpriestore generovanom vektormi bq, b,, ..., b,,Ab;, Ab,, ..., Ab,,
AP~ 'b,, AP~ 1b,,..,AP1b, stav X, je tento stav riaditelny. Po najdeni n linedrne
nezavislych vektorov mézeme tvrdit, ze je systém riaditel'ny, dosiahnutelny vtedy, ked’ je
zloZena matica Pg:
R=[B,AB,A’B, .., A" 'B] (3.10)

Je nutné dodat’, ze rozmery matice R st [n x rn].

3.2 PozorovatePnost’ a rekonstruovatel’nost’

Stava sa, ze len vstupné a vystupné veli¢iny su meratel'né veliC¢iny. Musime zistit’, v akom
stave sa systém nachadza. Tento stav sa da zistitt meranim vstupu a vystupu systému.
V urcitych pripadoch byva priame meranie stavu systému X(t) nerealizovatelné. Otazkou

je, ¢i sa nam podari ziskat’ z merate'ného vystupu stavovy vektor.

Pri merani vstupu a vystupu zistujeme stav na zaciatku a na konci intervalu. Podla toho,

ktory interval zistujeme, hovorime o pozorovatelnosti alebo rekonstruovatel'nosti.

Ak zmeriame vstup a vystup na kone¢nom intervale, potom mézeme zistit’ stav systému na
zaCiatku merania. V tomto pripade hovorime, Ze ide o systém pozorovatelny. V pripade,
ked meriame vstup a vystup systému na koncovom ¢asovom intervale, méZzeme zistit’ stav
systtmu na konci intervalu merania. V danom pripade hovorime, ze je systém

rekonStruovatelny.

Ak chceme jednozna¢ne urcit' koncovy stav systému, musime poznat’ pociatocny stav
systému a priebeh vstupu systému. Preto ak je systém pozorovatelny, je aj

rekonstruovatelny. V tomto pripade opacni pripad neplati.

Pri nulovom vstupe bude vystup rovny:
y(1) = Ce'x(0) = CX) ) a (A x(0), (3.11)

kde p <n. U zlozky vystupu i potom plati:
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yi(8) = 220 o (D)l 41 2(0), (3.12)
i-ty riadok matice C je ¢!. Oznagenim dostaneme:
cdAx =1L, (3.13)

J

vd’aka tomu si odvodime:
¥ () = X025 o (D (1] x(0)), (3.14)
Ako skalarnu veli¢inu sme oznacili skalarny sucin a(t), b(t), ktorej rovnica je:
(a(®),b(t)) = [; a’ (Ob(t)dt. (3.15)
Urobime aj skalarny sucin yi(t) a ax(t):
(@ i) = X025 (ar, @ )rf; x(0). (3.16)

Tu k,i zobrazuju sustavu rovnic pre nezname skalarne veli¢iny. Pre i je v tvare:

[ (@, y:) 1 [ (ag,ap)  (ag, 1) (ag,az) ... {ap,as_1) [ rox(O) ]
| () | | far @) (@, a5-1) || THx(0) |
| (0—’2'% i I <0(2:050) (052;055 1) “ r5,x(0) | (3.17)
|-<as 1:)’1>J l(as 1,a0) (a5_1, a5 1)J[r 1x(0)J

V ststave existuje vzdy rieSenic a to preto, lebo funkcia ok(t) je linearne nezavisla. Pri

rieSeni pozorovatelnosti a rekonStruovatelnosti bude f;; rieSenie predchadzajucej sustavy
pre (riTOx(O)). Tzn., Ze:
rl-zj(O) = ,Bl.].. (3.18)

Rovnica (3.18) bude rieSena vzhl'adom k pociato¢nému stavu. Vektory rT tvoria maticu

sustavy, ¢o znamena, ze pravdepodobne tato matica je rovna matici pozorovatel'nosti P:

ci
c}
: r C
cl CA
T 2
A CA
P=[ryllicorzmjcorzna =| G4 |= (319)
[ L]] i=0,1,2,..,n,j=0,1,2,..n—1 CEA C1.43
cl A AT
Z’nAs 1
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V danom systéme nam staci vstup a vystup merat’ l'ubovolne kratku dobu. Na casovy

interval totiz nebola ddvana ziadna poziadavka.
Priklad:

Mame dané matice:

0 1 0 0
A=l0 o0 1|, B=]o0|

-10 -7 -9 1
c=[3 1 0] D =[0],

NasSou ulohou je najst’ matice riaditel'nosti a pozorovatelnosti stavu.

0 O 1
R[B,AB,A’°B]=]|0 1 -9
1 -9 74
C 3 1 0
P=|CA|=] 0 3 1
CA? -10 -7 -6
Priklad v programe Matlab:
Maéme stanovené matice systému:
0 1 0 0
A=| 0 0 1|, B=|0],
-10 -7 -9 1
c=[3 1 o] D = [0],

Nasou tlohou je najst’ matice riaditel'nosti a pozorovatelnosti v programe Matlab.
>> A=[010;001;-10 -7 -9];

>> B=[0;0;1];

>> C=[310];

>> D=[0];

>> pre=ss(A,B,C,D);

>> R=ctrb(pre)
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1 -9 74
>> rank(R)

ans= 3

>> P=obsv(pre)

P=3 1 0
0 3 1
-10 -7 -6

>>rank(P) % hodnost’ matice pozorovatel'nosti
ans= 3

>>

3.3 Pozorovatel’ stavu dynamickych systémov

Podmienkou existencie pozorovatela stavu systému je realizacia pozorovatelnosti

a rekonstruovatel'nosti.

Maéme systém tvoreny Stvoricou matic A, B, C, D. Urobime modelovy systém S, systému

S. Budeme predpokladat’, ze vytvoreny systém bude mat’ rovnaké matice a tento systém

bude mat’ vSetky stavy meratel'né.

Systém

Pozorovatel

Obr.7: Pozorovatel’ stavu systému
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Urobime si vyklad tohto systému. Modelovy systém ozna¢ime so strieSkou. Pri vyklade
zanedbame D, pretoze ndm neprinaSa ziadnu informéciu. Nasledne budu stavové rovnice

oboch systémov nasledovné:

S: x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.20)
y() = Cx(D),
x(to) = x9
Su: x(t) = Az(t) + Bu(t) (3.21)

y(©) = Cx(0),

Vektor odchylky oboch systémov bude:
e=x—72 (3.22)
Vd'aka stavovym rovniciam (3.20) a (3.21) nam vznikne diferencialna rovnica odchylky:
e=A4e, e(ty) =xy—2%X,=e,. (3.23)
RieSenim je:
e(t) = et (x, — %) = eAlt-tolg, (3.24)

Ak ma matica A vlastné ¢isla, ktoré maji zapornt realnu ¢ast’, hovorime, ze systém S je
stabilny. Ak nie, potom sa model syst¢ému neblizi stavu systému S. Preto musi byt
pozorovatel’ navrhnuty tak, aby odchylka systému konvergovala k nule. My si popiSeme

pozorovatel'a vo spétnej vizbe.

@ System

X Pozorovatel
H|=———

Obr.8: Pozorovatel’ stavu systému vo spétnej vizbe
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Vystupom daného pozorovatela su rekonstruovatelné stavové premenné. Matica H je

spatnevidzbova matica pozorovatela. StrieSkou budeme znacit pozorované premenné

a vystup. Zo stavovych rovnic (3.20) a (3.21) si odvodime stavové rovnice pre tento

pripad:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(©) = Cx(v),
x(t) = AZ(t) + Bu(t) + H(y - )

y(©) = Cx(D).

Po ich Gprave ziskame rovnicu:
X =(A—HC)X+ Bu+ Hy

V rovnici (3.27) najdeme systémovi maticu pozorovatel’a:

F=(A-HC)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Podmienkou je, aby vlastné ¢isla matice A boli menej zapornejSie ako vlastné ¢isla

systémovej matice F.
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4 VZTAH MEDZI SPOJITYMI A DISKRETNYMI SYSTEMAMI

Obcas pre nas mozu byt zaujimavé hodnoty odozvy v uréitych diskrétnych
okamzikoch a nie priebeh funkcie ako funkcie ¢asu. To sa stane vtedy, ked meranie
robime prevodnikom. Tento prevodnik je analégovo-cCislicovy. Prevodnik ndm prenesie na
Ciselny 1daj zaznamendvané analégové hodnoty odozvy v uritych diskrétnych

okamzikoch.

4.1 Perioda vzorkovania a vzorkovanie signalov

s [ I [ [ 1 |
fin =0 I I I I [ I
\ I I [ [ I |
[ I I I ] ] —
[ I I [ F..-- i
I | | | -
| | [ -
| I | . d
: [ | -
[ I A
[
|
0 T M _ 3T 4T 5T () .
1
s t
T

Obr.9: Vzorkovanie funkcie vstupného spojitého signalu

Vzorkovaci ¢len sme si ukazali na obr.9. Na diskrétny signal f'(z) sa meni spojity
signal f(t). Vystupom je postupnost’ impulzov vel'mi malej Sirky ¢. Predpoklada sa, Ze ¢ je
viacsie ako 0. Hodnoty v okamzikoch vzorkovania sa rovnaju vyske ¢. Jeden Casovy

okamzik vzorkovania je predpokladand konstantna periéda vzorkovania T.

Pri vzorkovani vznika postupnost impulzov. Je teda zrejmé, ze staly interval (perioda)

vzorkovania je T. Potom bude frekvencia vzorkovania dand vztahom:

wy = (4.1)
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Vzorkovacia peridda a tym padom aj vzorkovacia frekvencia ma obmedzenii dizku trvania.
Frekvencné spektrum diskrétneho signalu f(2) ovplyviiuje velkost’ vzorkovacej periddy

a frekvencie. Toto spektrum je vlastne navzorkovana povodna funkcia f(t):
IF'(jw)| = f(w). (4.2)

Z rovnice (4.2) vieme, ze absolitna hodnota Fourierova obrazu |F’(jw)| diskrétneho

signalu f7(¢) je nase zmienené frekvencné spektrum.

Fourierov obraz mo6zeme popisat’ rovnicou:
e 1 woo ) .
F(jw) = ;Zk:_m F(jw + jkwy), (4.3)
kde k = —oo,....,—2,-1,0,1, 2, ..., 0. Zavedieme si v§eobecnu impulzni funkciu Vv(t).

Pre vystupnu funkciu zo vzorkova¢a mézeme pouzit’ vztah:

f@) = fF®)6r () = (&) X~ 6(¢ — kT), (4.4)

kde &7 je jednotkovy, resp. Diracov impulz. Ak bude pre t < 0 funkcia f(t) nulova, tak je

eSte mozné zapisat’ vystupnu funkciu v tvare:

(@) = X¢=o f(KT)6(t — kT). (4.5)

Na Fourierovu radu v komplexnom tvare smieme rozpisat’ Diracov impulz, pretoze je to

periodicka funkcia s periodou:

57(t) = X9 el v, (4.6)

kde ¢, je koeficient komplexnej Furierovej rady.
e
Cp = Ff_ZZ(ST(t)e‘fk“’W dt 4.7)
2

Aby sme vypocitali koeficient Fourierovej rady, tak musime dosadit’ vzt'ah pre Diracov

impulz:
67 () = L= 6(t — kT) (4.8)

do rovnice (4.7) nasledovne:------------------------

=1 fz —kovt [y 5t — kT)]dt = (4.9)

—fz kvt [yl 85(t — kT)]dt +
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T T
L% e kvt s(e)dt + 5 [7 e H e [T 8(t — kT)]dt =
2

2
.z
~[Frekerts(adt.
2

Pretoze, len pre t = 0 ma d(z) nenulovi hodnotu, potom moézeme vypracovat’ tento integral

len pre t = 0 a ten je rovny jedne;j:

T
o =74 8(E)dt = (4.10)
2
Po dosadeni rovnice (4.10) do rovnice (4.6) ziskame:
8r(6) = 2 X, e/ ort, (4.11)

Po dosadeni vztahu (4.11) do vztahu (4.4) ziskame vztah pre vystupné funkcie zo

vzorkovaca:
f(©) = 355 () T (4.12)
Na zéaklade vety o posunuti v obraze v LT, ktora znie:
F(p) = L{f (t}, (4.13)
Potom vieme, Ze z vety 0 posunuti obrazu (4.13) ziskame
F(p+a) = L{e * f(t}. (4.14)
Z rovnice (4.14) zostavime Fourierov obraz diskrétnej funkcie:
F(j0) = 5 Z7—e F (o + jkay), (4.15)

Kde na znamienku jkwy nezalezi z toho dovodu, lebo sa meni od —oo do +oo. Z danych
vztahov nam vyplyva, Ze Fourierov diskrétny obraz funkcie je vlastne sucet posunutych

spektier funkcie zdkladnej. Toto posunutie je dané vztahom:
kay = k=, (4.16)
kde k = 0,+1,+2,43, ..., +oo. Pri vzorkovani vznikajii parazitné spektra.

Priblizni obnovu pdvodného signidlu ma za tlohu tvarovanie signalu. Idedlnym filtrom
spravime tzv. optimalnu rekonstrukciu pdvodného signalu. Jeho frekvenény prenos je dany

vztahom:
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[jw)=T pre —-ZT<w<Z (4.17)

Pomocou spétnej Fourierovej transformacie ziskam vzt'ah pre impulznt funkciu idealneho

filtra:

i sin =Yt sin=t
j@O) = a5~ ==~ . (4.18)
2 T

Priebeh impulznej funkcie idealneho filtra j(tyma nekauzalny priebeh, ¢o znamena, ze je

fyzikalne nerealizovatelny.

Pre nas to znamend, ze budeme robit” vzorkovanie CastejSie nez ako to pozaduje veta

0 vzorkovani:
wy > 2wy, (4.19)

kde wn horny medzny kmitocet spektra originalneho signalu. To nam umozni zmensit
chybu rekonstrukcie. Ak mame vSetky prvotné vzorky pdvodnej funkcie f(t), spravime
numericky konvoliciu funkcie j(t) a funkcie f(t) vzniknutej impulznej modulacie. Potom
celu funkciu f7(z) aj pre t > t pouzijeme na rekonstrukciu funkcie f(t). Tvarovacimi ¢lenmi
moézeme nahradit’ idealny filter. V nasom pripade pouzijeme tvarovaci ¢len nultého radu.
Tvarovaci &len vytvara z Diracovho impulzu obdiZnikovy pulz jednotkovej $irky a vysky.
Toto je rovné vzorkovacej periode. Vztah pre tvarovaci ¢len nultého radu je udany

prenosom:
Gro(s) == (1 —e™"). (4.20)
Jeho frekvencny prenos bude potom:

X in @l .oT
Gro(jw) = ]% (1-edoT)=T—e7 7. (4.21)

2

Amplitadova charakteristika je nenulovd. Aj pre w > % bude jeho amplitidova

charakteristika tieZz nenulova. Tvarovacie ¢leny vysSich radov ziskame z funkcie f(t), jej

rozvojom v radu. Ak plati:
t €(kT, (k+ 1)T) (4.22)

potom:
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f@ = fFKT) + fOlemir (€ = kT) + fFOlempr (¢ = KT)* + . (4.23)

Derivacie f(t) nahradime diferenciami:

fOlemier = AFKT) = 2 (F(KT) = £ — DT, (4.24)

FOlicir = 3 82F(T) = 3 (AFT) - AF (k= DT,
Odhadom povodnej funkcie f(t) bude funkcia fo(t). Vztah pre odhad funkcie bude:
fo(®) = FOT) + 290 (¢ — k1) + 228D (¢ — e 4 - (4.25)
Impulzna modulacia funkcie f(t) je vstup do tvarovacicho ¢lenu funkcie 7(2):

f(t) =X% f()6(t — kT). (4.26)

Ak teda chceme ziskat' tvarovaci ¢len nultého radu pouzijeme len prvy ¢len rovnice
(4.25). Ak zoberieme zrovnice (4.25) dva cleny pravej strany dostaneme rovnicu

tvarovacieho ¢lenu prvého radu. A takto by sme mohli pokracovat’ d’ale;j.

4.2 Prevod LSDS na LDDS pri ekvidistantnom vzorkovani

Za predpoklad si berieme to, Ze vystupné okamziky merania su ekvidistantné

a uréené vztahom:
t = kT, (4.27)

kde k =0,1, 2,... je diskrétny ¢as. Vstupna informacia ma tiez diskrétny charakter. Bude

platit’:
u(t) = u(kT) = konst. pre kT <t < (k+ 1)T, (4.28)

kde u(t) je riadiaca veli¢ina. Stavova rovnica x = Ax + Bu v diskrétnych okamzikoch

bude mat’ tvar:
x((k + DT) = 7 |47 (x(0) + [, e~ Bu(r)do)| + (4.29)

4 AKk+1)T fk(;‘“)T e~ Bu(r)dr

Posledny ¢len rovnice upravime substitiiciou a Gpravou ziskame rieSenie stavovej rovnice

Vv diskrétnom ¢asovom okamziku:
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x((k + 1)T) = eATx(kT) + 4T fOT e A" Bdru(kT). (4.30)
Zavedenim matic M = e4T, N = 4T fOT e A" dtB ziskame rieSenie:

x((k + 1)T) = Mx(kT) + Nu(kT). (4.31)

Potom uz Fahko vystupnu rovnicu y(t) = Cx(t) + Du(t) prevedieme diskretizaciou do

ekvivalentného diskrétneho systému:
y(kT) = Cx(kT) + Du(kT). (4.32)
Priklad v programe Matlab:

Mame matice:

1=13 3 5=[)

Peri6du vzorkovania sme urcili T = 0,5. Chceme najst’ z matic spojitého systému, matice

diskrétneho systému.
A=[0 3;-16 -8];
>> B=[0;1];
>> T=0.5;
>> [M,N]=c2d(A,B,T)
M =
-0.0993 0.0221
-0.1179 -0.1582
N =
0.0687
0.0074

>>
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5 STAVOVE RIADENIE

Budeme vychadzat' zo stavového popisu. Za pomoci stavovej teorie budeme moct

riadit’ aj systémy, u ktorych klasické konvenéné tedrie nam nedaju uspokojivé vysledky.

Na to, aby sme dostali pozadovanu regulaciu v kvalitnej forme, mézeme pouzit’ stavovy

regulator vo spétnej vizbe. Ciel regulacie berieme ako y = w. Velkost vystupnej veli¢iny

moze ovplyvnit’ korekcia vystupu.

Regulovana sistava

Regulator

Korelkcia

Obr.10: Schéma regulaéného obvodu so stavovym regulatorom

Mame stavovu regulovant sistavu s prenosom:

Y(S) _ jn1S"" Hjn—2s" 2 +jn_35" 3+ +j15+jo

Ggr(s) =
pre ktory je dany stavovy model:
x(t) = Apx(t) + Bu(t)

y(t) = Crx(t),

U(s)  S"+hp_1s" 14hy_ps" 24 +hys+hg

kde:
o 1 0 0
|[0 0o 1 0 ]|
AR:| 0 0 0 0 |
l—hy, —h, —h, —h,_,]

Cr="Uo /1 J2 - Jn-l

Potrebujeme ndjst’ maticu regulatora a maticu korekcie vystupu:

R=[n 1mn 13 .. 1],

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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K = [kl k2 k3 kn], (57)
tieto matice nam zaistia prenos riadenia:

Y(s) _ bn_lsn_l-l-bn_zsn_z +bn_3Sn_3+"'+b15+b0

Gwr(s) = W(s)  s"tan_1S""l4an_osh24-+ags+ag (5.8)
Tento prenos tiez rozlozime pomocou stavového modelu:
x(t) = Ayrx(t) + Bw(t), (5.9
y(€) = Cyrx(t), (5.10)
kde obsah jednotlivych matic je:
TR
AR=i ? 0 0 0 | (5.11)
l—.ao -a; —a; .. —an_lj
Matica B sa rovna rovnici (5.4)
Cwr=1bo b1 by .. by_4]. (5.12)
Plnenie daného prenosu nam zabezpeci stavovy model:
x(t) = (Agp — BR)x(t) + Bw(t) (5.13)
y(t) = (Cr + K)x(2). (5.14)
Po porovnani rovnic (5.9), (5.10),(5.13) a (5.14) ziskame:
Ayr = Ag — BR (5.15)
Cyr = Cr + K. (5.16)
Postupné vysledky st nasledovné:
[0 0 0 7 o
BR=|0 0 o0 0| (5.17)
| : : |
lrl r, T3 rnJ

Dalej zapiSeme rovnice (5.15) a (5.16) ako:
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0 1 0 0
|[ 0 0 1 0 ]|
Ayp = | 0 0 0 0 | (5.18)
l—(CO + Tl) _(Cl + Tz) —(Cz + rg) _(Cn—l + Tn)J
Cwr=Uot+ki jitky jot+ks . jo1+k,] (5.20)

Porovnanim jednotlivych Ayr dostaneme pre jednotlivé prvky matice R a samozrejme aj
rovnako porovnanim vztahov Cwr dostaneme jednotlivé prvky matice pre korekciu K.

Takze jednotlivé prvky st nasledovné:

n=ai1—hiy, (5.21)
ki=bi—1—ji-1, (5.22)
pre i = 1,2, 3, ..,n. Cinnost’ stavového regulatora zavisi na tom, Ze posunie poly

regulovanej sustavy do ziadanej polohy, definujicu ziadané korene menovatela prenosu

riadenia.
Priklad v programe Matlab:

Navrhnite diskrétny stavovy regulator pre stistavu tvorenti uchytenym vozikom pripojenym

na pruzné lano a S tlmiCom. Sustava je dana spojitou stistavou rovnic:
X=AX+Bu
y=Cx+Du

A:[—O7 —12] B:[o,(())3]

C=[1 o], D=]0].
Peri6du vzorkovania vol'te T = 0,3.
>> A=[0 1;-7 -2];
>> B=[0;0.03];
>> C=[10];
>> D=[0];
>> eig(A) %vlastné Cisla
ans =

-1.0000 + 2.4495i
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-1.0000 - 2.4495i
>>T=0.3;
>> [M,N]=c2d(A,B,T)
M =
0.7524 0.2028
-1.4194 0.3469
N =
0.0011
0.0061
>> cp=[1+1j 1-1j]; %volba polov
>> K=place(M,N,cp) %spéitnovdzobnd matica
K =
285.7203 -197.9021
>> dstep((M-N*K),N,C,D,1,70)

>>

@ Step Response

4 T T T T T T

Amplitude

Time [sec)

Obr.11: Priebeh regulatora
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5.1 Diskrétny regulator typu Dead-beat

Ak budeme ziadat’ pri navrhu diskrétnych regulatorov, aby regulovany stav
riadeného systému v kone¢nom ¢ase o kone¢nom pocte krokov n nasobenych vzorkovacou
periddou mal ziadané hodnoty vyuzijeme v tomto pripade navrh regulatora s koneénym
poc¢tom krokov Dead-Beat. Je to vlastne regulator pre riadenie skokovej odozvy

s kone¢nym poc¢tom krokov.

V danom pripade bude Z-obraz kone¢ny polynom. Dany navrh moéze mat dve verzie.
Jednu silnt, pri ktorej musi byt Z-obraz hodndét akénych zasahov tieZ kone¢nym
polynomom. Pri slabej verzii bude v okamzikoch vzorkovania a len v tychto okamzikoch
regulacnd odchylka nulova. To znamend, Ze u silnej verzie bude regulacna odchylka

nulova aj mimo okamziky vzorkovania. Rovnica pre regulator je nasledovna:

k

Grap (2) = ( - )( a ) _ ot Haer 4 iy Z__k " (5.23)

Gs(z)) \1-z—k o 1—(p12_1+p22_2+~~+pkmin z " "min )

Parametre regulatora budi pomocou odvodenia nasledovné:

1 1

q() = Zi‘{;nlin bi = b1+b2+b3+...+bkmin (5.24)
q1 = a1qo
qz; = azqo
q3 = asqo

kain = akmin qo
Dal3ie parametre su:

p1 = bi1qo (525)
p2 = byqo
p3 = b3qq
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.....

realizovatel'nosti, jej hodnotu zmensime vypoctom (regulator s obmedzenim). Pouzijeme

rovnicu:

_ Q&= _ q0+q12_1+CI22_2+"'+qkmm 2 Kmin
Grap (2) = = — — — (5.26)
1-P(2) 1-(p1z~ +p2z~++pi z ®min )

min

Regulator bude mat’ nasledujice parametre:-------------

qo =u(0) =1 (5.27)
1
q1 = (a; —1)qo + b

1
q, = (a; —a;)qo + alZ_bi

qz = a; (—QO + ZLbL)

p1 = biqq (5.28)
1
p2 = qo(by — by) + by b,

p3 = —b; (QO - ZLbl)

5.2 Ackermanova formula pre spojité riadenie

Pre vypocet Ackermanovho vzorca pouzijeme stavovu maticu K. Tuto maticu
budeme pocitat’ s prihliadnutim k systému x = Ax + Bu, kde pouzivame stavové riadenie
u = —Kx. Budeme predpokladat, Ze tento systém je kompletne riaditelny. Dalej sa

domnievame, Ze p6ly pozadovanej uzatvorenej sluc¢ky su: s = uy,s = Uy, ..., S = lUy,.

Ak systém nie je uplne riaditelny, potom maticu Knie je mozné urcit. (Neexistuje

rieSenie.) Pouzijeme kontrolu stavovej spétnej vizby:
u=—Kx, (5.29)
upravuje rovnicu systému:
x = (A - BK)x. (5.30)
Oznacime:

A =A- BK. (5.31)
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Pozadovana charakteristicka rovnica potom bude:
Isl —A+BK| =|sI —A| = (s —p)(s — uz) . (s — ) = (5.32)
s+ as" e+, s+ a, =0.
Podr'a Cayley-Hamiltonovej vety vieme, Ze A spifia svoju charakteristickt rovnicu vtedy:
p(A) =A" + ;A" '+ -+ a, A+ a,] = 0. (5.33)

Budeme pouzivat’ rovnicu (5.33) k odvodeniu Ackermannovho vzorca. Pre zjednodusenie
odvodenia budeme uvazovat’ o pripade, ked’ n=3. Odvodenie mézeme l'ahSie rozsirit’ na

pripad iné¢ho kladného ¢isla n. Zvazime nasledujuce:
I=1 (5.34)
A=A-BK
A% = (A - BK)? = A> — ABK — BKA
A3 =(A—-BK)3 = A3 — A2BK — ABKA — BKA®.

Vynasobenim predchadzajucich rovnic, v poradi podla a3, @y, aq, @y , kde @y = 1, potom

s¢itanim vysledkov dostaneme:
a3I + azz + aflzz + ;‘3 = (535)
= a3l + ay(A — BK) + a,(A> — ABK — BKA) + A> — A>BK — ABKA — BKA? =

= a3l + ayA + a;A*> + A*> — a,BK — 0y ABK — a;BKA — A’BK — ABKA — BKA?.

Z odkazom na rovnicu (5.33), musime:
asl + a,A + a, A% + A% = ¢p(4) = 0 (5.36)
tiez:
asl + a,A+ a,A% + A% = p(A) # 0 (5.37)
Rovnicu (5.36) a rovnice (5.37) do rovnice (5.35) dostaneme:
#(4) = $(A) — a,BK — a;BKA — BKA?> — a;ABK — ABKA — A>BK  (5.38)
Od ¢(4) = 0, dostaneme:

¢(A) = B(a,K + a; KA + KA?) + AB(oy K + KA) + A’BK = (5.39)
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a,K + a; KA + KA?
= [B|AB|A*B] oK + KA
K

PretoZe je systém Uplne riaditelny, inverznd matica k riaditelnosti k matici [B|AB|A®B]

existuje. Obe strany rovnice (5.39) upravime podl'a riaditeI'nej matice dostaneme:

azK + ale + KZZ
[B|AB|A*B]¢(4) = a.K + KA (5.40)
K

Upravime obe strany poslednej rovnice podla [0 0 1], dostaneme:

azK + alKZ + KZZ
[0 o 1][BIABIA%B]"'¢p(A)=[0 0 11| oK+KA =K, (5.41)
K

ktora moze byt’ prepisana ako:
K=[0 0 1][B|AB|A’B]1¢(A). (5.42)

Touto poslednou rovnicou ziskame pozadovanu stavovu rovnicu K. Pre Tubovol'né kladné

celé Cislo n, mame:
K=[0 0 .. 0 1][B|AB|...|A" 'B] 1¢(A) (5.43)

Rovnicu (5.43) pozname ako Ackermannovu rovnicu pre stanovenie stavovej matice K.

Priklad v programe Matlab:

Vypocitajte stavovi maticu K podla Ackermannovho vzorca pre systém popisany

maticami:
0 1 0 0
A=1]0 0 1|, B=|0]|.
-5 —-10 -5 1

>> A=[010;00 1;-5 -10 -5];
>> B=[0;0;1];
>> J=[-1.5+1.5%j*sqrt(3) -1.5-1.5*j*sqrt(3) -5];

>> K=acker(A,B,J)
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K= 40 14 3

>>
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ZAVER

V sucasnosti sa prejavuje vel’ky zaujem o tuto tému. Jednym z dévodov je rychlo sa
rozvijajici priemysel. Bolo by potrebné, aby sa stavovej tedrii linearneho riadenia zacali

viac venovat’ v $kolach.

Praca je zamerana na podrobnejSie preskiimanie stavovej teoérie linearnych
dynamickych systémov. Mohla by sa pouzit’ ako dopliiujuci material pri studiu. Téma bola
postupne rozdelena do jednotlivych skupin. Napriklad sme sa venovali zvlast’ na SISO
systémy. Co obsahovalo obraz stavového popisu spojitého dynamického systému alebo
stavovy popis diskrétneho linedrneho systému. Kapitolku sme venovali aj vzorkovacej
peridde, ktord je dolezitd pri diskrétnych linearnych systémoch. Takto sme pokracovali aj
srozdelenim MIMO systémov. Urcitd cast bola venovand vlastnostiam systému.
Konkrétne to boli: realizovatel'nost’ a pozorovatelnost. Pri stavovej tedrii je ddlezity aj
prevod zo spojitého linedrneho dynamického systému na diskrétny linearny dynamicky

systém.

Praca nie je rozdelena na teoreticku a prakticka c¢ast. Praktické priklady boli
vlozené za urcity teoreticky celok, aby sa nam v dokumente l'ahSie orientovalo. Teoretické
celky boli venované stavovej tedrii linearnych dynamickych systémov. BlizSie sme sa
pozreli na SISO systémy a MIMO systémy, stavové rovnice spojitych a diskrétnych
systémov. V praci sa nachadzaju rieSenia ukdzkovych prikladov, popripade ich rieSenie

VvV programe Matlab. Toto rieSenie ndjdeme aj v prilohe tejto prace.
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ZAVER V ANGLICTINE

Currently, takes a keen interest in this topic. One reason is the fast growing
industry. It would be necessary that the status linear control theory became more in
schools.

The work is aimed to further examine the status of theory of linear dynamical
systems. Could be used as additional material for study. The topic has been gradually
divided into different groups. For example, we pay extra for SISO systems. Which
contained the image of a continuous state space of the dynamic system state description or
discrete linear system. Section were also given sampling period, which is important for
discrete linear systems. Thus, we continued with the distribution of MIMO systems. Some
of the features of the system was given. Specifically, these were: feasibility and
observability. In theory, the status is also important transfer of continuous linear dynamic

system for discrete linear dynamic system.

The work is divided into theoretical and practical parts. Practical examples were
embedded in a theoretical unit to us in the document easier to consult. Theoretical units
were devoted to the status theory of linear dynamical systems. Further we looked at SISO
systems and MIMO systems, the equation of state of continuous and discrete systems. The
work is a prime example of solutions, possibly address them in the program Matlab. This

solution can also be found in the Annex to this work.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

A
a
B
bi
C

Ck

G(s)
G(2)

KT

L-l

Matica systému (spojity systém)
Koeficienty l'avej strany linearnej diferencialnej a diferen¢nej rovnice
Matica budenia (spojity systém)
Koeficienty pravej strany linearnej diferencialnej a diferen¢nej rovnice
Vystupna matica

Koeficient komplexnej Fourierovej rady
Prevodna matica

Vseobecna funkcia

Prenosova funkcia

Obrazovy L-prenos

Diskrétny Z-prenos

Diskrétny cas

L-transformacia

Spitna L-transformacia

Stupen cCitatel'a prenosu

Stavova matica (diskrétny systém)
Supeit menovatel’a prenosu

Stavova matica (diskrétny systém)

Cas

Peridda vzorkovania

Akcna velicina

Porucha

Ziadana veli¢ina

Vstupna veli¢ina
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y Vystupna veli¢ina
z Nezavisle premennd u Z-transformécie
o) Spojity Diracov impulz

o(kT)  Diskrétny Diracov impulz
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