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ABSTRAKT

Tato praca sa zaobera témou Fourierovych radov, patriacich medzi rady trigonometrické.
V teoretickej Casti su uvedené zakladné vety a definicie pouzivané v oblasti nekonecnych
funkénych radov. V praktickej casti su na prikladoch demonstrované prikazy softvéru
Mathematica, tykajuce sa tejto problematiky. Prakticku Cast’ d’alej tvoria rieSené priklady

na aproximaciu funkcii pomocou trigonometrickych polynoémov.

Kracové slova: funkény rad, mocninny rad, Taylorov rad, trigonometricky rad, Fourierov

rad, konvergencia radu, aproximadcia, interpolacia

ABSTRACT

This work deals with the topic of Fourier series, which belong to the trigonometric series.
Theoretical section describes the basic phrases and definitions used in the field of infinite
functional series. In the practical section, there are on examples demonstrated commands
of Mathematica software regarding our thesis. The practical part further consists of

examples based on approximation of functions by trigonometric polynomials.

Keywords: functional series, power series, Taylor series, trigonometric series, Fourier

series, convergence of series, approximation, interpolation
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UVOD

V naSom okoli sa vyskytuje vel'ké mnozstvo periodicky opakujucich sa javov, ktoré sa
pomocou matematickej analyzy snazime nejakym spdsobom popisat. Pri rieSeni
problémov, v ktorych sa uplatituju periodické deje, je vyhodné vyjadrit’ prislusné funkcie
pomocou Fourierovych radov, ktoré patria medzi rady trigonometrické. Pomocou
Fourierovych radov je mozné opisat’ rozne priklady akustickych, mechanickych alebo
elektrickych kmitov. Bezne ich vyuzivame napriklad na digitalizdciu hudby alebo
harmonicka analyzu. O zavedenie Fourierovho radu sa zaslizili matematici Leonhard
Euler a Daniel Bernoulli svojimi pracami v oblasti teérie stran. PouZzivanie
trigonometrickych radov sa velmi rozsirilo, ked franctzsky matematik a fyzik Jean
Baptiste Joseph Fourier odvodil Fourierove koeficienty vo svojej praci o vedeni tepla
zroku 1822. Daldim velkym prinosom do tedrie Fourierovych radov boli postadujuce
podmienky pre rozvoj funkcii do trigonometrickych radov, ktoré podal nemecky

matematik Peter Gustav Lejeune-Dirichlet.

Cielom tejto bakalarskej prace je vyklad tedrie nekonecnych funkénych radov so
zameranim prave na trigonometrické rady a aproximaciu funkcii tymito radmi. V prvej
kapitole teoretickej Casti su vysvetlené zdkladné pojmy z oblasti nekone¢nych funkénych
radov. BliZ8ie su popisané najdolezitejSie funkéné rady, a to mocninné a trigonometrické
rady. Na konci prvej kapitoly je uvedené vyuzitie Fourierovych radov v oblasti
matematickej analyzy. Druhd kapitola oboznamuje s vybranymi metédami aproximaécie a
interpolécie funkcie polyndbmom. Na zacCiatku praktickej Casti st popisané prikazy softvéru
Mathematica, pomocou ktorych dokazeme ziskat Fourierov rad zadanych funkecii
v 16znych tvaroch alebo jednotlivé Fourierove koeficienty. Dalej s popisané prikazy pre
pracu s trigonometrickymi vyrazmi a prikazy sliZiace na interpolaciu podla zadanych
interpola¢nych podmienok. Na konci prvej kapitoly praktickej Casti je ukazka postupu
aproximacie funkcie trigonometrickym polyndmom v softvére Mathematica. V d’alSej
kapitole je prikladny vypocet aproximacného trigonometrického polynému pre funkciu
zadanu tabul’kou v zmysle interpolacie. Posledna kapitola tejto prace je urcena pre priklady
na vypocet priblizného tvaru Fourierovho radu a ukédZku vplyvu poctu ¢&lenov

aproximacéného polyndmu u vybranych funkcii v zadanom intervale periodicity.
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I. TEORETICKA CAST
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1 FUNKCNE RADY

Ked’ v nekoneé¢nom rade

Zun=u1+u2+u3+---+ Uy + -

n=1

predstavuju Cleny u,, funkcie premennej x, definovanej na spolo¢nom intervale J, takze je

u = f1(0),u; = (), 0, Uy = fr(x), .,

otom nielen ¢iastoéné sudty s,,, ale aj zvySok R,, a sucet s (pokial’ existuje) su funkciami
n» n

premennej x. Je teda

(@) = L)+ L) =) fil),
k=1
s(x) = lim s,(x) = ka(x),
k=1

Ru() = 5G0 = 5200 = ) fus)
k=1

Pritom konvergen¢nym oborom (oborom konvergencie) radu Y.n—; f (x) alebo defini¢nym
oborom suctu s(x) nazyvame mnozinu D, obsahujticu prave tie body x € J, pre ktoré je
rad Y- fx (x) konvergentny. Ak dosadime do tohto radu za x uréité ¢islo x, € D,
dostaneme konvergentny ¢iselny rad Y57, fi (xo), ktorého stcet s, sa rovna funkénej

hodnotes(x,), takze
S0 =5(80) = ) filxo).
n=1

1.1 Konvergencia funkénych radov

RieSenie konvergencie radov nieje primarnym cielom tejto bakalarskej prace, je ale
vhodné spomenut’ zakladné definicie, o ktorych je dobré vediet pri dalSom Stadiu
a vypoCtoch v oblasti teorie Fourierovych radov. V d’alSom odstavci budii definované
pojmy bodova arovnomerna konvergencia a d’alej budu spomenuté niektoré kritéria
rovnomernej konvergencie. Zavedieme pojem absolutna konvergencia radu a definujeme

derivovanie a integrovanie radov ¢len po ¢lene.
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1.1.1 Bodova a rovhomerna konvergencia

Definicia 1. Bodova konvergencia. O rade funkcii Y-, f,(x) povieme, Ze bodovo

konverguje na mnozine D C ], ak pre kazdé x, € D konverguje Ciselny rad Y.,—4 f, (xo).

Definicia 2. Rovnomerna konvergencia. Rovnomerna konvergencia radu Y,;—; f, (x) so

suctom s sa definuje ako rovnomerna konvergencia postupnosti ¢iastocnych stctov
Sp = 2p=q fx (%) ku s, teda ako platnost’ nasledujiceho vyroku.

Pre kazdé € € R, existuje n, tak, ze

n>ngx €] = |lsy(x) —s@)I| = <é&

i fie(x)

k=n+1

1.1.2 Kritéria rovnomernej konvergencie radov
Tak ako u ¢iselnych radov a bodovej konvergencie, aj u funkénych radov a rovnomerne;j
konvergencie existuju rozne kritérid pre konvergenicu, pricom nie kazdé musi byt vzdy

vhodné pre urcenie konvergencného oboru danej rady funkcii.

Veta 1. Bolzano-Cauchyho Kkritérium rovnomernej konvergencie radu. Rad

Ym—1 fn(x) konverguje rovnomerne v J, prave ked’ plati podmienka:

Pre kazdé € € R, existuje n, tak, ze

n+p

n>n,p€ENXxE] = Z fix)| <e
k=n+1

Veta 2. Porovnavacie kritérium rovnomernej konvergencie radu. Ak plati nerovnost
fn(x) < gn(x) pre vsetky x €] avSetky n € N aak konverguje rad Yo—qgn(x)

rovnomerne v J, potom konverguju aj rady

ifn(x),ivn(xn.
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Ak je |fn(x)] < gn(x) v] pre vietky n € N, oznaCujeme rad Y,;—; gn(x) ako majorantny

rad 5q fn(X) V.

Veta 3. Dirichletovo Kkritérium rovnomernej konvergencie radu. Nech postupnost’

funkcii f, (x) : ] = C, gx(x) : ] = R spliju tieto podmienky:
Pre kazdé x € ] je
g1(x) = g (x) = - =2 gp(x) =+ =0,
Jx(x) = 0 rovnomerne v J

aexistuje K € R, tak, ze

zn:fk(x)
k=1

< K prevSetkyn € N avSetky x € J.

potom rad

> a0 ga
n=1

konverguje rovnomerne v J.

Veta 4. Abelovo kritérium rovnomernej konvergencie radu. Pre kazdé k € N nech je

filx): ] > Cagi(x):] > R, priCom nech je postupnost’ {g,(x)} pre kazdé x €]

monotonna a nech existuje K € R tak, ze
x€J,keN =|g(x)| <K.

Ak konverguje rad

iﬁm

rovnomerne v J, konverguje v / rovnhomerne aj rad

iam%m.
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1.1.3 Absoliitna a relativna konvergencia

Definicia 3. Absolitna konvergencia. Ak konverguje rad Y-, f,(x) azaroven
konverguje aj rad Yo |f (x)], potom X.>°_; fr, (x) konverguje absolatne. V pripade, Ze rad
Yot fn(x) konverguje a Yo |f(x)| diverguje, potom Y.»°_; f (x) konverguje relativne

(neabsolutne).

1.14 Derivovanie radu ¢len po ¢lene

Veta 5. Ak konverguje rad Y g-; f(x) realnych funkcii aspon v jednom bode ¢ € (a, b)

a ak rad Y;—; f (x) konverguje rovnomerne v (a, b), potom konverguje rovnomerne aj rad

Yn=1fn(x), pricom

fn(x)> = fn(x) vcelom (a,b).

1.1.5 Integrovanie radu ¢len po ¢lene

Veta 6. Ak st f,(x) : (a, b) = R funkcie spojité v {(a, b) a ak konverguje rad };;—; f,(x) v

(a, b) rovnomerne, je

f i i j £,

n=1

1.2 Mocninné rady

1.2.1 Mocninné rady obecne

Zvlastnym pripadom funkénych radov su mocninné rady. Vyznacuji sa jednoduchymi
podmienkami pre rovnomernu konvergenciu, zaujimavymi vlastnostami a lahkymi
vypocetnymi operaciami.

Definicia 4. Mocninny rad. Mocninnym radom so stredom v bode x, nazyvame funkény

rad tvaru

o)

Z Up (X — x0)™ = ug +us (x — x0) + up(x — %)% + -+,

n=0

kde ¢isla uj, nazyvame koeficienty.
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Ak je xo = 0, dostaneme mocninny rad so stredom v bode 0 tvaru

(00}
n _— 2
Up X" = Uy +UX + Ux” + -0

n=0

Veta 7. Abelova veta o konvergencii mocninného radu. Ak mocninny rad konverguje

pre x; # 0, konverguje absolutne v kazdom bode x, pre ktory plati |x| < |x].
Ak mocninny rad diverguje pre x = x,, diverguje v kazdom bode x, pre ktory je

x| > |x2].

Definicia 5. Konvergen¢ny interval. Ak konverguje dany mocninny rad Yoo U, x"
aspoil v jednom bode x # 0, potom existuje taky interval (—R, R) (konvergen¢ny interval

radu), v ktorého kazdom bode x rad ) ;- u,x™ konverguje absolttne a v kazdom bode

x & (—R, R) diverguje.

Definicia 6. Ur¢enie konvergen¢ného intervalu. Cislo R nazyvame polomer
konvergencie (konvergenény polomer) mocninného radu Y., _, u,x™. Ur¢i sa na zaklade

Cauchyovho-Hamardovho vzorca

1 -
R = " kdey = lim /|a,,|,
n—-oo

kde ,fll?o “/la,| zna¢i tzv. hornti limitu (limes superior) postupnosti {+/|ay|}.

Mocninny rad

(o]
Z UpxX™ = Uy + U X + Upx? + -+,

n=0
ktora konverguje na intervale | = (—R, R), ma tieto vlastnosti:
1. Konverguje absolutne aj rovnomerne na kazdom uzavretom intervale, ktory lezi

v intervale J.

2. Jeho sucet s(x) je spojita funkcia na intervale J.
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3. Ma na intervale J derivacie vSetkych radov. Dostaneme ich postupnym
derivovanim radu ¢len po ¢lene. VSetky takto vzniknuté rady maju rovnaky
konvergencny polomer R.

4. Mozeme ho integrovat’ ¢len po ¢lene na kazdom interevale {a, x), leziacom

v intervale J, pricom takto vzniknuty rad ma konvergen¢ny polomer R.

Aplikaciou mocninnych radov v matematike je napriklad numericky vypocet urcitych
integralov, vypocet hodnot funkcii alebo vypocet partikularneho rieSenia diferencidlnych

rovnic. [1]

1.2.2 Taylorov polyném a rad

Taylorove rady patria medzi najpouzivanej$iec mocninné rady. Vyuzivaju sa hlavne na

aproximaciu funkcii pomocou Taylorovho rozvoja.

Definicia 7. Taylorov polyném. Ak uvazujeme funkciu f(x), ktorA ma v bode x,
derivacie az do radu n, potom je mozné tejto funkcii priradit’ tzv. Taylorov polynéom

stupfia n v tvare

f'(x0) f" (x0)

TR T o

.y (x = xp)"

T (x) = f(xo) + (x —x0)? + -+

V pripade, Ze x, = 0, polynom

’O IIO nO
M) = £ + P LDy D)

nazyvame Maclaurinov polynoém funkcie f(x).

Definicia 8. Taylorov rad. Ak je funkcia f(x) definovana v istom okoli bodu x, a ma

v bode x, derivacie vSetkych radov, potom pre Taylorov rad funkcie f(x) o strede x, plati

Z f (J!Co) (x — xg)"™.
n=0

n

Zvysok po k-tom ¢lene tohto radu pre k > 0 ma tvar

xXo)™.

e

n

k
Rina () = f() = )
n=0
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Rad povaZujeme za realny Taylorov rad za predpokladov, Ze funkcia f(x) je realna
funkcia realnej premennej, Zze x, € R aze derivacie su ,,podla redlnej premennej®.
O komplexny Taylorov rad sa jedna v pripade, Ze f(x) je komplexna funkcia komplexnej

premennej, x, € C a derivacie st ,,podl'a komplexnej premenne;j*.

V pripade, Ze x, = 0, mocninny rad

Z.) f’;l(!O) x"

nazyvame Maclaurinov rad funkcie f(x). [2][3]

1.3 Trigonometrické rady

Casto sa stretivame s veli¢inami a dejmi, ktoré sa periodicky opakuju, napriklad kmitanie
sustav, pravidelné striedanie atomov v krystalovej mriezke alebo pohyb piestu vo
vybusnom motore. Trigonometrické rady a hlavne ich Specialny pripad Fourierove rady
maju velky vyznam pri popise a Studiu takychto periodickych dejov. V technickej praxi sa
trigonometrické Fourierove rady najCastejSie vyuzivaju pri rieSeni diferencidlnych a

integralnych rovnic.

Definicia 9. Trigonometricky rad. Ak su dané dve postupnosti realnych &isel (a,)g,

(bp)g acislo L > 0, potom vyraz

ap + i (an cos (nl,ﬂ) + by, sin <nLﬂ))’ kde x € (—o0,00)

n=1
nazyvame trigonometrickym radom v zékladnom tvare.

Cislo ay nazyvame absolitnym &lenom radu a trigonometricky dvojélen
nmx . mmx
wn(x) = a, cos (—) + b, sin (—)
L L
nazyvame n-tym ¢lenom radu. [3]

1.3.1 Fourierov rad na intervale 27

Funkciu f(x) definovanu na intervale —m < x < m rozvinieme v rad trigonometrickych

funkecii
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a
f(x) = 70 + Z(an cos nx + b, sinnx).
n=1

Prvy ¢len (absolutny) je oznaceny % len z formalneho dévodu, aby sa dali vSetky

koeficienty a,, pocitat’ podla jednotného vzorca. Takéto vyjadrenie mé praktické vyuzitie
len v pripade, ze pre danu funkciu f(x) mozeme najst’ vSetky koeficienty aqy,a,, b;,. Pre

vypocet tychto koeficientov vyuzivame tzv. ortogonality funkcii sin nx, cos nx

s
fsinnx cosnxdx=0 pren,k=0,1,2,..
-1

0,pren # k;

Vs
fsmnxsmkxdxz{ tpren =k € N.
-

A

0,pren # k;
fcosnxcoskxdxz{ m,pren =k € N;
g 2m,pren =k = 0.

Vynésobenim radu trigonometrickych funkeii funkciou sin kx (cos kx), zintegrovanim a
pouzitim ortogonality ziskame

[o0) T

i
jf(x) sinkx dx = z J(an cosnx + b, sinnx)sinkxdx =nb,, k=1,2,..
-7

n=0 —TT

T o T

~ . _ (may,prek # 0;
ff(x) cos kx dx = Z f(an cos nx + b, sinnx) cos kx dx = {2na0,p7”e k=0.
-7

n=0 —TT

Z tychto vyjadreni ziskame vztahy pre urcenie jednotlivych koeficientov

T

1
ag = - ff(x)dx,

—TT

Y
1
an =— J f(x) cos nx dx,

-

77.'
1
b, = - ff(x) sinnxdx, (n=1,2,..).
-1
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Ak je funkcia f(x) rozloziteI'na v rovnomerne konvergentny trigonometricky rad, potom

tento rad nazyvame Fourierov rad funkcie f(x) a koeficienty aq,a4, ay, ..., by, by, ...

st Fourierovymi koeficientami funkcie f(x).

1.3.2 Fourierov rad na ubovolnom intervale

V teoretickych tvahach o Fourierovych radoch je vyhodné vysetrovat’ rozvoj funkcie f(x)
do Fourierovho radu na intervale (—m, ), zatial’ ¢o v praxi je to Fubovolny interval (a, b)

dizky 2L, ktory transformujeme na interval (—L, L) alebo (0,2L).

V rozvoji

a
fxo) = 70 + Z(an cosnxy + by, sinnx,)
n=1

platnom pre interval —m < x < m urobime substituciu

xO=T

¢im dostaneme hl'adany rozvoj na intervale —L < x < L

fx) = —O+Z [a cos nnx +b sin(ﬂ)]
2 LT " L/

n=1

Pre Fourierove koeficienty potom plati

ff(x)cos )dx n=0,1,2,..)

ff(x)sm )dx n=12..).

Pre rozvoj na intervale (0,2L) platia obdobné vzt'ahy

ff(x)cos 7T)dx n=01,2..)

ff(x)sm )dx n=1,2,..).[4]
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1.3.3 Parny a neparny Fourierov rad

Definicia 10. Sinusovy rad. Ak je periodicka funkcia f(x) na intervale (—m, ) neparna a

integrabilnd, su vsetky koeficienty a,, = 0 pre vSetky n = 0 a pre koeficienty b,, plati
2 Vs
b, = Eff(x) sinnx dx, preVn € N.
0
Potom ma funkcia f(x) tvar

flx) = 2 b, sinnx

a nazyvame ju neparny alebo sinusovy Fourierov rad funkcie f(x).

Definicia 11. Kosinusovy rad. Ak je periodicka funkcia f(x) na intervale (—m, ) parna a
integrabilnd, st vsetky koeficienty b, = 0 pre vSetky n € N, zatial’ ¢o pre koeficienty a,

plati
2 s
a, = ;jf(x) cosnxdx, prevVn = 0.
0

Potom ma funkcia f(x) tvar

a
f(x) =70+Zancosnx

n=1

a nazyvame ju parny alebo kosinusovy Fourierov rad funkcie f(x). [2]

1.3.4 Fourierov rad v komplexnom tvare

Fourierov rozvoj moéze nadobudat’ aj iny tvar, ktory je vyhodny v obecnych uvahéch, ako
aj v mnohostrannych aplik4cidch. Prepis do tohto tvaru spociva vo vyjadreni

trigonometrickych funkeii
(TUTX ) . (nnx )
cos|—),sin(—
L L
pomocou Eulerovych vzorcov

1, . . . .
cos x =§(e”‘ + e‘”‘),sinx =Z(e”‘ —e ).
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Tieto vzt'ahy dosadime do
ao nnx . mmx
fx) = > + Z cos + b, sin (T)]'
n=

odkial’ dostaneme hl'adany tvar

[ee]

F@ =) et

n=-—oo
v ktorom pre jednotlivé koeficienty plati
1
Co = E Ay,
Cn = 2 (an —iby),
C_p =Cp,

kde ¢, znaci komplexne zdruzené ¢islo ku komplexnému ¢isluc,,.

1.3.5 Konvergecia Fourierovych radov

V tomto odstavci budi popisané dve jednoduché kritérid konvergencie Fourierovych
radov. Prvym znich je Dirichletovo-Jordanovo kritérium, ktoré zaroven patri medzi

najdoleZitejSie.

Veta 8. Dirichletovo-Jordanovo kritérium. Ak je dand funkcia f(x) € P(2m) po

Castiach spojita v istom intervale (a, b), platia tieto tvrdenia

1. Pre kazdé x € (a, b) je sucet s(x) Fourierovho radu funkcie f(x) v bode x rovny

%(f () + £ (=),
ak je f(x) v bode x spojita, je s(x) = f(x).
Ak je b — a = 2m, ma Fourierov rad funkcie f(x) uvedeny sucet v kazdom bode
x € R.
2. Ak je funkcia f(x) v intervale (a, b) spojita, konverguje jej Fourierov rad v (a, b)
lokalne rovnomerne.

Ak je b — a = 2m konverguje Fourierov rad funkcie f(x) rovnomerne v celom R.
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Nasledujuca veta udava podmienky, ktoré zarucuju, ze Fourierov rad danej funkcie f(x)

rovnomerne konverguje k tejto funkcii.

Veta 9. Nech je funkcia f(x) spojita na intervale (a, b) a zaroven je jej derivacia f'(x) na
tomto intervale po Castiach spojitd. Potom Fourierov rad funkcie f(x) konverguje

rovnomerne ku funkcii f(x) na intervale {a, b). [2]

1.3.6 Periodické prediZenie funkcie

Periodické prediZenie je ¢asto vytvarané postupom, ktory graficky znamena, Ze graf
funkcie zadanej na intervale koneénej dizky sa posiiva vpravo alevo vlavo postupne
o dizku tohto intervalu a tato dizka sa zaroveii stava periddou takto rozsirenej funkcie na
celt osu R. Funkcia moZe byt prediZena na intervaloch roznych dizok. Nech je f(x) po

Castiach spojita na intervale napriklad (—m, ). Potom funkciu f*(x) nazyvame
2m-periodické predizenie funkcie f(x), ak

( f), x € (-mm),
F1(x) = { fx—2km), x € ((2k—-Dm 2k + Dn), k€ Z,

| UG +fE-)l x=Qk+Dm, keZ
Ak Fourierov rad funkcie f(x) konverguje na intervale (—m, ) k funkcii ur€enej vetou 8,

potom tento rad konverguje na (—oo, ) k 2m-periodickému predizeniu f*(x) funkcie

fx). [6][11]
1.3.7 Vyuzitie Fourierovych radov

1.3.7.1 Parcidlne diferencidlne rovnice

Fyzikalny vyznam problému. Na koncoch upevnena struna (dokonale ohybné vlakno)
dizky 1 je vychylena do polohy ¢, (x) a z tejto polohy je v &ase uvolnena. V ase t = 0 ma
pociatocnu rychlost’ ¢4 (x). Mame ur€it’ z rovnice pre kmitanie struny vychylku u(x, t) pre

kazdéx (0 <x <D at(t =0).

Hladame teda funkciu u(x, t) vyhovujucu rovnici

d%u  90%u
92t2  92x2

0<x<[,t>0),
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spojiti v uzavrenej oblasti Q (0 < x < [,t = 0) a spliiujucu tieto pociatocné a okrajové

podmienky

u(x,0) = <po(X) (x 0) = ¢1(x),

u(0,t) = 0,u(l,t) = 0.

Riesenie u(x, t) bude v tvare

[00]
nix nmt . nmt
u(x, t) = Z sin— (an cos —— + b,sin T)

n:

kde koeficienty a,,, b,, ur¢ime podl'a vzt'ahov

2 (! nmx
a, = Tf (po(x)cosde,
0

= f <P1(x)smﬂdx [51[9]

1.3.7.2 Suvislost’ Fourierovych radov s vinami

Fourierovym radom uréitych funkcii periodicky predizenych na danom intervale mozeme
popisat’ napriklad niektoré zname jednoduché viny zobrazené na obrazku 1. Medzi tieto
viny patria napriklad pilovité viny, Stvorcové viny alebo viny trojuholnikové. Pilovité viny
st zname napriklad pre ich pouzitie v hudbe pri zvukovej syntéze spolu s vinami
Stvorcovymi. Stvorcové viny sa dalej vieobecne vyskytuj v dvojaroviiovych spinacich
obvodoch. V praktickej Casti na prikladoch ukaZzeme Ze rozvoj niektorych funkcii do

Fourierovho radu popisuje prave tieto jednoduché viny. [10]
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Stvorec

. Trojuhoknik

Obrazok 1: Priebehy znamych jednoduchych vin



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 25

2 APROXIMACIA FUNKCIE

Stadium aproximécii funkcii je jednym zo zékladnych uloh numerickych metod
matematickej analyzy. Aproximacia spo¢iva v nahradeni danej funkcie f(x) inou funkciou
¢@(x), ktora vo vhodnom zmysle napodobniuje funkciu f(x) a lahko sa pritom
matematicky spracovava. Funkcia ¢(x) je aproximaciou funkcie f(x). Pri vybere vhodne;j
aproximacie postupujeme tak, ze vopred zvolime tvar aproximujucej funkcie, v ktorej
vystupuju ur¢ité premenné parametre, ktorych hodnoty sa snazime urcit’ tak, aby vysledna
aproximdcia vyhovovala nas$im poziadavkam. Obecne uréime systém jednoduchych
zékladnych funkcii @ (x), 1 (x), (%), ..., p,(x) a funkciu f(x) aproximujeme

linedrnou kombindciou tychto zékladnych funkcii

@(x) = copo(x) + c101 (%) + -+ + Crpn (x).

Aproximacia potom spociva v uréeni hodnot parametrov cy,cy,..., ¢, podla kritéria

vhodného pre konkrétnu tlohu.

2.1 Aproximacia Taylorovym polynémom

Tato aproximdaciu pouzijeme, ak chceme aproximovat chovanie funkcie v malom okoli
bodu. Predpokladajme, Zze dana funkcia f(x) ma v bode x, asponn n derivacii, a ze ich
hodnoty v bode x, pozname. Funkcia ¢(x), ktora ¢o najlepSie napodobriuje chovanie

funkcie f(x) ma podmienku

9D () = fP o), j=01,..m

¢o znamena, ze hodnoty derivacii funkcii f(x) a ¢ (x) v bode x, s rovnaké az do radu n.

Tato podmienku spliiuje Taylorov polynom

[0

f( o) fx 0)( %) 4o p 0

(x —x0) +

To(x) = f(x0) +
Pre chybu aproximacie Taylorovym polynémom plati

(x — xo)n+1

e(x) = f(x) —T(x) = fn+1(€)m,

€ € U(xyp).

Ak dokazeme odhadnut’ n + 1 derivacii funkcie f(x) na danom okoli bodu x,, mézeme

urobit’ odhad chyby aproximacie:

Ak plati |f™1(x)| < M Vx € U(x,), potom |e(x)| <
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2.2 Aproximacia interpolaénym polynémom

Takuato aproximaciu vyuzivame pri aproximacii funkcie, ktora je dana svojimi hodnotami
vn+1 bodoch x;, i =0,1,...,n (body x; nazyvame uzly interpolacie), a pozadujeme,
aby aproximacna funkcia presne prechddzala zadanymi bodmi. Pomocou aproximaécie
ziskame priblizné hodnoty zadanej funkcie v I'ubovolnom bode intervalu (xg,xy).
Interpolacny polynom ¢@(x) bude stupfia n (polynom n-tého stupna ma n+1

koeficientov).

2.2.1 Lagrangeov interpola¢ny polynom

Jednym z postupov urenia interpolacného polyndému je tzv. Lagrangeov interpolacny

polyném. Hladany polyném L, (x) n-tého stupiia musi spliiovat’ interpola¢né podmienky
Ln(xi) = f(xi)l L = 0' 11 "'In'

Lagrangeov interpola¢ny polynom hl'adame v tvare

Ln(0) = ) FEILE),
i=0

kde [;(x) su elementarne polynomy Lagrangeovej interpolacie n-tého stupia, pre ktoré

plati
1, i=j
li(x]') = 611 = 0’ i :/:] .
Kazdy polyném [;(x) ma korene xg, X1, X;_1, Xj +1, ---» Xn @ nadobuda hodnotu 1 v bode x;.
Pre jeho urcenie pouZivame tvar

(x —x) (x —x1) .. (x = x;-1) (¢ — X341) .. (X — X7)
(g — x0) (o — 1) oo (ot — X5 1) (X — K1) e (X5 — X))

li(x) =

2.2.2 Newtonov interpola¢ny polynom

Dal§im spésobom uréenia interpolaéného polynému je tzv. Newtonov interpoladny

polyném. Interpolaény polyném N, (x) n-tého stupna spliiujtci interpolaéné podmienky
Nn(xl) = f(xl)l l = OI 1; "'1n1
volime v tvare

Ny(x) =ag+a;(x —xp) +a,(x —x0)(x —x1) + -+ ap(x —x0)(x — x1) ... (x — x5_71)-
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Jednotlivé koeficienty ay,aq,a,, ..., a, ziskame dosadzovanim interpolaénych podmienok do

predpisu polynému
No(x0) = ao = f(xo),

f &) = f(x0)

Ni(x1) = ag +a;(x; —x0) = f(x1) ®a; =
X1 — Xo

Ny (x) = ag + a,(x; — xp) + az(xz — x0) (xz — x1) = f(x3) =

FQe)—f(x1) _ fQx1)—f(xo)

X2—X1 X1—Xo

Xy — Xo

:>a2:

2.2.3 Hermitov interpola¢ny polyném

Polyném Hs,,, 1 (x) definovany vzorcom

n

o 00 = ) [(F@dh) + £/ (@)

i=0
sa nazyva Hermitov interpolacny polyném, kde
hi(x) = [1 = 2(x — a)li(a)]If (%),
h(x) = (x — a)lf (x)

a [;(x) st elementarne polyndmy Lagrangeovej interpolacie. Polyndém je stupiia nanajvys

2n + 1 a plati
Hynya(ai) = f(ay),

Hé'l’l‘l'l(al') = fl(al)' l = 0' e, N

2.3 Aproximacia trigonometrickym polynémom

Pre aproximaciu periodickych funkcii nieje vhodné pouzit’ polyndmy a preto pouzivame

systém periodickych zakladnych funkcii, tzv. systém trigonometrickych polynomov

Po(x) =1,

2Tnx
Pan-1(x) = cos T =1,2,..,

2Tnx

@on(x) = sin k=1,2,..
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kde T je peridda zadanej funkcie. Pocet uvazovanych zakladnych funkcii volime bud’
mensi nez je pocet zadanych bodov, alebo rovny poctu zadanych bodov (v zmysle

interpolacie).
Urcenie koeficientov c; u zakladnych funkcii ¢;(x) z vyjadrenia

0(x) = coPo(x) + c1p1(x) + -+ + ey ().

nazyvame Fourierovou analyzou. [5] [7]

2.4 Interpolacia pomocou splajnov

Zakladna myslienka interpolacie tohto typu je obdobnd ako u Lagrangeovej, Newtnovej,
po pripade Hermitovej interpolacie. Tato interpolacia sa liSi tym, Ze miesto polynomu,
pomocou ktorého interpolujeme danu funkciu, pouzijeme tzv. splajn, ¢o je po Castiach

spojita funkcia.

24.1 Interpolicia Lagrangeovho typu

Klasickym splajnom stupnia k pre uzly ay, < a; < *-- < a,, rozumieme funkciu, ktora je na
kazdom intervale (a; a;y1), i =0,..,n—1 polyndbm stupia k (ré6znym v rdznych
intervaloch) a ktora ma v celom intervale (a,, a,,) spojité derivacie az do radu k — 1.

Interpolaciou danej funkcie f(x) klasickym splajnom stupna k pre uzly ap < a; < -+ <

a, rozumieme splajn f;(x) stupna k, pre ktory plati

fs(a;)) =f(a;)) i=0,..,n

Najpouzivanej$im klasickym splajnom je splajn 3. stupiia, ktory sa nazyva kubicky splajn.

24.2 Interpolacia Hermitovho typu

Hermitovym splajnom stupna 2k —1(k=>1) pre uvzly a=aqy,<a; <--<a,=b
rozumieme funkciu, ktora je vkazdom intervale (a; a;;;), i =0,..,n—1, rovna
polynomu stupiia nanajvys 2k — 1 a ktora ma v celom intervale {(a, b) spojité derivacie do

radu k — 1.

Nech ma funkcia f(x) vintervale (a,b) k — 1 spojitych derivacii, nech je a = a, <
< ay << a, = b l'ubovolné delenie tohto intervalu a nech je k I'ubovolné celé¢ kladné

¢islo. Potom existuje prave jeden Hermitov splajn f;(x) stupiia 2k — 1, pre ktory plati

P = [P, i=0,m, j=0,. k-1
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II. PRAKTICKA CAST
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3 SOFTVER MATHEMATICA

Mathematica je vypocCtovy softvér, pouzivany v mnohych vedeckych, technickych,
matematickych a vypocetnych oboroch. Je zalozeny na symbolickej matematike.

Mathematica pouziva vlastny programovaci jazyk, tzv. Wolfram Language.

3.1 Fourierove rady
Pre Fourierove rady ma softvér Mathematica niekol’ko funkcii, napriklad funkcia
FourierSeries[f(x),t,n],

ktord ndm vrati Fourierov rozvoj funkcie f(x) v exponencidlnom tvare o n ¢lenoch v t.

Priklad 1. Vytvorte Fourierov rad funkcie f(x) = x o dvoch ¢lenoch.
Riesenie.

In[1]= FourierSeries[x, x, 2]

. . .-
A= 1 E—].Jt_islx_ ;E—;lx_

[
[
=t

b |

ka2
(2]
-
]

Ak chceme Fourierovu radu trigonometrickych funkcii pre funkciu f(x) o n ¢lenoch,

pouzijeme prikaz

FourierTrigSeries[f (x),t, n].

Priklad 2. VytvorteFourierov trigonometricky rad funkcie f(x) = x o dvoch ¢lenoch
Riesenie.

In[Zl= FomrierTrigSerie=s[x, x, 2]

Outf2}= 2 5in[x] - 5in[2 x]
V pripade, Ze potrebujeme Fourierov rad funkcie f(x) len v tvare sinusového alebo
kosinusového radu o n ¢lenoch, mame k dispozicii prikazy

FourierSinSeries|[f (x),t,n],

FourierCosSeries[f (x),t,n].
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Priklad 3. Vytvorte kosinusovy Fourierov trigonometricky rad funkcie f(x) = x o dvoch

¢lenoch.
Riesenie.

In[2l:= FourierCosSeries[x, x, 2]

4 Cos[=x]

Out[3}= E - -

Ked’ chceme ziskat’ konkrétny koeficient Fourierovho radu, pouZzijeme funkciu
FourierCoef ficient[f (x),t,n],

ktorej vystupom je n-ty Fourierov koeficient v rozvoji funkcie f (x).

Ak potrebujeme konkrétny koeficient zo sinusového alebo kosinusového Fourierovho radu

funkcie f(x), ziskame ich pomocou prikazov
FourierSinCoef ficient[f (x),t, n],
FourierCosCoef ficient[f (x),t,n],

ktoré nam vratia n-ty Fourierov koeficient v sinusovom alebo kosinusovom

Fourierovom rozvoji funkcie f(x).

Priklad 4. Nijdite druhy koeficient sinusového Fourierovho trigonometrického radu

funkcie f(x) = x.

Riesenie.
In[4]:= FourierSinCoefficient([x, x, 2]
outjal= —1

3.2 Trigonometrické vyrazy

Software Mathematica ndm poskytuje prikazy pre manipuldciu s trigonometrickymi

vyrazmi. Su to
TrigExpand|vyraz],

ktory rozlozi trigonometricky vyraz.
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Priklad 5. Rozloztefunkciu f(x) = sin 2x v softvére Mathematica.
Riesenie.
In[f:= TrigExpand [Sin[2 x]]

Cutff} 2 Cos[x] 5in[x]
Prikaz pre redukciu vyrazu na formu linedrnych trigonometrickych funkcii sa zapisuje

TrigReduce|vyraz].

Priklad 6. Redukujte funkciu f(x) = 4sin 2x * cos? x v Mathematice.
Riesenie.
In[E]l= TrigRednce[4 Sin[2x] «Cos[x] *2]

Cutlfl 2 83in[2 X] + 5in[4 x]
Pre prevod medzi exponencidlmi a trignonometrickymi funkciami pouzivame prikazy
TrigToExp|vyraz],
ktory prepisuje trigonometrické funkcie do exponencialneho tvaru,
ExpToTrig|vyraz],

ktory naopak, prepisuje exponencidlne funkcie do tvaru trigonometrickych funkcii.

Priklad 7. Vyjadrite funkciu f(x) = 2sin 4x v exponencialnom tvare.
Riesenie.
In[7]= TrigToExp[2 Sin[4x]]

= ﬂ_i 1x = ﬂi 1x

OulfE 1 e -1ie

In[2]= BExpToTrig [.ﬁ. e ti* _ g e‘““]

Outfl= 2 5in[4 x]
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3.3 Interpolacia
Prostredie Mathematica nam poskytuje prikaz aj pre bodovu interpoléaciu funkcii
Interpolation[{f, f2,.--}],

Interpolation[{{xy, f1},{x2, f2},---}],

ktory skonstruuje aproximacnu funkciu, ktord interpoluje podl'a zadanych funkénych

hodnét f1, f2,.., fn odpovedajucich bud’ x,, = 1, 2, ..., n, alebo zadanym x,,.

Priklad 8. Zostrojte interpolacni funkciu pre funkciu zadanti svojimi funkénymi

hodnotami f(x) = {1,2,2,4,8,4}.
Riesenie.

InE:= £ = InterpolatingFonction[{1, 2, 2, 4, &, 4}]

Out]f}= InterpolatingFunction[{l, 2, 2, 4, 8, 4}1]

B
s
i
3

Obrazok 2: Interpola¢na funkcia ku f(x) = {1,2,2,4,8,4}

Vyslednu aproximacntl funkciu porovname v jednom grafe s originadlnymi datami

2l —
™,
L ///.’ xx.-
.r'f ""'.
sl s !
! y
"r .II
- _.r II
I r !
4 /d [
L -
I I —-— g
|
"
1 1 1 1 1 =
2 3 4 &

Obrazok 3: Porovnanie hodnoét funkcie a aproximacie
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a vidime, Ze interpolacna funkcia prechadza zadanymi bodmi.

Ak si chceme vybrat’ rad interpoldcie, Mathematica ndm na poskytuje rozsirenie prikazu

Interpolation, a to
InterpolationOrder — n

kde n je pozadovanyn rad interpolacnej funkcie.

Priklad 9. Zobrazte interpola¢nu funkciu rézneho radu na funkcii z predchadzajiuceho

prikladu.

Riesenie. Pre n = 0 vytvorime interpola¢nu funkciu 0-tého radu

Obrazok 4: Interpolac¢na funkcia 0-tého radu

Pre n = 1 je vystupom linedrna interpolac¢na funkcia

B A

r Y

[ PN
- ; M,

r £ 5,

._I' \'.
’ A
s hY
&k ri AN
__I' \'.
; M,

= i A
“F ; ,

[ ’ ,

r Jl_.-" AN
af y x

[ -

-
- -
r -
-
-
- L o
2 e
—
—
=
arl 1 1 1 1 1 x
2 3 4 5 &

Obrazok 5: Interpolacna funkcia 1-tého radu
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Pre n = 2 vytvorime kvadraticku interpola¢nt funkciu

EF —.
I ) TN
L / \\x__
L III,-' \
&F ln' \
- i A
) &
i L1
-'. I'-
T S
.l'//
1L . ,-—""#f
2 o »
L~ ’
1 1 1 1 1 x
2 3 4 &

Obrazok 6: Interpolacna funkcia 2-tého radu

Prostredie Mathematica ndm umoziuje vybrat’ si metédu interpolacie pomocou rozsirenia

prikazu Interpolation, a to
Method — ,Nazov metody”.

Je mozné napriklad pouzit’ metody spominané v teoretickej Casti.

Priklad 10. Zobrazte interpola¢nt funkciu druhého radu na funkcii z predchadzajiaceho

prikladu pomocou dvoch rdéznych interpola¢nych metod.

RieSenie.
v
1S r .
f/ \\
.-"; \'-.__
- IIIII‘ y
ir / \
L i 1 .
/ Y Pomocou splajnov
! Y
4L /J 5 Hermiteova metoda
// # Interpolatné usly
P]S e
.-'--'-F'- -
-
1 1 1 1 1 1 1 x
2 3 4 5 &

Obrazok 7: Porovnanie dvoch interpola¢nych metéd
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Ked’ chceme vytvorit’ periodicky sa opakujicu funkciu pomocou softvéru Mathematica,
pouzijeme rozsirenie funkcie Interpolation, a to

PeriodicInterpolation — True/False

kde True znamena, ze interpolacia bude periodicka, False naopak. [8]

Priklad 11. Pomocou softvéru Mathematica zostrojte interpolacnti funkciu opakujicu sa

periodicky ku funkcii zadanej svojimi funkénymi hodnotami f(x) = {1,5,7,2,3,1}.

Riesenie.

Obrazok 8: Periodicky opakujuca sa interpola¢na funkcia k f(x) = {1,5,7,2,3,1}

3.4 Periodické prediZenie funkcie

Pri rieSeni prikladov sme pre vykreslovanie pdvodne neperiodickych funkcii

s periodickym priebehom v prostredi Mathematica pouZili nasledujicu funkciu

myperiodic[func_(, {val_Symbol, min_(? NumberQ), max_(? NumberQ) } ) | =

== func/(.(val » Mod[val — min, max — min| + min) ).
Tato funkcia prebera ako parameter pozadovant funkciu a rozsah tejto funkcie, ktory sa

ma periodicky predizit.

Priklad 12. Periodicky predizte funkciu f(x) = —x na intervale (—m, ) pomocou

softvéru Mathematica.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 37

Riesenie. Pouzitim funkcie myperiodic v nasledujucom tvare ziskame periodicky priebeh

zadanej funkcie zobrazeny na rozsahu (—4Pi, 4Pi).
Plot[myperiodic[—t,{t,—Pi, Pi}] //Evaluate, {t, —4Pi, 4Pi},
AxesLabel — {x,y},

PlotLegends — {"2m-periodické predizenie f(x)"},

PlotStyle - Blue]
SRV AR
\ = \‘\ \ \\ - \ :
AR AR

Obrazok 9: Periodické predizenie f(x) = —x

3.5 Aproximdcia trigonometrickym polynémom

Aproximovat’ rozne funkcie f(x) trigonometrickym polyndémom je v softvére
Mathematica mozné pomocou Fourierovho radu a spominanych prikazov prislusnych tejto

rade.

Priklad 13. Aproximujte funkciu f(x) = x na intervale (—m,m) trigonometrickym

polynémom s r6znym poctom clenov.

Riesenie. Pre pocet ¢lenov n = 5 ma vysledna aproximacna funkcia nasledovny priebeh

" II, Fourierov rad f(x)

. . . . . Ay
T3 ) -1 7 1 2 3 f(x)
I
\

e
|

Obrazok 10: Aproximacéna funkcia pren = 5
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Pre pocet ¢lenov n = 50 je vyslednd aproximacna funkcia viac podobna aproximovanej
funkcii f(x) = x, no stale su hrani¢né oblasti intervalu (—, 1) ,,strapaté“. Aproximacéna

funkcia vyzera nasledovne

| Fourierov rad f(x)

I1IIIIJIIII3I fr_:{]-

Obréazok 11: Aproximaéna funkcia pre n = 50

Pri pocte clenov n =500 je uz vysledna aproximacna funkcia vel'mi podobna

aproximovanej funkcii f(x) = x a ma nasledovny priebeh

Fourierov rad f(x)

_— £(x)

[
|
—

|3 -

-3k

Obrazok 12: Aproximacna funkcia pre n = 500
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4 APROXIMACIA FUNKCIE TRIGONOMETRICKYMI
POLYNOMAMI

4.1 Interpolacia trigonometrickym polynémom

Priklad 14. Aproximujte 2r-periodicktl funkciu zadanu tabul’kou v zmysle interpolacie.

T 3w
Xi 0 2 T 2
flx) | 12 -4 0 4

RiesSenie. Aproximacny polyndm volime v tvare
p(x) = Ay + A cosx + Bysinx + A, cos 2x.
ZapiSeme interpola¢né podmienky

(p(x]) = f(x])’ ] = O' 1: 2: 3,

coje
1 cosx, sinxy cos2xy][A4 f(x0)
1 cosx; sinx; cos2xy||AL| _ |f(x1)
1 cosx, sinx, cos2x,||Bi|  |f(x)|
1 cosx; sinx; cos2x;]lA, f(x3)
coje
1 cosO sin0 cos 0
1 cosE sinz coST Ao 12
2 2 A4 —4
1 cosm sinm cos2m||B, ol
3 3m A 4
1 cos— sin— cos3m|-72
2 2
¢o je
1 1 0 1][4 12
1 0 1 —1|]4, —4
1 -1 0 1||B, 0]
1 0 -1 -—-1114, 4
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VyrieSenim tejto sustavy rovnic ziskame hl'adané koeficienty A, = 3, A; = 6, B; = —4,
A, = 3. Naslednym dosadenim tychto koeficientov ziskame vysledny aproximacny

polynom
@(x) =3+ 6cosx —4sinx + 3cos 2x,

ktory mé nasledujuci priebeh vzhl'adom k zadanym uzlom interpolacie

W

Y — Apromimaény polynom

\ ® Zadané body

[
-~
Q—.
]

Obrazok 13: Porovnanie funkcie a aproxima¢ného polynému

4.2 Vypocet Fourierovych radov

V tomto odstavci budu rieSené priklady pre vypocet Fourierovych radov vybranych funkcii
anasledne bude predvedena aproximdcia tymito radami pre rézny pocet ¢lenov n. Ako
priklady s uvedené niektoré zakladné typy funkcii. Niektoré z Fourierovych radov tychto
funkcii popisuju zname jednoduché viny uvedené v teoretickej Casti v odstavci 1.6.3.2.
Napriklad Fourierov rad funkcie f(x) = x popisuje pilovité viny, rozvoj f(x) = sgn x
zase viny Stvorcové. Trojuholnikové viny popisuje napriklad Fourierov rad funkcie
f(x) = |x|. Na prikladoch vypoétu Fourierovho radu funkcie f(x) = x? je ukazané, Ze
Fourierove rady sa lisia pre rozliéné dizky intervalov. Jednotlivé Fourierove rady mézu byt

sinusové alebo aj kosinusové.

4.2.1 Fourierove rady na intervale dizky 2m

Priklad 15. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = x na intervale (—m, 7). Nacrtnite jej

periodické predlZenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.
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LF¥]
T

£(x)

Obrazok 14: Funkcia f(x) = x na (—m, )

Riesenie. Pretoze je funkcia f(x) na tomto intervale neparna, pre koeficienty a,, a,, plati
ay=a, =0 pren€N,

a pre koeficienty b,, s pomocou metddy per partes ziskame

] 1 cos nx
sinnx > —
n
D
X = 1

T 2
bn=—f xsinnxdx=—[—
), s

xcosnxi®™ 2 (Tcosnx
xcosnx) dx =
0

n 0o T n

2mcosnmt 2 [sinnx]t 2 2 .
- _Z _|__[ ] :H(—cosnn)zﬁ(—l)n_ pren=1,2,..
0

T n wl n?

Funkcii f(x) = x priradime Fourierov sinusovy rad

- 1
x ~ 2 Z ;(_1)11_1 sinnx na (—m, ).
n=1
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Fourierov rad funkcie f(x) = x s 10 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2r—periodické prediienie fix)

— Fourierov rad fix)

Obrazok 15: Fourierov rad f(x) = xsn =10

Fourierov rad funkcie f(x) = x so 100 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

¥

]
T

lr — 2m—periodické predizenie £(x)

s — R ' — Fourierov rad fi(x)

Obrazok 16: Fourierov rad f(x) = x sn = 100

Priklad 16. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = x2 na intervale (—m, ). Nadrtnite jej

periodické predlZenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

! / — fix)

4
(¥
g

Obrazok 17: Funkcia f(x) = x? na (—m, )
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RieSenie. Funkcia f(x) je parna, ¢o znamena, Ze
b,=0, Vn € N.
Pre koeficientya,, plati
oo [ 2] 20
0 m[3], 3’

T

T
a, = —f x? cos nx dx,
0

Dvojnasobnym pouzitim metody per partes

I Ssinnx
cos nx =
n
D

x? > 2x

sinnx I cos nx
i J—
n n?
D
2x = 2
2 Zsinnx" T sinnx 2 cos nx™ T cosnx
a, =— [x ] - | 2x dx | =— 0+[2x > ] —| 2——dx|=
T n I 0 n T n 0 0 n
2 cos nx™ sinnx1™ 4 4 .
== [Zx 2 ]0—[2 3 ]O =ﬁcosnn=ﬁ(—1) pren=1,2, ..

Funkcii f(x) = x? priradime kosinusovy rad

7.[2 i (_1)11
2
X= ~ ?+4 E >

n

cosnx na(—m,m).

n=1



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 44

Fourierov rad funkcie f(x) = x? s 2 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2m—perodické predi."tenie fix)

—— Fourerov rad fix)

Obrazok 18: Fourierov rad f(x) = x2sn =2

Fourierov rad funkcie f(x) = x? s 50 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

10

— 2m—perodické prediienie fix)

sl — Fourierov rad £(x)

=
T

Obrazok 19: Fourierov rad f(x) = x?2sn =50

Priklad 17. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = x? na intervale (0, 2m). Nadrtnite jej
periodické prediZenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

¥

ET TS .
- e
s
rd
e
A
£ e
r -~
2l - — fix)
L e
f//
W0 #,»/
.--"-)--'
— -"d—d—--—
— Ll 1 1 I [ 1 ¥
1 2 3 4 5 6

Obrazok 20: Funkcia f(x) = x? na (0,2 m)
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RieSenie. Oproti predo§lému pripadu teraz hl'adame Fourierov rozvoj funkcie f(x) na
intervale (0, 2m), ¢o znamena, Ze funkcia nieje ani parna ani neparna. Pre koeficienty a,

plati

_1[2” 2, 1 x32"_87t2
ao_rto = 3], - 37

2T
a, = —f x? cos nx dx,
T Jy

Dvojnasobnym pouzitim metddy per partes

1 sinnx
cosnx =
n
2 D
X = 2x
sinnx I cosnx
= —
n n2
D
2x = 2

1(1 ,sinnx 2n 2T sinnx
a, =— [x ] — 2x dx | =
s n o o n
1 COS NX12™ 2T cos nx
=—(0+ [2x ] —| 2 dx | =
T n? 1y 0 n?

1 CoS nx 2™ sin nx1?"® 4 4
=— [2x > ] —[2 3 ] =—2C05n27'[=—2 pren=1,2,..
T nz 1, n3 I, n n

Koeficienty b,, ziskame opat’ pouzitim per partes

1 1 , COS nx12" 2 cosnx
b, =— x“sinnxdx = — [—x ] + 2x dx | =
), /[ n 1 0 n

1/ A4n? sin nx1?"® 2T sinnx
=—|-——+ [Zx > ] - 2——dx | =
T n nz |, 0 n

1/ 4nm? COS NX1 2T 41
=_( = +[2 3 ] =—— pren=1,2,..
s n n3 1 n

Funkcii f(x) = x? priradime Fourierov rad

e}

, Am? 1 T
X ~—+4Z<—cosnx——smnx) na (0, 2m).
3 n? n
n

=1
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Fourierov rad funkcie f(x) = x? s 2 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2n—perodické predifenie fx)

—— Fourerov rad f(x)

Obrazok 21: Fourierov rad f(x) = x?sn = 2

Fourierov rad funkcie f(x) = x? s 50 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2n—perodické predifenie £x)

—— Founerov rad f(x)

Obrazok 22: Fourierov rad f(x) = x? sn =50

Priklad 18. Ur¢ite Fourierov rad funkcie f(x) = w2 — x? na intervale (—m, ). Nacrtnite

jej periodické predlZenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

.,-—"l'.:l __——-\.\_\_
f/_,-'" I .
- ",
e sf AN
I/rf \\'\.
/ [ AN
¥, st N
rd
r, L
/ i \\ £3)
/ F '
/" 4 kY
/ L \
! - Y
! %
! \
¢ ".‘.
|.-"'|||||||.||||.|. PRI RPN R I TP Y

1
-3 -1 -1 1 2 3

Obrazok 23: Funkcia f(x) = m%? — x% na (—m, 1)
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RieSenie. Zadana funkcia je parna, teda plati
b, =0, pren€N.
Koeficienty aq, a, ziskame nasledovne

2 (" " 2 (" 22  Am?
ay=—| (m*—xHDdx=2n| 1ldx——| x*dx=2n%—-—=—,
n 0 0 T 0 3 3

2 (" 2 ([ _,sinnx)” T
a,=—| (m*—x*)cosnx dx =—|(|m — | x“cosnxdx|=
), Vs n ly J,

2 , sinnx]”® T sinnx
= —(0- [x ] + 2x dx | =
T n I 0 n
2 cos nx1™ T cosnx
= Z(o+ [—Zx ] + 2 dx | =
T nz 1y ), n?

2 (—1)ntt sinnx]" 4
=—| 27— 2 =—(—-1 TL+1.
n( L * [ n3 ]o n2 1)

Funkcii f(x) = m? — x? priradime kosinusovy rad

2 had —1 n+1
w2 —x? ~ §ﬂ2 + 42%cosnx na (—mu, ).
n=1

Fourierov rad funkcie f(x) = m? — x? s 2 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2r—periodické predizenie fx)

— Fourierov rad fix)

Obrazok 24: Fourierov rad f(x) = w2 —x?sn =2
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Fourierov rad funkcie f(x) = m? — x? s 50 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2r—perodické pre dizenie fix)

— Fourierov rad fix)

Obrazok 25: Fourierov rad f(x) = % —x%2 sn = 50

Priklad 19. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = |x| na intervale (—m, ). Nadrtnite jej

periodické predlzenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

, | s — fix)

N [N T TR TR T [ T T T N N T ' 1
-3 -1 -1 1 )

Obrazok 26: Funkcia f(x) = |x| na (—m, m)

Riesenie. Tato funkcia je parna na (—m, ) a teda koeficienty

a pre koeficienty a,, a,, plati
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2 (™ 2xsinnx]™ 2 (Tsinnx
a,=—| xcosnxdx =—|———| —— dx =
), vis n o M)y, n

2cosnx”_2 0_2 " — 1 —12
[ ] —nnz(cosnn—cos )=—[(-1D"—-1] pren=1,2,..

n2 mn2

Funkcii f(x) = |x| priradime kosinusovy rad

NP o T
x St cosnx na (—m,m).

n=1

Fourierov rad funkcie f(x) = |x| s 10 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2n—perodické predienie f(x)

— Fourierov rad £(x)

Obrazok 27: Fourierov rad f(x) = |x| sn =10

Fourierov rad funkcie f(x) = |x| s 50 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

—— 2m—perodické prediienie fix)

—— Founerov rad f(x)

Obrazok 28: Fourierov rad f(x) = |x| sn =50
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Priklad 20. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = sgn x na intervale (—m, ). Nadrtnite jej

periodické predlzenie vratane aproximadcie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

¥
10

fix)

Obrazok 29: Funkcia f(x) = sgn x na (—m, )
Riesenie. Zadana funkcia je neparna a teda pre koeficienty a,, a, plati
a,=a, =0.
Pre jednotlivé koeficienty b,, potom plati

1 (" 1 (° 1 ("
bn=—j sgnxsinnxdx=—j (—l)sinnxdx+—J 1sinnx dx
TJ)_, TJ)_o TJo

1 rcos nx7° 11 cosnx
o e R

T 1 1
- | ==a-Epm-—=-vr-1n=
o Tn mn

= i(1 -(-D"M+ i(1 -(-D" = i(1 —(=1D") pren=1,2,..
mn mn n

Funkcii f(x) = sgn x priradime sinusovy rad

2 1
sgnx ~ Ez ;(1 — (D" sinnx na (—m,m).
n=1
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Fourierov rad funkcie f(x) = sgn x s 10 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

‘ | ) | | ‘ — 2r—penodicke prediienie fx)

—— Fourierov rad f(x)

|
wr

A S
1] o \ TR v TR
\ v v

Obrazok 30: Fourierov rad f(x) = sgn x sn = 10
Fourierov rad funkcie f(x) = sgn x s 100 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

T

-

— 2r—periodické predizenie £(x)

— T — Fourierov rad fix)

F—HTH

Obrazok 31: Fourierov rad f(x) = sgn x sn = 100

Priklad 21. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = e™ na intervale (0, 2m). Nacrtnite jej

periodické predlZenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

— fix)

Obrazok 32 : Funkcia f(x) = e™* na (0, 2m)
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Riesenie. Koeficienty ag, a,, vypoCitame

21T _ ,—2m
— —xd — 1 —-X121T _ 1 €
ap==| e Fdx==[-e"]ff = ———,
), T T
1 2T
a, = —f e ¥ cosnx dx.
T Jo
Aplikaciou metody per partes
I Ssinnx
cosnx = ——
n

D

le™ = —e7*

2T e~ 2m 1 2w
f e *cosnxdx = —sinnx] + —J e *sinnxdx =
0 L n 0 nJy
_ _ 2
e X . e X L 1 2T .
= [—sinnx ——cosnx| — — e ¥ cosnx dx,
n n 0 n? J,

a po uprave dostaneme

e—x

2n 1 21 e™*
f e % cosnxdx+—2f e X*cosnxdx = [—sinnx——zcosnx
n n n
0 0

1 2T e~% e~ X 2n
(1 +—2)J e *cosnxdx = [—Sinnx——zcosnx] ,
n2/ J, n n 0

27 n2 e=% e~% 2
f e *cosnxdx = —2[—sinnx ——5cos nx] )
0 1+n“ln n 0
2T . nz e—Zn 60
e *cosnxdx = T2\~ e cosn2n+—zcosO .
n n n
0
Odtial
1-— e—27‘L’
pren=1,2,..

tn = (1 + n?)

Koeficienty b,, vypocitame

2
b, = —f e *sinnxdx.
0

21

|
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Opét pouzitim per partes

] I cos nx
sinnx > —
n
X D —-X
e = —e
21 - e X 21 1 21
f e *sinnxdx = ——cosnx] - —J e *cosnxdx =
0 L n 0 nJy
_ _ 2
e X e X . s 1 2T .
= |[-—cosnx ——sinnx| - — e ¥ sinnxdx.
n n 0 n2J,

Odtial’ podobne ako pre koeficienty a,, ziskame vztah

_n(l-e?")

n = —n(l ) pren=1,2, ..

Funkcii f(x) = e priradime Fourierov rad

I ] PR SIS | o, on
e S (). ()] moan
n=1 =

n=1

Fourierov rad funkcie f(x) = e™ s 5 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2m—perodické prediienie fix)

—— Fourierov rad f(x)

Obrazok 33: Fourierovrad f(x) = e *sn =5
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Fourierov rad funkcie f(x) = e™ s 25 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— 2lr—periodické prediienie fx)

—— Fourierov rad f(x)

Obrazok 34: Fourierovrad f(x) = e *sn =25

4.2.2 Fourierove rady na 'ubovolnom intervale

Priklad 22. Ur¢ite Fourierov rad funkcie f(x) = x? na intervale (—1,1). Nacrtnite jej

periodické predlzenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

'\._‘. 1.0 r ,:".
y i
] F i
% L i
’*-.h 0.8k I
L Il
\ [ /
0.6
A /
by F r — f rx}
x_‘-‘ | /
\, 04t /
" L /
x\ L y Vi
h 02| 7
AN Vs
\‘\H s
e -
1 1 1 1 L P e 1 1 1 x
-1.0 -0.3 0.5 1.0

Obrazok 35: Funkcia f(x) = x? na (—1,1)
Riesenie. Funkcia f(x) je na tomto intervale parna, ¢o znamena, ze
b,=0, Yn€eN.

Pre koeficientya,, plati

[ranfs], -5
ap=| x%dx=|=| =5
1 3], 3
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1
a, = f x? cos nmx dx,
-1

Dvojnasobnym pouzitim metddy per partes

1 sinnmx
cosnmx > ——
nm
2 D
X = 2x
sin nmwx I COS NTTX
nm n2mw
D
2x = 2
, sinnmx 1 L sinnmx cos nmxql 1 cosnmx
a, = [x>————| - 2x—dx=0+[2xT] — ——— dx =
nr 1., ), nm n2m2 1_; n2m
4 cos N [ sin nmc]1 4 cos nm 0 4(-1)" .
= - =———— - 0=——"Z—pren=
22 313 212 n2g2 P ) 4o

Funkcii f(x) = x? priradime Fourierov rad

, 1 4 D"
X ~—+—2 cosnmx na (—1,1).
3 n?

— 2—penodicke prediienie fix)

— Fourierov rad fix)

Obrazok 36: Fourierov rad f(x) = x?sn =75
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Fourierov rad funkcie f(x) = x? s 25 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

er — 2—periodické predizenie f(x)
oal —— Fourierov rad f(x)

| N T T . S T TR N [N N N NN . S Y TN N T NN T TN T .- .l N N NN N IS

I
[F

|
()

I
—
—
(=]
[F

Obrazok 37: Fourierov rad f(x) = x? sn = 25

Priklad 23. Urcite Fourierov rad funkcie f(x) = cos x intervale (0,7). Nadrtnite jej

periodické predlZenie vratane aproximacie ziskanej pomocou Fourierovho radu.

10—
h""-\..\\‘\
psk \“\\
AN
1 1 | ST TR T T | P | 1 X frx}
0.3 1.0 15 \ 2.0 . 30
\\
—0st .
\'\.
o HH-\._\_

-lo} T—

Obrazok 38: Funkcia f(x) = cos x na (0, )

Riesenie. Pretoze sa jedna o neparnu funkciu na danom intervale, plati
a, =0, pren€N.

Koeficienty b,, vypocitame pomocou vzt'ahu

sin ax cos Bx = > [sin(a — B)x + sin(a + B)x].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 57

2 (™ 1"
b, = Ef cos x sinnx dx ——J [sin(n — 1)x + sin(n + Dx] dx =
0

1 cos(n—1)x cos(n+ 1x B

B E([_ (n—1) l [ (n+1) l())_
1[ cos(n—Dr—-1 cos(n+Dm—1|

I_ n-1) (m+1 l‘

1/(-D"+1 (-D"+1 n n+l+n—-1
I;< (n—-1) + (n+1) )l {[( D"+ 1] n?—1 }_

T

_2n[(-1)" + 1]
- n(n?-1)

pren=1,2,..

Funkcii f(x) = cos x priradime sinusovy rad

zwn(1w+1
coS X ~ ;Z sinnx na (0,m).

n=1

Fourierov rad funkcie f(x) = cos x s 10 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne

— r—petiodické predifenie f(x)

| *  —— Founerov rad fx)

Obrazok 39: Fourierov rad f(x) = cosx sn = 10
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Fourierov rad funkcie f(x) = cos x s 50 ¢lenmi aproximuje funkciu nasledovne
¥

1.0

— r—periodické predifenie f{x)

1 L n L I L L L L 1 L L L L ¥

—— Fourierov rad f(x)

Obrazok 40: Fourierov rad f(x) = cosx sn = 50
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ZAVER

Ciel'om tejto bakalédrskej prace bolo vypracovat' reSerS teoretickych znalosti z oblasti
nekonecnych funkénych radov, so zameranim na Fourierove trigonometrické rady a
aproximaciu funkcii pomocou nich. Teoretickd Cast’ bola rozdelena na dve kapitoly. V
prvej kapitole boli uvedené zdkladné definicie a vety platiace pre funkéné, mocninné a
trigonometrické rady. Z tychto boli SirSie popisané rady Fourierove. Druha kapitola sa
zaoberala aproximaciou funkcii pomocou polynémov za pouzitia roznych metdod. V
praktickej Casti sme aplikovali uvedent tedriu na niekolko prikladov, na ktorych sme
ukdzali aproximdciu trigonometrickymi polynémami a niektoré vlastnosti Fourierovych
radov. Pre zobrazenie jednotlivych grafov sme pouzili prikazy softvéru Mathematica.
Vyuzitie Fourierovych radov v praxi ndjdeme v matematike alebo fyzike, napriklad pri
popise trignonometrickych systémov, periodickych signdlov, ¢i zvuku. Vysledkom
bakalarskej prace je matematicky text popisujuci aproximdciu funkcii hlavne Fourierovymi

trignonometrickymi polynomami doplneny o vypocet praktickych prikladov.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

P(2m) Mnozina 2r-periodickych funkcii

Z Mnozina celych ¢isel
N Mnozina prirodzenych cisel
R Mnozina redlnych ¢isel

f(x =) Limita funkcie zl'ava v bode x
f(x+) Limita funkcie sprava v bode x
R, Mnozina kladnych realnyc ¢isel

C Mnozina komplexnych ¢isel



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

62

ZOZNAM OBRAZKOV

Obréazok 1: Priebehy znamych jednoduchych vin ..........ocoooovoieeiiooeeeeeeeeeeeeeeee 24
Obrazok 2: Interpolacna funkcia ku f(x) = {1,2,2,4,8,4} c.eeeereeeieeieieeeeee e 33
Obrazok 3: Porovnanie hodndt funkcie a aproXimaci€.........cceeevveeeieeenciieerrieeeieeeeiee e 33
Obrazok 4: Interpolacna funkcia 0-t€ho radu .........cceeeiiieiiiiiiiiiiicee e 34
Obrazok 5: Interpolacna funkcia 1-t€ho radu ........ccceeviiiiiiiiiiiiiiicee e 34
Obrazok 6: Interpolacna funkcia 2-t€ho TadU ........ccevvvieeiiiiieiiieceeeeeee e 35
Obrazok 7: Porovnanie dvoch interpolacnych metod...........cceevviveeciiiiniiiienieecie e, 35
Obrazok 8: Periodicky opakujuica sa interpolacna funkciak f(x) = {1,5,7,2,3,1} ........... 36
Obrazok 9: Periodické prediZzenie f(X) = —X c.ooovoroeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 37
Obréazok 10: Aproximacnd funkcia pre 71 = 5. 37
Obréazok 11: Aproximacénd funkcia pre 71 = 50.....ccciiiiiiiiiiiiiiie e 38
Obrazok 12: Aproximacna funkcia pre 71 = 500 .....c.coovieiiiiiiiiiiieiecieie e 38
Obrézok 13: Porovnanie funkcie a aproximacného polyndmu...........c.cocceeviiieniiniienienienn. 40
Obrazok 14: Funkcia f(X) = X N8 (—70, TT) ceeveeieeiirieeieee ettt 41
Obrazok 15: Fourierovrad f(x) = X ST = 10 .cccociiiiiiiiiiiiieiceeeeeeeeeece e 42
Obrazok 16: Fourierovrad f(x) = xS7 = 100....cccoiiriiiniiiiniiieeeeeecceceeeeeee 42
Obrazok 17: Funkcia f(X) = X% DA (=70, 70) coueveveveeieieeieieieeeeeie e 42
Obrazok 18: Fourierov rad f(X) = X2 ST =2 .o 44
Obrazok 19: Fourierov rad f(x) = X2 ST = 50 .c.cciiiueieiiieeeiereeee e, 44
Obrazok 20: Funkcia f (%) = X202 (0,2 77) oueeueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 44
Obrazok 21: Fourierov rad f(X) = X2 ST = 2 oo, 46
Obrazok 22: Fourierov rad f(X) = X2 S7 = 50 ...cociiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 46
Obrazok 23: Funkcia f(xX) = 72 — X2 08 (=71, T0) cvvrverereeeeeeeeeeeeeee e 46
Obrazok 24: Fourierov rad f(X) = 2 — X2 ST = 2 oooieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 47
Obrazok 25: Fourierov rad f(x) = 2 — X2 S = 50...cccoiviiieriiieeeeeeeee e, 48
Obrazok 26: Funkcia f(x) = |x| N8 (=7, T0) woveeeieeeeeeeeeeeeeeee e 48
Obrazok 27: Fourierovrad f(x) = |xX] ST = 10 .ccooiiiiiiieieeeeeeeeeeeee e 49
Obrazok 28: Fourierov rad f(x) = |xX] ST =50 .ccooioiiiiieeeeceeeeeeeeee e, 49
Obrazok 29: Funkcia f(X) = SGN X NA (=71, TT) weeevueeerieeiieie ettt eseae e 50
Obrazok 30: Fourierovrad f(x) =Sgnxsmn = 10 ...cccccciiviiiiiiiiieiecieeeeee e 51
Obrazok 31: Fourierovrad f(x) = sgnx smn = 100 .....ccccooeriiiiiieiiienieeeeeee e 51



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 63

Obrazok 32 : Funkcia f(x) = €7 N2 (0, 2T7) ceeveierieieieeieeeeeeeeeeeeeeee e 51
Obrazok 33: Fourierovrad f(x) = €7X SN =5 oot 53
Obrazok 34: Fourierovrad f(x) = €7 SN =25 .o 54
Obrazok 35: Funkcia f (%) = X2 02 (—1,1) ceouiemiecccecececececeeeceecceeee e 54
Obrazok 36: Fourierov rad f(X) = X2 ST =5 ..o 55
Obrazok 37: Fourierov rad f (%) = X2 ST = 25 ..o 56
Obrazok 38: Funkcia f(x) = oS X N2 (0, 77) c.eerveeieeieieeieeieee et 56
Obrazok 39: Fourierov rad f(x) =coSX ST = 10 .cccoociriiirieieiicieeeeeeeeee e 57

Obrazok 40: Fourierov rad f(x) =coSX ST =50 ..cccccieiiirieiiiiieieeeeceeee e 58



