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ABSTRAKT

Cilem bakalaiské prace bylo vypracovat interaktivni programy v softwaru Mathematica
z lineérni algebry, které by mély slouzit jako pomucka k vyuce matematiky pro studenty
UTB a porovnat je saplety na internetu. Dale uvést zakladni pojmy z linearni algebry

a jejich vztahy.

Klicova slova: linearni algebra, Mathematica, vektor, matice, skalarni soucin, vektorovy
souc¢in, smiSeny soucin, eukleidovsky vektorovy prostor, maticové rovnice, soustava

line&rnich rovnic, determinant.

ABSTRACT

The aim of this thesis was to develop interactive programs in the Mathematica software
from linear algebra, which should serve as an aid to the course of mathematics for UTB
students and compare them with the applets on the Internet. Next, outline the basic terms

used in linear algebra and their relationships.

Keywords: Linear Algebra, Mathematica, vectors, matrices, scalar product, vector
product, mixed product, Euclidean vector space, matrix equations, linear equations,

determinants.
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UvoD

Cilem této bakalaiské prace bylo vytvorit interaktivni programy v softwaru Mathematica,

které budou znazornovat vybrané Ulohy z linearni algebry.

Mathematica umoziuje fesit matematické ulohy, ale uzivatel musi znat potfebné piikazy a
umét je spravné pouzit. Proto jsem vytvofil vSechny programy tak, ze uzivatel pouze spusti
zadany program, ktery zobrazuje vysledek spolu s postupem vypoctu piedem definovaného

piikladu. Pfipadné si muze ptiklad pfizptuisobit pomoci ovladacich prvka dle své potieby.

V teoretické Casti bakalaiské prace jsou uvedeny definice a vzorce z linearni algebry, které

pomahaji ¢tenafi se zorientovat a pochopit zakladni pojmy.

Prakticka cast je zaméfena na programy, které byly vytvotfeny, jejich popis a srovnani

s aplety linearni algebry dostupnymi na internetu.
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|. TEORETICKA CAST
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1 VEKTORY AMATICE

1.1 Vektory

Definice: Necht' n je pevné zvolené pfirozené Cislo. Pak n-clennym realnym vektorem
a = (ay,ay, ..., a,) V algebie rozumime uspofadanou n-tici realnych ¢isel aq, a,, ..., a,. [1]
1.1.1 Operace s vektory

Pii operaci svektory musi byt vektory, snimiz pracujeme ze stejného vektoroveho
prostoru. V celé préci se budeme zabyvat jen vektory z trojrozmérného cukleidovského

prostorul.
Séitani vektora

Pokud mame dva vektory i a ¥ a chceme urcit jejich souet vektor w, pouZijeme

nasledujici vzorec:

W = (u1 + Vi, Uy + Uy, U3 + U3)
Odc¢itani vektori

Podobné je to také u od¢&itani vektorti ¥ a ¥ kde jejich rozdil vektor W vypo&itame podle

vztahu:

Soucdin vektorua

Skalarni sou¢in

Skalarni soucin vektorti #, v budeme znacit jako u-v. Vysledek skalarniho soucinu je
Cislo. Jestlize mame vektoryu= (uq; uy; us), v'= (vy; Vy; v3), spocita se skalarni soucin

jako:

l_i' 1_7) =uv + U v, + U3z V3
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Vektorovy soucin

Vektorovy soudin 1, ¥ budeme znadit jako X v. Vysledek vektorového soucinu je vektor.
Tento vektor je kolmy k obéma pivodnim vektorim. JestliZe mame v trojrozmérném
eukleidovském prostoru vektory u= (uy;uy;usz), v= (vy;v,;v3) pak jejich vektorovy
soucin se spocita podle vztahu:

l_l:X 1_5 = (u2173 — U3V, U3V — U V3, U1V — uzvl)
SmiSeny soucin
SmiSeny soucin je kombinaci skalarniho a vektorového soucinu. Vysledek je Ccislo.
SmiSeny soucin lze vyjadfit ve tvaru determinantu:

U U Us

Wy Wy W3

= U VW3 + U WolUs + W Uy V3 — W UUz — U Wo V3 — VU W3

1.2 Matice

Definice: Matice je ¢tvercova ¢i obdélnikova tabulka cisel, ktera jsou usporadana do

m tadkt a n sloupci.

1.2.1 Operace s maticemi
Rovnost matic

Matice A, B jsou si rovny tehdy, kdyZ maji stejny pocet fadkti m a sloupcti n a kazdy prvek

a;jmatice A je roven prvku b;; matice B. Rovnost matic zapiSeme
A=B
Soucet matic

Soucet matic je mozny pouze pokud matice A, B maji stejny pocet fadkt m a sloupct n.

Prvky vysledné matice C jsou urCeny vztahemc;; = a;; + b;;j.SouCet matic zapiSeme

C=A+B
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Rozdil matic

Rozdil matic je také mozny pouze pokud matice A, B maji stejny pocet fadka m a sloupci
n. Prvky vysledné matice C jsou uréeny vztahem c;; = a;; — b;;. Rozdil matic zapiseme:
C=A-B

Souc¢in matic

Pokud je A matice o rozmérech mxn a B je matice nxp jejich sou¢in AB je matice
s rozméry mx p. Prvky vysledné matice jsou definovany vztahem:

n

(AB)ix = Z a;jbjk

j=1

Slovy fikame, Ze skalarné ndsobime i-ty fadek matice A k-tym sloupcem matice B.
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2 LINEARNI VEKTOROVY PROSTOR

2.1 Linearni kombinace vektoru

Definice: Necht' y,uU,,...,U, jsou vektory (tj. prvky né&jakého linearniho prostoru).

Linearni kombinaci vektort i, U, ..., U, rozumime vektor

1_7) S klﬁl + kzﬁz +... +knﬁn

kde ki, k,,...k, jsou n&jaka redlna cCisla. Témto cCislim fikame koeficienty linearni

kombinace.

Definice. Trivialni linearni kombinace vektorQ iy, Uy, ..., U, je takova linedrni kombinace,
ktera ma vSechny koeficienty nulové tj. 0u; + Oi,+,...,+0u,. Netrivialni linearni
kombinace je takové linearni kombinace, kterd neni trividlni, tj. aspon jeden jeji koeficient

je nenulovy.[2]

2.2 Linearné (ne)zavislé vektory

Definice: Skupinu vektorti q,us,...,U, nazyvame linedrné zavislou, pokud existuje
netrividlni linedrni kombinace vektorl i, U,,...,U,, kterd je rovna nulovému vektoru,
tedy:

klﬁl + kzﬁz‘l‘. .. +kn1_in S 5

Stru¢né pak fikame, Ze vektory Uy, Uy, ..., U, jsou linedrné zavislé.[2]
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3 SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC

Definice: Soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych zapisujeme ve tvaru

a X,  tapX, ... +aX, = bl
Ay X tanpX, ... T X, = bz
Ay X, Fa,,X . FaX, =bm

Kde a,,,, jsou realna ¢isla a x,, jsSou nezndmé.

Resit soustavu rovnic znamena najit feseni, tj. najit takova realna ¢&isla, ktera po dosazeni
za nezndme v rovnicich splnuji v§echny rovnosti soucasné. Takové feSeni miize existovat

pro danou soustavu jediné, nebo je takovych feSeni nekone¢né mnoho, nebo neni Zadné.

3.1 Gaussova eliminaéni metoda

Slouzi k feSeni soustavy linearnich rovnic, kdy postupujeme tak, Ze soustavu linedrnich

rovnic prevedeme na rozsifenou matici:

a, ay .. a,l|b
aZl a22 a‘2n b2
a a a_|b

Dale roz$ifenou matici upravime na trojuhelnikovy tvar pomoci fadkovych elementarnich
transformaci. Poté ptevedeme rozSifenou matici zp€t na soustavu linearnich rovnic, kterou

vypocitame.[3]

3.2 Cramerovo pravidlo

DalSi metoda pro feSeni soustavy linedrnich rovnic se nazyva Cramerovo pravidlo:

Véta: soustava n linedrnich rovnic o n neznamych s determinantem soustavy |A|#0 ma

jediné reseni o slozkach

X, :%, kde k=1,2,...,n
a kde |Ax| je determinant, ktery dostaneme z |A| zameénou k-tého sloupce za sloupec

pravych stran soustavy rovnic.[4]


http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%98e%C5%A1en%C3%AD_soustavy_rovnic
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soustava_line%C3%A1rn%C3%ADch_rovnic
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4 DETERMINANT

Permutace

Definice: Necht M je kone¢na mnozina o n prvcich. Permutace prvkic mnoziny M je
uspofadana n-tice prvki mnoziny M takovd, Ze Zadny prvek z mnoZiny M se vni
neopakuje. Permutaci prvki mnoziny M = {1,2,...,n} nazyvame stru¢né permutaci n

prvki. [2]
Determinant

Definice: Determinantem ¢tvercové matice fadu n nazyvame soucet vSech soucini n prvka
této matice takovych, Ze v Zzadném z uvedenych soucint se nevyskytuji dva prvky z téhoz

fadku ani z téhoz sloupce. KaZzdy soucin pifitom ozna¢ime znaménkem permutace.
4.1 Rizné zpisoby vypoctu determinantu

4.1.1 Sarrusovo pravidlo

Slouzi k vypoctu determinantu matice tetiho fadu. Graficky si miizeme Sarrusovo pravidlo
piedstavit tak, Ze k ptivodni matici pfidame prvni dva sloupce a pak nasobime prvky lezici
na uhlopfickach. Prvky na uhlopfickach, které vedou shora doli, vyndsobime a soucinu
ptifadime znaménko +. Prvky na uhloptickach, které vedou zdola nahoru, vyndsobime a

souc¢inu pfifadime znaménko —.

Q21 G2z Q23(021022 = 8,,87853 + 858383 + 8385873 — 838,585 —8p838;; — 88,8y

[‘111 ai2 a13]a11a12
a3z1 Q32 0dz3]dz1ds;

4.1.2 Laplaceiv rozvoj

Véta: Determinant stupné n>1 se rovna souctu soucinil prvkli vybranych z jednoho fadku
s jejich algebraickymi dopliky.

Algebraicky doplnék prvku ajj ¢tvercové matice A=(ajj), kde i,j =1,2,...,n, je &islo A; i
kde A4;; =(-1)" detA;, kde Aj je matice stupné n-1, kterd vznikne zmatice
A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce, tedy fadku a sloupce, které se protinaji
v prvku ajj. Vyraz detA;; se téz nazyva subdeterminant fadu n—1 (minor fadu n-1, prvni

minor). [4]
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5 INVERZNI MATICE

Definice: Inverzni matice k dané matici je takova matice (pokud existuje), ktera
po vynasobeni s ptivodni matici da jednotkovou matici I. V nékteré literatute se jednotkova

matice zna¢i pismenem E. Inverzni matici k matici A znagime A™. Tedy:

A-A'=]
5.1 Ruzné zpisoby vypoctu inverzni matice

5.1.1 Vypocet inverzni matice pomoci determinanti
Ctvercovou matici nazveme regularni, ma-li nenulovy determinant, jinak je singularni.

Véta. Necht’ A je ¢tvercova regularni matice fadu n. Potom k ni existuje inverzni matice
Al a plati

A7l = - dji A
detAa J

kde adjA je adjungovana matice k matici A.

5.1.2 Vypocet inverzni matice pomoci Gauss-Jordanovy eliminaéni metody

Sestavime rozSifenou matici takovou, ze vedle matice A, ke které chceme vypocitat

inverzni matici, napiSeme jednotkovou matici I:

(AlD)
Poté pomoci tadkovych Uprav Gaussovy eliminaéni metody pievedeme matici A na
jednotkovou, pficemz zaroven kazdy krok provedeny na upravované matici A se musi
provést i na jednotkove matici. Na misté kde byla jednotkova matice tak dostaneme

inverzni matici [2]

(AID~U1A™Y


http://cs.wikipedia.org/wiki/Matice
http://cs.wikipedia.org/wiki/N%C3%A1soben%C3%AD_matic
http://cs.wikipedia.org/wiki/Jednotkov%C3%A1_matice
http://cs.wikipedia.org/wiki/Matice
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6 MATICOVE ROVNICE

Rovnice, ve kterych je nezndmou matice (oznacovana napt. jako X), nazyvdme maticové

rovnice.

Resit maticovou rovnici znamena najit takovou matici, po jejimz dosazeni do rovnice na
misto nezndmé dostaneme pravdivy vyrok. Rovnice typu A + X = B feSime odectenim
matice A od obou stran rovnice. U feSeni rovnic typu AX = B z&leZi na tom, je-li matice A
regularni. V tom ptipad¢ pak existuje inverzni matice A, Pokud vyndsobime zleva ob¢
strany rovnice touto inverzni matici, prevede tim rovnici do tvaru A'AX = A'B, tedy:
X=A" B. V ptipadé, kdy matice A neni regularni, tj. je singularni nebo neni &tvercova,
inverzni matici A™ neexistuje a musime pouZit jiny postup. Napf. rozepiseme sou¢in AX
podle definice sou¢inu matic. Porovnanim matic na levé a pravé stran¢ rovnice dostaneme
soustavu linearnich rovnic, jejimz feSenim jsou prvky nezndmé matice. Stejné tak zalezi na
regulérnosti matic A, B i u rovnic typu AXB=C. Jestlize jsou ob¢ matice regularni,
najdeme k nim inverzni matice A™; B™. Vynasobime-li pak ob¢& strany rovnice zleva A™ a
zprava B prevedeme tim rovnici do tvaru ATAXBB™ = A CB™ tedy: X = ACB™.[5]
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7 EUKLEIDOVSKY VEKTOROVY PROSTOR

7.1 Uhel mezi vektory

Uhel svirany dvéma vektory se pohybuje v rozmezi 0° - 180°. Vzorec pro vypocet uhlu

mezi vektory i a v jevzorec

- o

CcoS =
(T

kde - je skalarni souc¢in a |u| je (eukleidovskd) norma vektoru. Po rozepsani dostaneme

vzorce
V roving:
u1 * vl + uz - vz
cosQ =
Vui +uf - vf +v3
V prostoru:

ul'v1+u2'v2 +u3'v3

2 2 2. 2 2 2
\/u1+u2+u3 \/vl + vy +u;3

cosp =

7.2 Norma vektoru

Nejcast&ji se v linedrni algebte pouziva tzv. eukleidovska norma. Lze ji snadno spocitat tak
7e kazdy prvek vektoru (pfipadné matice) umocnime na druhou, poté prvky seéteme a

vysledek odmocnime.

Napt. pro vektor § = (a, b, ¢) je jeho norma:

lql = Va2 + b% + 2
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7.3 Ortogonalnost

Ortogonalni bazi vektorového prostoru Vs definovanym skalarnim sou¢inem nazyvame
takovou bazi, jejiz kazdé dva vektory jsou navzajem kolmé, tzn. jejich skalarni soucin je
nulovy.

Maji-li navic viechny vektory béaze jednotkovou velikost (neboli jsou normovany k 1),

mluvime o ortonormalni bazi.
Gram-Schmidtova ortognalizace

Je proces, pii kterém z neortogonalni baze (uj,u,, ...u,) vytvoiime novou bazi, ktera je

ortogonalni (v, v5, ... ;). Vzorec pro vypo&et je nasledujici:

— —

V1 = Uy

v—)_u—)_uzlv_l)—)

SR TH
R M S W
N T LR P

I O i e S
vn—un—Tzvl—---—— ,zvn_l
[ vl
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II. PRAKTICKA CAST
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8 PRIKAZY PRO RESENI PRIKLADU Z LINEARNI ALGEBRY V
PROGRAMU MATHEMATICA

Manipulate

Piikaz Manipulate umoznuje vytvofit interaktivni aplikace. Vstupy jiZ nejsou jen statické,
naopak, muzeme S nimi manipulovat. Napiiklad pomoci piikazu Manipulate[n, {n, 1, 20}]

1ze vytvofit jednoduchy interaktivni posuvnik.[6]

Obr.1: Ukazka vytvoreni posuvniku pomoci piikazu Manipulate

Ovladacim prvkem ale nemusi byt pouze posuvnik, mize to byt cela Skala jinych objekti
napi. zaskrtavaci policko (checkbox), vstupni pole (inputfield) a dalsi. Dale 1ze pomoci

ruznych nastaveni pfizpiisobit vysledny program piesné, jak potfebujeme.

Zakladni piikazy pro feseni ptiklada z linedrni algebry:

Nazev prikazu Popis
Det spocita determinant zadané matice
Inverse spocitd inverzni matici
Transpose prevede matici na transponovanou
Normalize vrati normalizovany vektor
RowReduce provede Gauss-Jordanovu eliminaci
LinearSolve vyresi lin.rovnici
Orthogonalize najde ortonormalni bazi vektor(
Dot(.) skalarni soucin
Cross(x) vektorovy soucin

Tab.1: Piikazy pro feSeni ptikladt z linedrni algebry
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9 RESENE PRIKLADY POMOCI PROGRAMU MATHEMATICA

9.1 Obecné vlastnosti programii

Vsechny programy maji nastavené¢ urCit¢ hodnoty, aby uzivatel nemusel zbytecné
u kazdého programu zadavat hodnoty, ale mohl rovnou vidét zpisob vypoctu. Zadavani
proménnych je FeSeno pomoci vstupnich poli. KaZzdé pole reprezentuje uréity prvek
v ptikladu. Zadani hodnoty do pole se potvrzuje enterem. Programy jsou uloZeny
v notepadu. Po jeho spusténi jsou viditelné pouze néazvy kapitol a ke konkrétnim
programum Se dostaneme az otevienim bunék. Otevieni burniky se provadi dvojklikem
na konkrétni bunku, ktera je reprezentovana modrou ,,pulSipkou sméfujici dolu v levé
¢asti notepadu. Programy jsou vZdy obsaZzeny v podkapitolach, ty obsahuji zdrojovy kdd a
spoustéci proménnou samotného programu. Ve vychozim nastaveni jsou obé tyto bunky
zaviené. Zdrojovy kod se zobrazi po rozklepnuti bunky ,,Zdrojovy kod*. Pro uZivatele je
podstatné, Ze program se spusti stisknutim enteru na numerické klavesnici (nebo shift +

enter) u konkrétniho nazvu napft. ,,operacesmaticemi®.

VEKTORY A MATICE

= Operace s vektory
= Operace s maticemi
Zdrojovy kad

cperacesmaticemi|

Linearni vektorovy prostor

Soustava linearnich rovnic

Determinant

Inverzni matice

Maticoveé rovnice

Eukleidovsky vektorovy prostor

Obr.2: Vzhled notebooku



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 24

9.2 Vektory a matice

9.2.1 Operace s vektory

V horni ¢asti programu si uzivatel pomoci tlacitek pfepind jednotlivé operace (sCitani,
odc¢itani, skalarni soucin, vektorovy soucin, smiSeny sou¢in). Vychozi nastaveni je operace
sCitani. VétSina operaci muze byt provadéna, bud v dvoj- nebo tiirozmérném prostorul.
Pokud je pfepnuti mozné, zobrazi se pod tlacitky operace tlacitka 2D, 3D,kterymi je
umoznéno prepnuti. Po vybrani poZadované operace a prostoru se zobrazi piislusny pocet
posuvniki, jimiz se zadavaji hodnoty jednotlivych vektort. U kazdého vektoru jsou jiz
pfednastaveny urcité hodnoty. Posuvniky Ize rozkliknout pomoci tlacitka, které¢ se nachazi
vpravo od konkrétniho posuvniku a zadat hodnotu ru¢né. Pod posuvniky se nachazi vzorec
pro vypocet konkrétni operaci a vypoctena hodnota. V dolni ¢asti programu se nachazi

grafické ztvarnéni dané operace.

Operace s vektory
operace |[séitani |odéitani |skalarni souéin |vektorovi souéin | smiteny souéin

prostor 3[)

ul D

uz D

vi D
v2 D

w=u+v=(ul+vl,u2+v2) = (50,35)
u
x —
-1 ) M . 160

Obr. 3: Operace s vektory
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9.2.2 Operace s maticemi

Program umoziuje provadét maticové operace s¢itani, odcitani, nasobeni konstantou a
nasobeni dvou matic. Konkrétni operace se vybira hornimi tlacitky, vychozi nastaveni je
operace sé¢itani. Po vybrani operace si uzivatel pomoci hornich dvou posuvnik zvoli
velikost poZadovanych matic a mize zadat jiné hodnoty prvku téchto matic (do zelenych
nebo fialovych poli). V pravé ¢asti programu je pak zobrazen konkrétni vypocet. Na
prvnim fadku jsou vypsany matice. Na druhém tadku je vysledek a v poli¢ku pod nimi je
vypocet konkrétniho prvku matice, ten si mizeme volit pomoci posuvniku ,fadky” a

»sloupce* v levé ¢asti programu. Maximalni velikost matice je 5x5.

Operace s maticemi

operace | séitani |0dE|'tén|' nésobeni konstantou

A Fadky U
A sloupce ]
B fadky U A B
B fadky 1 (102 2) o, o
fadky —] 3 3 3, N ;
sloupce {l 4 5 4 ; 2 ; ;
. 1 3 4)° -
Matice A:
T 5 > 9 10 12 13 |
15 18 24 27
> > > 4B = 2 26 ;4 ;8
[ B 2 ol Bl
i 5 e 15 16 18 19 |
. (330(2)+(3)2)+(3)2)
Matice B: -
6 + 6 + 6
ol el el _
[2 [2 [2 [2 -
Iz [z [z [z

Premysl Kniz 2011

Obr. 4: Operace s maticemi
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9.3 LINEARNI VEKTOROVY PROSTOR

9.3.1 Linearni kombinace vektoru
Program pro vypocet linearnich kombinaci umoznuje vybirat dva typy piiklada:

1) vypodet vektoru ¥, ktery ma byt linearni kombinaci zadanych vektorti Uy, ..., U,

s pfedem zadanymi konstantami k4, ..., k,,
2) vypocet neznamych konstant, pti zadanych vektorech ¥ a U

Pii prvni moznosti se zobrazi posuvniky pro nastaveni poctu slozek vektoru a poctu
vektorti. Dalsi posuvnik slouzi k zobrazeni vypoétu daného prvku ve vysledné linedrni
kombinaci.

V programu je zobrazena rovnice pro dany pocet slozek vektoru. Pod ni se nachazi prava
strana rovnice s dosazenymi slozkami vektora iy, ..., 1, a konstantami kg, ..., k,,. Déle je
vypsana hledana kombinace. Na poslednim fadku je zobrazen postup vypoctu ptislusné

slozky vektoru, ktery je ovladan posuvnikem.

Pti zvoleni druhého typu ptikladl je zobrazen posuvnik na nastaveni poctu vektorli, pod
kterym jsou vstupni pole pro nastaveni hodnot prvk vektorti & a ¥. V horni ¢asti programu
je zobrazena linearni kombinace jak symbolicky tak s dosazenymi prvky vektori i a v.
Z té dostaneme x rovnic 0 x nezndmych. Pod rovnicemi jsou zobrazeny vypocitané
konstanty k. Na spodni ¢asti programu je zobrazena vysledna linearni kombinace.

Linearni kambinace vektord

operace Vektorjako lin.kombinace

Poéet vektard U

Pocet sloZek vektord D T}:kl ﬁl + k2 ﬁ2 + k3 ﬁ3:
prvek vipoitu {}
Zadejte k: 2(-1,1,4)+3{2,1, -5} +4(3,1, -1}
k= [Z ‘ . .
ke [T Hledana kombinace:
o= & {1le 9 -11}
Zadejte vektory u: 2x1+3x1+4x1
= [T T AT =
= [0 [ [T
i= BT T [T

Piemys| Kniz 2011

Obr. 5: Linearni kombinace vektoru
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9.3.2 Linearné (ne)zavislé vektory

Program urcuje zda-li jsou zadané vektory linearné (ne)zavislé. Nastavovani poctu prvki a
poctu vektori je déldno pomoci posuvnikli, pod kterymi je moznost nastavit konkrétni
hodnoty prvka vektort. V levé ¢asti programu je zobrazena transponovana matice, na které
provedeme Gauss-Jordanovou eliminaci a pokud se néjaky tadek vynuluje, jsou vektory
linearné€ zavislé.

Linearni zavislost vektord

Poéet vektord U

Poiet slozek vektord U T 2 t
ransponovana mance.

Gauss—Jordanova eliminace:

Zadejte vektory: [ SIIETE I
2 -2 -4]

= |2 2 s -3 3 3]

= [3 [-2 3

u

3= |3 [-4 [s

Vektory jsou linedrné nezavisle

Premys| KniZ 2011

Obr. 6: Linearné (ne)zavislé vektory
9.4 Soustava linearnich rovnic

9.4.1 Gaussova eliminaéni metoda

Program znéazornuje feSeni soustavy linedrnich rovnic o Ctyfech neznamych pomoci
Gaussovy elimina¢ni metody. Aby bylo mozné fesit soustavu pomoci Gaussovy elimina¢ni
metody, musi byt prvek rozsitené matice aj; nenulovy. Pokud uZivatel zada nulové Cislo a
v prvnim sloupci se nachazi nenulové &islo, tak dojde k upraveni matice, kde bude nulovy
prvek dan na posledni fadek. Béhem vypoctu se muze stat, ze ve sloupci se kterym se bude
pracovat, se nachazi nula. Takovy fadek je vyhodné piesunut do spodni ¢asti matice.
Za maticemi se nachazi postup vypoctu, kde Rjj(k) znamena vymeénu i-té a j-té rovnice,

vynasobeni i-té rovnice ¢islem k, resp. pficteni k-ndsobku j-té rovince k rovnici i-té.

v 2 P , vz YN, 7 ;v ;o , 2
Napf. R21(5) znamena, ze ke druhému fadku pfic¢itam prvni fadek, ktery je nasoben -.
3 3

K feSeni se 1ze dostat po upraveni na horni trojihelnikovou matici dvéma riznymi zpisoby
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a to pomoci dalSich uprav matice nebo trojahelnikovou matici pievedeme na ¢tyii rovnice

o ¢tyfech neznamych a spocitame.

Gaussova eliminacni metoda
Zadejte soustavu

(3 -2 -5 1 3 (3 -2 -5 1 3
3 i+ (-2 + -5 x3(1 x4=|3 a3z s 1 3 b2 1 13 g b 5 13 13 g
X+ -3 [xp + X; = [Z 2-31 5 -3 _2yp. (1, 1, 3 3 ER 1, 3 3 3 (1€,
2 X 3@+l (5 [ 3 12 o 4 _3|Rerl-fIRul-2)Ra(-3] > o B 5 _13 4y |Ra2l])Raz(-T) 0 0 43 1 g Raslil) -
1 kg + 2 o+ [0 [x3 (-4 [xg=[-3 1140 2 ] 5 s
! 0 - .7 28 5 o o -1f 33
1 %+ -1 X+ -4 X3 9 x4 =22 ' 3 3 3 b s s
(3 -2 -5 1 3 (1.2 PO
5 13 13 3 3 3
o & 1 13 5
s s s . o 1 -8 i g
0 o 4z 13 upravime  -> s s
0 0 £ 2 g 0o i B e
o o o &1 7188 = 43
R TR lo o o 1 =2
Refeni pomoci rovnic: fesent pomoci dalich dprav:
%y - 2%z _5Xa  Xs
2 2 2
xp-1ixa 13x4.g 1000 -1
° c . 0100 3
vy lim_ 0
FERIPEY 0010 -2
xa=2 0001 2

vysledek:

%y = =1, %3 =3, %3 = -2, x4 = 2]}

Premysl KniZ 2011

Obr. 7:Gaussova elimina¢ni metoda

9.4.2 Cramerovo pravidlo

V levé ¢asti programu se nachazi vstupni pole pro zadavani soustavy tii rovnic o tiech
neznamych. V pravé ¢asti programu jsou napsané zadané rovnice. Pod nimi je vypsan
determinant levé ¢asti soustavy a jeho vysledek. Pokud je determinant roven nule napise se
singularni matice nelze fesit pomoci Cramerova pravidla a dal se nepokracuje, dokud
nejsou zadany jiné hodnoty. V dalsi ¢asti programu jsou vypsany determinanty A1,A2,A3,
kde ptislusné ¢islo znamend, ktery sloupec byl prohozen s pravou ¢asti soustavy. Vedle

nich jsou dale napsany jednotlivé nezndmé s postupem vypoctu a jejich vysledky.

Cramerova pravidio

Zadejte soustavu

-1 X+ |2 y+ 3 z =3 -X + 2Y+ 3z =3
1 x+0 y+[6z-[3 BZadano x + 0 6z - (-3)
2 k+4 ¥rlo z=1o 2x + 4y + 0 =0
-1 2 3
Det Matice= |1 0 -6/ =-36
2 40
3 2 3
Al=|-3 0 -6| =36 _DetAl __
Det
0 4 0
-1 3 3
= = _Detaz _1
Az=] 1 -3 -6/ =-18  y=S % 2
2 0 O
-12 3
A3=|1 0 -3| =-12 z-Deth3 1
Det 3
2 4 0

x =-1 y=—;z=§

Premys| Kniz 2011

Obr. 8: Cramerovo pravidlo
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9.5 Determinant

9.5.1 Sarrusovo pravidlo

Program znazoriiuje Sarrusovo pravidlo, které se pouziva pro vypocet determinantu matice
typu 3x3.V horni ¢asti programu jsou vstupni pole, do kterych mizeme zadat konkrétni
hodnoty. Zbyla cast pak zobrazuje samotné feSeni ulohy. V prvnim tadku je graficky
znazornén vypocet jednotlivych soucinti (podle Sipek) s pfiddnim dvou prvnich sloupct.
Na druhém je pak samotny vypocet determinantu podle Sarrusova pravidla s barevné

oznacenymi hodnotami z ptredeslého radku.

SARRUSOVO PRAVIDLO
MATICE
1 -3 1
2 4 -5
5 3 3
20 15 ~18
1 =3 1 1 -3
2 4 =5 | 2 4
5 3 3 5 3
12 75 6
1 -3 1
2 4 —5| =12+46+75—-(20+—15+—18)=106
5 3 3

Premysl Kniz 2011

Obr. 9: Sarrusovo pravidlo
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9.5.2 Laplacetv rozvoj

Druhou metodou vypoctu determinantu je tzv. Laplacetiv rozvoj. Program znazornuje
rozvinuti determinantu podle pfislusného fadku ¢i sloupce, ktery vybird uZivatel pomoci
tlacitek, vzdy muze byt vybran pouze jeden sloupec nebo fadek. UZzivatel také muze zadat
konkrétni hodnoty prvka matice, kterda ma velikost 4x4. Pii samotném vypoltu je
uzivatelem vybrany fadek ¢i sloupec oznacen. Pokud se ve vybraném fadku ¢i sloupci

nachazi nula, neni ptislusny ¢len ani subdeterminant zobrazen.

Laplacetiv rozvoj
Podle:

Fadku 124 15 2 8
sloupee (12134 1 6 4 8
detlg 2 2 7
Zadejte matici: 6 1 15 0
t s 12 Ji8 5 2 8 1 2 8 158 15 2
L 9% (-1)%1 16 4 8| + -2x(-1)%2 |1 4 8| + 2x(-1)33 |1 6 8| + T+(-1)** |1 6 4
— e 1150 6 15 0 610 6 1 15
6 1 15 0 _
221

Premysl Kniz 2011

Obr. 10: Laplacetiv rozvoj

9.6 Inverzni matice

Program demonstruje vypocet inverzni matice pomoci determinantt. V levé casti ma
uzivatel moznost zadat hodnoty do matice. Ta je velikosti 3x3. Napravo je jiZ zobrazen
samotny vypocet. Nejprve je zadand matice zobrazena, pak je vypsana jeji adjungovana
matice a nasleduje samotny vypocet matice. Pokud uZivatel zadd matici, ke které

neexistuje inverzni matice, zobrazi se varovani ,,neexistuje inverzni matice®.

Iverzni matice pomoci determinantd
Zadejte matici A:

1 5 1 (1 5 1,
8 4 1 A:‘ g8 4 ll
1 2 3 i1 2 3,
{ 4 1 51 5 10y
Bga= Bpq=- Bz =
R e T S
. g 1 11 11
Adj A= | Agp=- ‘l 3| Ago= |1 3‘ A327—|8 l‘
8 4 1 5 15
\A”"l Z‘A”"‘l 2‘A33_‘8 4‘
(10 -13 1
_1_adih _ 1
A =getz ~ws | 723 2 7 ‘
V12 3 -3/
(10 13 1
53 93 33
23 2 _ 1
93 %3 @3
.4 1 12
V31 T3 31/
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Obr. 11: Inverzni matice pomoci determinantt
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9.7 Maticové rovnice

V pravém hornim rohu si uzivatel zvoli typ rovnice. Poté pomoci posuvnikii nastavi
pozZadované velikosti matic A a B. V praveé ¢asti programu se vypise rovnice A-X=B pfip.
X-A=B s jiz dosazenymi hodnotami, pod nimi jsou vypsany maticové Upravy rovnic a
jejich vypoéitané inverzni matice spolu s maticemi A a B. Nakonec je zobrazena vysledna

matice X.

Maticové rovnice

aperace ){-A:B

A velikost W

B fadky U
B sloupce U 1 2 -1 1 0

. [3 1 o%e1 1]

Matice A: 2 2 1 2 -1

1 2 1 A-LAX=A-1B

E] I1 [ 14 1 14 1

[z [z [1 " 3 s, “ooe e

1 2 -1 1 ]
) EEL S O T
4.1 osf\22 01 4.2 52

Matice B: o8 S

L o . .

1 1 X=T S

2 -1 ; i

Piemysl KniZ 2011

Obr. 12: Maticové rovnice
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9.8 Eukleidovsky vektorovy prostor

9.8.1 Norma vektoru a matice

Program znazoriiuje vypocet cuklidovské normy matic. Velikost matice se nastavuje
pomoci posuvniku, pod kterymi jsou vstupni pole pro nastaveni konkrétnich prvka.
V pravé Casti programu jsou zobrazeny matice, pod nimi je jejich transponovany soucin.
Déle je zobrazen postup vypo¢tu normy pro kazdou matici. Na poslednim fadku se nachazi

podminka ||Ay|| < ||Al]-|lyl| ,kterou musi norma spliiovat.

Frobeniova(Euklidovska) norma

A Fadky D
A

Asloupce y
y fadky D 1 2 a

y sloupce D [3 3 [j]

s\

A:
1 [z
- ° Ay =(5 9 14)7
B

y: A= J 12|+ 23| +2 32| + |42 +|5%] =8
T Ivll = |12+ 2] =5
’ 1Ayl =/ |52+ 97| +|143] = V302

(V302 = 8V5)

Premysl KniZ 2011

Obr. 13: Norma matic



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 33

9.8.2 Uhel mezi vektory

Zadavani slozek vektorti u a v se provadi v levé horni ¢asti programu. Pod zadavanim
hodnot je moznost piepnuti zobrazeni uhlu vektorti v 2D, resp. 3D prostoru, pti zméné
prostoru na jiny jsou piidany dalSi vektory. V horni ¢asti programu je zobrazen vzorec pro

vypocet uhlu v konkrétnim prostoru spolu s vysledkem, pod nim je zobrazena jeho graficka

interpretace.
ul D
u2 U
vl D
vz U
prostor 3[1

Cos¢pm ——ulsviemd.vd  _
yulfiu2? 4 vifiva?

$=59.0362°

Obr. 14: Uhel mezi vektory
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9.8.3 Ortogonalnost

Program znazornuje Gram-Schmidtovu ortogonalizaci. V levé Casti si uzivatel pomoci
posuvnikli vybere pocet a pocet slozek vektort vektorti, pfipadné nastavi jejich konkrétni
hodnoty. V pravé ¢asti jsou zobrazeny jednotlivé kroky ortogonalizace a vysledky

v nenormalizovaném a normalizovaném tvaru.

Gram-5chmidtova ortogonalizace

Poiet vektord U v1=m={1, 1. 1}
Poéet slofek vektord D s = .[Iﬁ_{'l'il v, =
o 2 |T1|: -
. _1 -
Zadejte vektory: (L. 0. =3 4L L. 4L 0. I{l. 1. Ij=
1 2 1
- {3733
u= 1 [1 [1
= 1 [0 1

Nenormalizovany tvar:
ol

(.1 545, 5. 5.

Normalizovany tvar:

Premys| Kniz 2011

Obr. 15: Gram-Schmidtova ortogonalizace
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10 POROVNANI APLETU LINEARNI ALGEBRY

10.1 QuickMath

Aplety ze stranky QuickMath.com umoznuji provadét operace s maticemi jako napf.
sCitani matic, odc¢itani, ndsobeni, ndsobeni konstantou dale pocitaji inverzni matice a
determinant. UZivatel ma moZznost si jako vysledek zvolit obraz nebo text. Bohuzel aplety
neumi zobrazit postup dané operace. Zaddvani matic je feSeno pomoci carky, kterd

odd¢luje jednotlivé prvky matice.

-
B -]

Command
> 37
2 49
3 6 4
—133

Obr.16: Ukazka apletu z www.QuickMath.com

10.2 Easycalculation

Aplety na internetové adrese http://easycalculation.com/matrix/index.php umoziuji fesit
sCitani, odc¢itani a nasobeni matic. Dale vypocitat adjungovanou a inverzni matici,
determinant, Gaussovu elimina¢ni metodu a soustavu linearnich rovnic. Matice maji pro
vétsinu operaci pevné danou velikost a to 3x3.Jedinou vyjimkou je nédsobeni kde se da
velikost matic snizit. U s¢itani, od¢itani a nasobeni matic je postup vypoctu zobrazen

v matici. Aplet soustavy linedrnich rovnic, ktery vyuZiva metodu feSeni pomoci inverzni


http://easycalculation.com/
http://easycalculation.com/matrix/index.php
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matice, ma& zobrazenou danou inverzni matici. Aplet soustavy linearnich rovnic fesi

soustavu tfi rovnic o tfech neznamych.

To Calculate Algebra, Linear Equation using Matrix :
Enter proper values of linear equations in the form below and click calculate

+ 01 i+ ~2 Fl- ~f1 =9=15
+ w1 =+ ~|1 g+ ~|[1l 2 =3
+ w12 - 1 Fl- ~fi1 2 =6
X = Al B
X 0/9 39 395 9 3
y = 39 |18 |29 |2 =2
z -39 B9 -1/9 6 -2

Result : X=3 Y=2 I=-2

Obr.17: Ukazka apletu z http://easycalculation.com

10.3 Math4all.in

Na adrese http://www.math4all.in/public_html/linear%20algebra/appletsla.html  se
nachazeji uzitetné aplety z oblasti linearni algebry, které jsou vytvofeny pomoci
programoveého jazyku Java. Aplety matic, které maji maximalni velikost 5x5, zobrazuji i
kroky jednotlivych Gprav. Bohuzel nékteré piiklady jsou udélané pouze jako obrazky

s vysvétlenim, které mizeme pomoci tladitek prepinat.

g
3

3
4
5 3 4
1
z 2x2

2x

375+ 474 =31 a=|2

@ Dr. Inder K. Rana

Obr.18: Ukazka apletu z www.math4all.in


http://www.math4all.in/
http://www.math4all.in/public_html/linear%20algebra/appletsla.html
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10.4 Math.drexel

Na strance http://www.math.drexel.edu/~pg/java/la_applets/index.html se nachazeji aplety
jako napt. Gaussova eliminace, determinant, Gram-Schmidtova ortogonalizace. Mezi

nevyhody patii nemoznost zvétSeni matic, které jsou pevné dané na velikost 2x2.

Gaussian Elimination

Links
- - . QQ n'
Instructions Supporting Material = {::03;& st Feedback

A= b=

6,00, 0 6,00,

4,00 o 4,00]

2,00 o 2,00]

0,00 o 0,00]

&=
==
g2 M ko
TR L L L S L H N
—B=

+DL

2,00 o 2,00

abo -100 1o 300 sbo 300 -100 100 300 5bo 300 100 160 300 5.h0
1,00x + 2,00y = 3,00 1,00x+ 2,00y = 3,00 1,00= = 0,43
4,00x + 1,00y = 3,00 - 7,00y =-9,00 - 7,00y =-9,00

Obr. 19: Ukéazka apletu z www.math.drexel.edu


http://www.math.drexel.edu/
http://www.math.drexel.edu/~pg/java/la_applets/index.html
http://www.math.drexel.edu/~pg/java/la_applets/Gram/index.html
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ZAVER

Hlavnim cilem této prace bylo vytvofit interaktivni programy z linedrni algebry v softwaru
Mathematica, které by slouZily jako pomucka studentim k pochopeni linearni algebry.
Programy jsou snadno ovladatelné, tudiz jsou vhodné i pro studenty, ktefi se se softwarem
Mathematica nesetkali. V programech jsou pteddefinované piiklady, takze uzivatel vidi
okamzit¢ vysledek a pokud potiebuje, tak si ptiklad upravi podle potieby. Programy

zobrazuji postupy jednotlivych vypoctl pro lepsi pochopeni.
Teoreticka ¢ast seznamuje se zakladnimi pojmy linearni algebry.

Prakticka ¢ast je zaméfena na vypracované programy, jejich popis a srovnani s aplety

linearni algebry dostupnymi na internetu.

Déle byly uvedeny piikazy pro pocitani piiklada v linearni algebie a jejich stru¢ny popis.
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ZAVER V ANGLICTINE

Main aim of this work was to create interactive programs for solving examples in linear
algebra in Mathematica software, which would serve to assist students to understand linear
algebra. The programs are easy to operate, making them suitable for students who did not
meet with the software Mathematica. Programs include predefined examples, so the user
sees immediately results and can edit the examples as necessary if needed. All programs

show also steps of calculations for better understanding.

The theoretical part introduces basic concepts of linear algebra. The practical part focuses
on programmed programs their description and comparison with the linear algebra applets
available on the Internet. Further, commands were listed for solving examples in linear

algebra, and their brief description.
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