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ABSTRAKT

Tato bakalarskd prace pojednava o numerickych metodach feSeni pro obycejné
diferencialni rovnice. V teoretické c¢asti definuji pojmy diferencidlnich rovnic, jejich
zpusoby fteSeni, dilezitost ve véd€. Dale predstavuji software Mathematica, ptikazy pro
numericka feSeni, jejich parametry. V praktické ¢asti pfedstavuji algoritmy pro jednotlivé
metody feseni, které ukazuji na ukazkovych ptikladech. Dale feSim konkrétni lohu, ktera

vede na obycejnou diferencidlni rovnici.

Klic¢ova slova: obycejné diferencialni rovnice, numerické metody, Mathematica

ABSTRACT

This bachelor thesis deals with numerical methods of solving ordinary differential
equations. In the theoretical part I explain what are differential equations, how to solve
them and their importance in sciences. Furthermore I introduce the software Mathematica.
I show commands for numerical solutions and their parametres. In the practical part there
are demostrated creating algorithms for solving particular methods and I show them in
sample examples. Also I solve a practical problem, which leads to an ordinary differential

equation.

Keywords: ordinary differential equations, numerical methods, Mathematica
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UvVOD

Numerické metody maji a budou mit stdle veét§i vyznam v matematickych aplikacich.
Souvisi s tim rozvoj a stale se rozSifujici uzivani pocitact. Timto se neustdle zdiraziuje
vyznam numerickych metod a soucasné se stavi do poptedi studium nékterych problémii,
jez se diive pln€ neprojevily. V dnesni dob¢ jsme schopni provadet v kratkém Case statisice
a milidny pocetnich operaci. Rychlost stroje a relativné malé finan¢ni nédklady na vypocet
které by clovéku trvaly nékolik hodin, ba dokonce i dni, pocita¢ zvladne vytesit béhem
nékolika vtefin. V této praci se zaméfuji na numerické metody, pomoci nichZ Ize feSit
oby€ejné diferencialni rovnice. Diferencidlni rovnice jsou nezbytnym pomocnym
prostfedkem kazdého inZenyra i ptirodovédce, protoze vedou k feSeni mnohych piirodnich,

fyzikalnich ¢i technickych, ale i spoleCenskych problémai.

Y4

Teoretickd Cast vysvétluje, co jsou to diferencialni rovnice, kde se s nimi mizeme setkat,
jaké misto zastavaji ve véde¢. Dale je tieba diferencialni rovnice néjakym zpiisobem fesit.
Tato prace se zabyva obycejnymi diferencialnimi rovnicemi a jejich numerickym feSenim.
Tyto feSeni zde také popisuji. V teoretické Casti predstavuji 1 program Mathematica, ktery

rowr

pouzivam v praktické ¢asti.

V praktické c¢asti vytvarim algoritmy pro jednotlivé metody pro feSeni obycejnych
diferencidlnich rovnic. V programu Wolfram Mathematica 8 teSim ukazkové ptiklady ale i

konkrétni praktickou tlohu.
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I. TEORETICKA CAST
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1 DIFERENCIALNI ROVNICE (DR)

Diferencidlni rovnice je matematicka rovnice, v niZ nezndmou je funkce a vniZ se

vyskytuji derivace této funkce.

Pro nazorny ptiklad m&jme spojitou funkci f(x). Hleddme funkci y = y(x), pro kterou na

intervalu [ plati:

y'(x)=f(x). (1.1)

Resenim bude
Y =[f(xdv+C. (12)

kde I f(x)dx je libovolna primitivni funkce k funkci f(x)na I a € je integracni konstanta.

[5]

1.1 Rozdéleni diferencialnich rovnic

Zékladni rozdéleni diferencidlnich rovnic vychazi z typu obsazenych derivaci v rovnici.

e Obycejné diferencialni rovnice (ODR) jsou rovnice, ve kterych nezndmou je

funkce jedné proménné a ve kterych se vyskytuje aspon jedna derivace této funkce.

V obecném tvaru pro nezndmou funkci y = y(x) ji zapisujeme

v implicitnim tvaru F(x, y,y",y",....,y")=0, (1.3)

v explicitnim tvaru y” = f(x, 3,5, 3"...y" ™). (1.4)

F je funkce nt+2 proménnych.
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e Parcidlni diferencialni rovnice (PDR) jsou rovnice ve kterych neznamou je

funkce vice proménnych a ve kterych se vyskytuji parcialni derivace této funkce.
[5]
V obecném tvaru pro neznamou funkei z(x,,x,,...x,) n proménnych ji zapisujeme:

F( 0z 0z 0’z 0’z 0’z 0’z 0"z
Xy 5 Xy gees X,y 5 Zyyueny TR yeees - P
ox, ox,~ Oxx, ox,x, 0x, ox,

)=0 (1.5

.oy

axl n

1.2 Rad diferencialnich rovnic

Nejvyssi fad derivace hledané funkce, ktera se v rovnici vyskytuje, oznacujeme jako tad
diferencialni rovnice. Podle fadu se diferencidlni rovnice dale d€li na diferencidlni rovnice

prvniho 7adu a diferencialni rovnice vyssich radii.

Obecné FeSeni je takové feSeni diferencidlni rovnice, které obsahuje libovolnou integracni

konstantu. Pocet konstant se rovna fadu DR.

Partikularni FeSeni diferencialni rovnice, je takové feSeni, které ziskame ptifazenim urcité
¢iselné hodnoty kazdé integracni konstanté obecného fteSeni. V piipad€ jednoduchych
diferencidlnich rovnic mizeme partikularni feSeni vypocitat analyticky. AvSak ve velkém
mnozstvi pfipadi je analytické feSeni pfili§ obtiZzné. V tom piipad¢ se diferencidlni rovnice

fesi numericky. [7]

1.3 Pocateéni uloha

V praktickych tlohach je Casto potfebné nalézt takové feSeni DR, které spliiuje predem
dané podminky. Vztahuji-li se podminky na jeden bod, nazyvaji se pocatecni podminky,

vztahuji-li se k vice bodlim, nazyvaji se okrajové podminky. [6]
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Najit feSeni rovnice, kterd splituje zadanou pocate¢ni podminku, se nazyvd pocdtecni
uloha. Resenim je funkce, ktera splituje zadanou podminku, napt. y(x,) =y, a je feSenim

rovnice na intervalu obsahujicim bod x,.

1.4 Historie diferencialnich rovnic

Historie diferencialnich rovnic sahd do 2. poloviny 17. stoleti a je spojena se jmény G.W.
Leibnize a I. Newtona, ktefi jiz uméli fesit rovnice se separovanymi proménnymi. DalSimi

vyznamnymi matematiky byli brati Bernoulliovy, L. Euler nebo J. L. Lagrange. [6]

1.5 Aplikace diferencialnich rovnic

Diferencidlnimi rovnicemi lze formulovat spoustu védnich problémut. Objevuji se tedy
snad ve vSech védnich oborech. Veliké zastoupeni maji v matematice, fyzice, automatizaci,
optimalizaci, chemii, ekologii a dalich. Casto se mizeme setkat s diferencialnimi
rovnicemi, které popisuji zavislost veli¢in na Case. Ve fyzice jsou to naptiklad pohybové
rovnice. Bez diferencidlnich rovnic by nebylo mozné provadét vypocty souvisejici

s pruznosti a pevnosti materidlu, s fizenim jadernych reakci, s lety do vesmiru apod. [1]
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2 NUMERICKE RESENI ODR

VétsSinu v praxi se vyskytujicich diferencidlnich rovnic nelze vytesit primo. Numerické
feSeni se pouziva v piipadech, kdy by bylo nalezeni ptesného (analytického) feseni narocné
nebo nemozné. Numerickym feSenim jsme schopni ziskat pfiblizné feSeni obycejnych

diferencialnich rovnic.

Pti hledani feSeni diferencidlnich rovnic prvniho fadu, ve kterych je derivace piimo

vyjadiena, hleddme redlnou funkci, ktera splituje nasledujici rovnici

dy(x) _
dx

S ). 2.1

Funkci, které splituji tuto rovnici, existuje nekone¢né mnoho. Jedno konkrétni feSeni
uréime pocatecni podminkou, ktera je nezbytnou soucasti zadani ulohy. Pocatecni

podminka ma nésledujici tvar

Y(X0)=Y5 (2.2)

kde x, a y, jsou zadané hodnoty. [2] [11]

Zakladnim principem numerickych metod je diskretizace proménnych, kdy ptiblizné feSeni
se nekonstruuje jako funkce spojitd. Postupné se generuje posloupnost uzld x,,x,,x,,... a

pro ty se stanovi ¢&isla  y,,»,,V,,..., kterd aproximuji hodnoty piesného feSeni

Y(x0)5 Y(x,), V(X))o



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 15

Vyjdeme z bodu x,, ve kterém méame zadanu pocate¢ni podminku. Poté se snazime najit
feSeni v dalSich bodech x,. Numerické metody mizeme rozdé€lit podle poctu pouzitych

ptedchozich bodl k vypoctu nové hodnoty.

e Jednokrokové metody pouzivaji k vypoctu nové hodnoty pouze jednu predchozi
hodnotu.

e Mnohokrokové metody pouzivaji k vypoctu nové hodnoty k piedchozich bodi.

2.1 Numerické derivovani

Numericka derivace je numerickd metoda odhadu derivace funkce na zaklad€ hodnoty této
funkce v kone¢né¢ mnoha bodech. Numerick4 derivace se pouziva piedevsim v ptipadech,

kdy nejsme schopni derivaci urcit analyticky. [2] [8]

Metody pro numerické derivovani vychazeji z definice derivace, napt.:

S - f() (23)

() P

Derivace znamena smérnici tecny ke grafu funkce v bodé¢.
K funkci f sestavime interpola¢ni polynom p, a ten pak derivujeme misto p. Interpolacni

polynom v Newtonovém tvaru:

P ) = fy + T  Jor=x0) et £ g Jr =0 ) = X, ). 2.4)

1) Prouzly x, =x a x, =x+ h sestavime linedrni interpola¢ni polynom a vyjadiime

jeho prvni derivaci:



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 16

PO =f)+ flx+hx)t-x)= p{() = flx+h,x] (2.5)

Z definice pomérnych diferenci dostaneme

SO+ - f()

P J'(x). (2.6)

pi(x)=

2) Pro uzly x,=x—h, x,=x a x,=x+h sestavime kvadraticky interpolacni

polynom:

P, ()= f(x=h)+ flx,x = h)t = x + h) + fx+ h,x,x — h)t — x + h)(t — x) (2.7)

Prvni a druha derivace maji tvar:

p;(t)=f[x,x—h]+ f[x+h,x,x—h](2t—2x+h),

Py (@) =2f[x+h,x,x—h] (2.8)
Dosazenim t = x a Gipravou dostavame:
p;(x)zf(x)—i(x—h) N f(x+h)—2f(jC)+f(x—h)h= Fx+h) = fx—h) .
(2.9)
Pl () = LEEM =2 S =) oy (2.10)

h2
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2.1.1 Odvozeni Eulerovy metody

Nejjednodussi metodou pro numerické feSeni diferencidlnich rovnic je Eulerova metoda.

Pokud v diferencidlni rovnici (2.1) nahradime derivaci pfibliznym vzorcem, dostaneme

yn+1 _yn

P =S (%945 (2.11)

kde h=x,, —x, a oznacuje vzdalenost dvou sousednich bodi. Hovofime o ném jako o

tzv. kroku reseni. Kdyz vyjadiime y, ., dostaneme Eulerovu metodu

yn+1:yn+h.f(xn’yn)' (2'12)

Tento vzorec ndm umoziuje pii znalosti feSeni v bodé x, vypocitat feSeni v bodé x, ;.

Jedné se o jednokrokovou metodu. [11]

2.1.2 Modifikace Eulerovy metody

Eulerova metoda patfi mezi jednoduché metody, avSak je velice nepfesna. Hlavni

nepiesnost je zplsobena tim, ze pfi kroku z x,, do x,,, pouzivime na celém intervalu
konstantni hodnotu derivace f(x,,y,). Tato hodnota se spravné¢ v priibéhu kroku méni.

Tuto chybu se snazi odstranit modifikace Eulerovy metody. [3] [11]

Prvni modifikace se snazi vystihnout zménu derivace tim, Ze namisto derivace na zacatku
intervalu pouZije derivaci uprostfed intervalu. Doprostied intervalu se dostaneme

obycejnou Eulerovou metodou s polovicni délkou kroku. Vysledny vzorec je:

1 1
Yua = Vo + 0 f O+ Sl y, + 2R f(x,,5,)) (2.13)
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Tento vztah lze zapsat ve tvaru:

kl =f(‘xn9yn)
k,=f(x, +%h,yn +%h-kl) (2.14)
yn+1 :yn +hk2

Druhé4 modifikace pouziva primér z derivace na zacatku a na konci intervalu:
1
Vo = Va4 b UG v )+ S Gy ey, e f(x,09,))] (2.15)

Tento vztah lze zapsat ve tvaru:

kl =f(xn9yn)

ky=f(x,+h,y, +h-k)) (2.16)
k, +k

yn+1 :yn +h#

2.2 Metoda Runge-Kutta

Dals§imi modifikacemi lze Eulerovu metodu dale vylepSovat. Ziskdme tzv. Runge-Kuttovy

metody (RK). Pfi téchto metodach ziskdme nckolik odhadl derivace &, v srlznych

bodech. Pro cely krok potom pouZijeme vaZeny primér téchto derivaci s vahami w,

Vo =V, th-wk, +..+wk,). (2.17)
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Odhady derivaci se vypocitaji nasledujicimi vztahy:

k = f(x,y)
k,=f(x+ayh,y+hB,k)

ky=f(x+ash,y+hByk +hB,k,) (2.18)

i—1
k.= f(x+ah,y+h) Bk,
Jj=l

Pokud pouzijeme jen jeden bod (tj. s = 1), odvodime metodu prvniho fddu — Eulerovu
metodu. Pokud pouzijeme dva body, mizeme dostat modifikované Eulerovy metody.

Prvni modifikaci odpovidé volba:

w, =0 w, =1 o, =f, :% (2.19)
Druhé modifikace odpovida volba:
1 1
W ) w, ) o, =Py =1 (2.20)

S rostoucim poc¢tem bodl dostdvame metody vyssich fada. Napiiklad pfi ¢tyfech odhadech

derivace mizeme odvodit nasledujici metodu ¢tvrtého fadu (RK4):

kl :hf(xn’yn)
ky = hfGe +hy + )
2 "2
1 h
by = WG, 2 b, + k) 221)

k4 :hf(xn +h7yn +hk3)

1
Yot =V +gh'(k1 +2k, + 2k, +k4)
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U dosud uvedenych RK metod se tad metody vzdy rovnal pouzitému poctu odhadi
derivace. Tak to ovSem vzdy neni, naptiklad pii péti odhadech derivace se da sestrojit
pouze metoda ctvrtého fadu. I ztoho divodu patfi uvedend metoda RK4 k velice

oblibenym. [11]

Mezi vyhody RK metod patii predevsim ptresnéjsi vysledek. Ackoliv v jednom kroku (pii

skoku o jedno k) musime funkci f vy¢islit vicekrat nez u Eulerovy metody, dostaneme

metodu vyssiho fadu, ktery ndm zvySené naroky na vypocet funkce f kompenzuje.

2.3 Taylorova rada

Taylorova fada je nekonecna geometrickd fada. Za urcitych piedpokladi o funkei f{x)
v okoli bodu a lze tuto funkci rozvinout jako mocninnou fadu. Toto vyjadfeni funkce

prostfednictvim Taylorovy fady se oznacuje jako Taylorv rozvoj.

Obecné lze Taylorovu fadu zapsat:

f(x):f(a)+%!a)(x—a)+fT(!a)(x—a)2 +...=g

f kk(a) (x — a)* (2.22)

!

Pro pfiblizné vyjadieni hodnot funkce neni nutné vyjadfovat vSechny ¢leny Taylorovy fady,

muzeme zanedbat Cleny s vy$$imi derivacemi. Ziskame tim tzv. Taylortiv polynom.

TaylorGv polynom aproximuje hodnoty funkce, ktera ma v daném bodé derivaci, pomoci
polynomu, jehoZ koeficienty zavisi na derivacich funkce v tomto bod€. Tayloriv polynom
je specialnim piikladem Taylorovy fady, kdy od urcitého n jsou vSechny vyssi derivace

nulové. [7]
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Vyuziti Taylorovy fady pii feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic vidime napt. pfi
metod¢ RK. Koeficienty jsou vypocteny tak, aby metoda fadu p odpovidala Taylorovu

polynomu funkce y(t) stejného fadu.

2.4 Odhad chyby numerického reSeni

Pti vypoctu ptibliznych hodnot derivaci mohou vysledek podstatné ovlivnit zaokrouhlovaci

chyby. Jmenovatele vzorcti totiz obsahuji parametr h, ktery musi byt maly, abychom dostali

dostateCn¢ pifesnou aproximaci derivace. Zaroven ovSem mald hodnota jmenovatele
zlomku zvétSuje zaokrouhlovaci chyby v Citateli. Nejvetsi dosazitelna presnost proto musi

byt jistym kompromisem mezi chybou aproximace a chybou zaokrouhleni.

Souc¢tem odhadu chyby aproximace e(h) a chyby zaokrouhleni z(k) ziskame horni odhad

celkové chyby E (h):

E_(h)=e(h)+ z(h) (2.23)

Dale budeme piedpokladat, Ze pii vypoctu f(x) dostaneme vlivem zaokrouhleni poruSenou

hodnotu f*(x), pficemz velikost poruchy je nejvyse k:

|f* () - f(x)|<x (2.24)

Pro vzorec (2.6) dostdvame nasledujici odhad:

LD ST 0= = )<

2K
<—=z(h
h 2(h)

(2.25)
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Odhad celkové chyby ma tvar E-(h) = Ch + % Funkce E-(h) ma jediné minimum v bod¢

h,.= [= (2.26)

Odpovidajici hodnota E. [:hﬂm) predstavuje nejmensi horni odhad celkové chyby. Pii

vypocCtu derivace podle rovnice (2.6) tedy dojde pro h mensi nez h,,,. ke ztrat¢ pfesnosti.

[4]

Ece.rk [h :I e
e(h)

z(h)

4
T

i '

h apt !

Obrazek 1 - Odhad celkové chyby Ec(h)
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3 SOFTWARE MATHEMATICA

Software Mathematica je jednim z prostfedi, jez integruje nastroje pro numerickou a
symbolickou matematiku, graficky a dokumentacni systém a zajistuje pokrocilé propojeni

s dalSimi aplikacemi. [9]

Obrazek 2 - Logo software Mathematica 8

3.1 Vznik

V roce 1987 byla zaloZena Stephenem Wolframem spole¢nost Wolfram Research, Inc., ve
které byl a je tento produkt vytvaten. Prvni vydani software Mathematica bylo v roce 1988.
Znamenalo zédsadni vyznam pro zplsob vyuzivani pocitaci v fadé technickych i jinych
odvétvi. Uvadi se, ze prave vydanim software Mathematica zacal novy vek tzv. technical
computing. Od 60. let minulého stoleti existovali samostatné sady. AvSak byly vhodné
vzdy jen pro urcité specifické ulohy. Jednalo se napiiklad o sady pro Ulohy numerickeé,
algebraické, grafické Ci jiné. Software Mathematica predstavuje zvrat v tom, ze integruje

vSechny potiebné sady do jednoho produktu. [9]

3.2 Klic¢ova mySlenka

Dilezit¢é pro software Mathematica bylo objeveni nového symbolického jazyka.
Symbolické programovani umoZzfuje representovat data, funkce, grafy, programy a

dokonce 1 cely dokument jednotnym zpiisobem jako symbolicky vyraz. Ukazkovym
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piikladem muZe byt f[x]. Tento vyraz miize byt matematickou funkci, grafikou, zvukem,

programem i celym Mathematica dokumentem. Mlze fungovat jako vstup i vystup jiné

funkce a umoznovat tak stru¢né a jednoduché kodovani. [9]

Dalsi technickou inovaci v softwaru Mathematica je vyuziti nezéavislého interakéniho
dokumentu, zndmého jako notebook. Notebookové rozhrani kombinuje textovy procesor se
zieteln¢ definovanou predstavou ,,bunék®, které jsou sefazeny svisle v rozbalovacim okn¢
jako odstavce textu. Bunky jsou dilezité¢, odd€luji vizudlné a funkéné text na vstupy,
vystupy, grafiku, nadpisy atd. Jsou dostatecné prizplsobitelné, aby podporovaly jakykoliv
typ a velikost vyrazu, umoznuji jednoduchou Upravu a vlozeni, a jsou snadno rozsititelné

pro velké vypocty a dokumenty.

3.3 Kilicové prvky

3.3.1 Notebookovy dokumentaéni systém

Mathematica notebook zajisStuje kompletni technicky dokumentac¢ni systém, zahrnujici
sazbu matematickych vyrazli, formatovaného textu, zvuky, grafiky, animaci a
hypertextovych odkazli. Notebook muze byt pieveden do jiného formatu, napt. HTML,
TeX, je mozno jej odeslat emailem nebo umistit na webovou stranku, FTP server a to bez

poskozeni kvality. [9]

3.3.2 Programovaci jazyk

Mathematica poskytuje silné programové vyvojové prostiedi. Programovy kod
Mathematica dokéZe odrazet specificnost problému, coz jej déla kratSim a snadnéji
¢itelnym. Tato ojedinéld pruznost cinni prechod zjiného programovaciho jazyka
jednodussim a efektivnéjSim. Ani pro diive neprogramujici neni obtizné zacit tvofit nové
programy. Pfi pouziti Mathematica programovaciho jazyka neni potieba piedeklarovat typ
proménné, dimenzi matice, prekladat program ani pfimé fizeni paméti. B€zné procedury

jako sefazeni, vyhledani, manipulace se soubory a daty jsou vestavéné. Programy napsané
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v Mathematica jsou diky témto vlastnostem co do velikosti pouze 5 az 10 procentni oproti

programim napsanym v tradi¢nich jazycich nebo numerickych systémech. [9]

3.3.3 Interaktivni napovéda

Népovéda v software Mathematica zahrnuje kompletni dokumentaci pro vSechny funkce
v software Mathematica s uplnym textem The Mathematica Book jako pln¢ indexovany
notebook s pokroc¢ilymi vyhleddvacimi schopnostmi vcetné mnoZstvi hypertextovych
odkazli. Napovéda také obsahuje interaktivni ptiklady, které demonstruji pouziti funkci,
jejich hlavni schopnosti a nejlepsi zplsob, jak je vyuzit. Na rozdil od jinych softwarii
Mathematica umoziiuje upravovat a vyhodnocovat ptiklady uvedené v napovede.
Uzivatelské zmény nejsou trvalé. V pfipadé vymazani ¢asti textu ¢i piikladu je pouze

potieba znovu zavést tuto stranu a tim se obnovi origindlni informace. [9]

'#% NDSolve - Wolfram Mathematica ' o T

4 b | Fi.]| & | SEARCH | ref/NDSolve »| |5

NDSolve

HDSclve [egns, ¥, (X, Tmine Tmar}]
finds a numerical solutien to the ordinary differential equations egns for the function y with the independent variable x in the range xw, to

Xpere

NDSolve[egns, ¥, {X; Tmine Tmaxle {1 fmine fmax}]
finds a numerical solution to the partial differential equations egns.

NDSclve[egns, {¥1, ¥20 ---}e (%0 Tmone Smeaxl]
finds numerical solutions for the functions ;.

A EXAMPLES

~ Basic Examples (-
Solve a first-order ordinary differential equation:
In[1]:= 8 = NDSolwe[{y'[x] == ¥ [x] Cos[x+y[x]], ¥[0] ==1}, ¥, {x, O, 30}]

out[1]= {{¥ — InterpolatingFunction[{{0., 30.}}, <>]}}

Use the solution in a plot:
In[z]:= Plot[Evaluate([y[x] /. =], {x, 0, 30}, PlotRange » All]

100% =

Obrézek 3 - Ukazka interaktivni napovedy
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3.3.4 Symbolické a numerické vypocty

Kazda funkce, ktera je v prosttedi Mathematica zavedena, miize pracovat jak s
numerickymi tak se symbolickymi vstupy. DokéZe vyhodnocovat funkce na jakoukoliv

presnost.

3.3.5 Grafika

Mathematica obsahuje velké mnozstvi vestavénych grafickych vzorii pro vizualizaci
vysledkti, zahrnuje 2D, 3D, vrstevnicové grafy, grafy hustoty a navic také specializované

ekonomické a statistické grafy.

Obrazek 4 - Ukazka moznosti Mathematica

Mathematica také umoziluje provadét animace a vytvaret zvukové zdznamy velmi
jednoduchym zplisobem. Mathematica mé tzv. graficky jazyk, kterym Ize dle

pozadovanych specifikaci pfizplisobit vestavéné grafické vzory ¢i tvofit vlastni vzory. [9]

3.3.6 Nastrojové palety

Software Mathematica obsahuje kolekci néstrojovych palet ptipravenych k okamzitému
pouziti. Palety jsou vytvofené pro zakladni typy matematickych operaci, typi pismen,
symbolt z funkei vestavénych. Je moznost vytvofit i vlastni palety napt. nejpouzivanéjSich

symbola.
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=

100% - I
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a Turmnentinn

Obrazek 5 - Nastrojova paleta

3.4 Vyuziti software Mathematica
Software Mathematica nabizi Siroké uplatnéni pro plnéni tikola, jakymi jsou:

e Zpracovani komplexnich symbolickych vyrazi, které obsahuji velké mnoZstvi clenti
e Zavadéni, analyza a vizualizace dat
e Reseni rovnic, diferencidlnich rovnic a minimalizace problémd numericky nebo

symbolicky
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e Vyzkum chovani numerickych modelti a simulaci, od jednoduchych regula¢nich
systémil az po srazku galaxii, finanénich nebo biologickych systémi, chemickych
reakei €1 vlivll na prostiedi

e Vyroba profesionaln€¢ kvalitnich, interaktivnich technickych dokumentd pro
elektronickou distribuci ¢i tisk

e [lustrace matematickych nebo védeckych konceptl pro studenty

e Sazba technickych informaci

e Provadéni odbornych prezentaci a seminait

e Usnadnéni rychlého rozvoje engineeringovych spolecnosti a finan¢nich instituci [9]

3.5 Soucasnost

V soucasnosti je pocet uzivateli software Mathematica pies jeden milion. Z pocCatku se
software Mathematica nejvice vyuZzival ve fyzice, engineeringu a matematice. BEhem let se
zacal pouzivat v piekvapiveé Sirokém okruhu oborti. V dneSni dob¢ se uplatiiuje ve védach
pfirodnich, biologickych, socidlnich i jinych. Software Mathematica hraje dulezitou roli
v fad€ objevll a je zadkladem pro tisice védeckych praci. Se software Mathematica pracuji
pfedevsim odbornici z nejriiznéjSich oblasti, avSak pouziva se také pro studijni ucely.
S dostupnosti studentské verze se stava dilezitym nastrojem pro technicky 1 netechnicky

vzdélavajici se studenty po celém svéte.

Software Mathematica je stale vyvijen a zdokonalovan ve spole¢nosti Wolfram Research,
Inc. nejlepsimi svétovymi odborniky pod vedenim Stephena Wolframa. V dnes$nich dnech
existuje témet sto specializovanych komerc¢nich sad pro tento software, nékolik periodik a

vice nez dveé sté knih vénovanych tomuto systému. [9]
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Matematika

Obrazek 6 - Rozsah uzivatelu Mathematica

3.6 Presnost vysledku
Vysledky vypocti v Mathematice jsou vzdy presnymi, exaktnimi vysledky, i kdyby mél mit
vysledek napt. 31 fadi. Vysledky mohou mit i numericky aproximovany tvar jako pfi

pouziti kalkulatoru. To Ize provést prostiednictvim funkce /N, respektive N[].

Mathematica mize rovnéz provadét vypocty s uzivatelsky definovanou presnosti. K tomu

1ze opét vyuzit funkce N[], jejiz druhy argument udava presnost. [9]

3.7 Numericka reSeni obycejnych diferencialnich rovnic v softwaru

Mathematica

Funkce NDSolve umoziuje nalézt numerické teSeni diferencidlnich rovnic. V systému
obycejnych diferencialnich rovnic mize byt libovolny pocet nezndmych funkci y;, ale
vSechny tyto funkce musi zaviset na jediné nezavislé proménné x, kterd je stejnad pro

kazdou funkeci.
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NDSolve [{equation, initials condition}, function, {variable, interval}] vrati aproximaci

feSeni funkce rovnice equation s pocateéni podminkou initials condition na intervalu (a,b).

NDSolve [eqns, y, {x, x min, x max}] tesi obycejné diferencialni rovnice egns pro funkci y

s nezavisle proménnou x v rozsahu Xmyin aZ Xmax.

NDSolve piedstavuje feSeni pro funkce y; jako InterpolatingFunction — piiblizna funkce,
jejiz hodnoty se zjist'uji interpolaci. Tyto objekty poskytuji pfibliZzeni k y; v rozsahu hodnot

Xmin @Z Xmax Pro nezavislé promeénné x.

NDSolve hleda feSeni iteracné. Za€ina na urcité hodnoté x, dale pokracuje v posloupnosti

krokd, kde se snazi zahrnout celou fadu od Xmin PO Xmax-

MaxSteps urcuje maximalni pocet kroki, které¢ NDSolve bude mit ve snaze najit feseni. Pro
obycejné diferencidlni rovnice je vychozi nastaveni MaxSteps->10000. Pii MaxSteps-
>[nfinity neexistuje zaddny horni limit na pocet pouzitych krokii. Pokud chceme zadat
velikost prvniho kroku, poslouzi ptikaz StartingStepSize. Tim se vyhneme problému, Ze by

prvni krok byl vétsi, coz by se odrazilo v nasem vysledku.

Diferencidlni rovnice musi obsahovat pocatecni nebo okrajové podminky pro urceni
celkového fesSeni y;. Pocatecni a okrajové podminky se obvykle uvadéji ve tvaru y[xo]==cy,
y’[x0]==DC,, atd. Vestavéna funkce D, najde derivaci vyrazu. Tyto podminky urcuji
hodnoty pro yi[x] a pro pfipadné derivace y‘j[x] v konkrétnim bod€é x. Pocatecni nebo

okrajové podminky musi byt zadany dostate¢né k urceni celkového feseni. [10] [12]
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II. PRAKTICKA CAST
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4 MATEMATICKY MODEL PRO RESENI OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

Soucasti této bakalaiské prace bylo naprogramovat vySe zminéné metody feSeni

obycejnych diferencialnich rovnic. Pro realizaci byl pouzit software Mathematica.

4.1 ReSeni ukazkovych p¥ikladi

Na dvou ukazkovych ptikladech ukazu, jak ziskat pfiblizné feSeni pocatecni tlohy ve tvaru

f(x,»), y(x,) =y, pouzitim rovhomérn¢ rozlozenych bodl v intervalu <x0 , Xy >

Xy =%, +nh pro n=0,.,N rovnomérné rozlozené body intervalu

Xy —X,

h = delka kroku 4.1)
N
v, aproximovand hodnota y(x,)
fn = f(xn > yn)
e 1. ukazkovy priklad: y'=cosx, x(0)=0 4.2)

Jedna se o jednoduchy piiklad, nenaro¢ny na ¢as vypoctu.
Pfesné feseni: y = sin x (4.3)
e 2. ukdzkovy p¥iklad: y' = x> +2, x(1)=2 4.4)
x .

e x*
Presné feSeni: y ==+ y-Inlx|
3 (4.5)
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4.1.1 NDSolve

Neni vzdy mozné presné spocitat ODR. V tom ptipadé je nevyhovujici ptikaz DSolve,
ktery na vystup vypiSe piesné to, co je vloZzeno jako vstup. ODR je mozné vytesit pfiblizné.
K takovému feSeni ODR se pouziva piikaz NDSolve. Ptiklad ma jediné feSeni, jde o

pocatecni problém. NDSolve mé syntaxi:

NDSolve [{equation, initials condition}, function, {variable, interval}|

NDSolve vrati aproximaci feSeni rovnice equation s pocatecni podminkou initials condition
na intervalu (a,b). Vystup zfunkce NDSolve je funkce definovand za podminek
interpolacni funkce. Proto musi byt zkonvertovdna do tabulky hodnot, aby bylo mozné

vykreslit ziskané ptiblizné feseni. K tomu pouzijeme nasledujici metodu:

fix] = y[#] /. solve1[[1]

Nyni mizeme ziskat funkéni hodnotu v jakémkoliv bodé zadaného intervalu. Tabulku
rovnomérné rozloZenych hodnot v intervalu ziskame za pouziti kroku A=Pi/9,8 v prvnim

priklade, 7=0,105 v ptiklad¢ druhém. Pro zobrazeni feSeni, pouzijeme funkce ListPlot.

NDSolve feseni
1.0}

0.5

oIy
£l
I
N

-0.5

-1.0}

Graf 1 - Reseni 1. ukazkového piikladu pomoci NDSolve
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NDSolve feseni

15

10

1.5 2.0 2.5

Graf 2 - Reseni 2. ukazkového piikladu pomoci NDSolve

V Grafu 1 a Grafu 2 mUzeme vidét porovnani piesného feSeni, vykreslenou kiivkou,
s pfibliznym feSenim, zobrazenym diskrétnimi body. Z grafii 1ze usuzovat, Ze feSeni je

témér presné.

Pokud vypisi pfesné hodnoty feSeni do Tabulky I a Tabulky 2 a porovnam je s hodnotami,

které vychazi z algoritmu, je patrné, Ze mala nepiesnost zde je.

Reseni zobrazuji ve 20 krocich. U ptikazu NDSolve nastavuji pocet krokii poslednim

z parametrii piikazu Table, ktery znaci velikost kroku.

TableForm[Table [{ x, fIx]}, {x, 0, 2Pi,Pi/9.8}]

Hodnoty x a y nam predstavuji vypocitané hodnoty. Hodnoty x* a y* nam ptredstavuji

pfesné hodnoty nasi funkce.
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x ¥ W+ ks

1 i -2.85212 %107 1 i 0.
2 0.320571 0.315103 2 0.320571 0.315108
3 0.641141 0.598111 3 0.641141 0.552111
4 0.961712 0.820172 4 0.961712 0.820172
5 1.28228 0.958663 5 1.28228 0.958668
g 1.60285 0.9994734 g 1.60285 0.999486
7 1.92342 0.937463 ] 1.92342 0.938468
g 2.24399 0.781831 g 2.24399 0.781831
g 2.56457 0.545534 g 2.56457 0.545535
10 2.88514 0.253655 10 2.88514 0.253655
17 3.20571 -0.0640701 11 3.20571 -0.0640702

2 3.52628 -0.375267 2 3.5262 -0.375267
13 3.B4885 —-0.648227 13 3.8468 -0.648228
14 4.16742 -0.855142 14 4.16742 -0.855143
15 4.48799 -0.974927 15 4.48799 -0.974927
16 4.80858 -0.995379 16 4.80856 -0.995379
17 5.12913 _0.91441 i) 5.12913 -0.914413

g 5.4497 —0.740276 8 5.4497 -0.740278
1% 5.77027 -0.450717 19 5.77027 -0.490718
20 6.0908 -0.191153 , £.0908 -0.19115%

Tabulka 1 - Porovnani vysledkt 1. pt. pomoci NDSolve

X ) X= Yo

1 1. 2 1 1 i
2 1.k05 2.33212 2 1.105 2.33212
3 1.21 2.70078 3 1.21 2.T70078
4 1315 3.10547 4 1.315 3.10947
5 1.42 3.56164 5 1.42 3.561le4
Q 12525 4.06079 & 1.525 4.06078
! 1.63 4.61037 7 1,63 4.61037
B 1.735 5.21387 B8 1.735 5.21387
| 1.84 5.87475 9 1.84 5.87475
10 1.945 §.59649 10 1.5945 6.59645
11 2.05 7.38256 11 2.05 T.38256
12 2-155 8.23644 12 2.155 B.23644
13 2.26 9.161549 13 2.28 g9.1815%
14 2.385 10.1815 14 2.365 10.1615
15 2.47 11.233%& 15 2.47 11.2396
16 2.575 12.35994 16 2.575 12,3994
17 2.68 13.6444 17 2.68 13.6444

{a 2.78 14.8978 18 2.785 14.978
19 2.89 16.4038 13 2.8% 16.4038
20 2.4995 17.9251 20 2,495 7.9251

Tabulka 2 - Porovnani vysledki 2. pt. pomoci NDSolve
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4.1.2 FEulerova metoda

Eulerova metoda se fadi mezi méné pfesné metody zjednokrokovych metod. To si
ukdZeme 1 na ukazkovych ptikladech. Vychazime ze vztahu (2.12) a postupujeme iteracné,

dokud nesplnime pocet kroki. Graf zobrazime pomoci funkce ListPlot.

1.0+

0.5+

LN E S
N

Graf 3 - Regeni 1. ukazkového piikladu

Eulerovou metodou

15

1.5 2.0 2.5 3.0

Graf 4 - Reseni 2. ukazkového piikladu

Eulerovou metodou
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Porovnanim pfesného a vypocteného tfeSeni v Grafu 3 a Grafu 4 je zietelné, Ze Eulerova
metoda skutecné patii mezi méné piesné metody. O tom se presvédCime 1 v Tabulce 3 a

Tabulce 4.

X EI’ X+ }"*

T 0 i 1 o. a.

2 0.330694 0.330694 2 0.330694 0.32469%9
3 0.661328 0.64347 3 0.661387 0.614213
4 0.99208 0.904434 4 0.992082 0.337166
5 1.32278 1.08531 5 1.32278 0.9694

& 1.65347 1.16649 A 1.65347 0.996584
7 1.98414 1.13918 7 1.98416 0.915773
g 2.314784 1.00634 g 2.31486 0.735724
g 2.64555 0.782367 g 2.64555 0.475947
10 2.9762 0.491531 10 2.97625 0.164595
11 3.30694 0.165347 TE 3.30694 -0.164595
12 3.63763 -0.160837 10 3.63763 -0.475947
13 3.96833 -0.451673 13 3.96833 -0.735724
14 4.29902 -0.6T75646 14 4.29902 -0.915773
15 4.62972 _0.808485 15 4.62972 -0.996584
16 4,96041 _0.835793 16 4,96041 _0.9594
17 5.2911 _0.754613 17 5.2911 _0.337166

g 5.6218 -0.57374 g 5.6218 -0.614213
19 5.9524% -0.312776 19 5.8524% -0.32469%
20 6.28319 -4.996x10°% 20 6.28319 -2.44929%1071¢

Tabulka 3 - Porovnani vysledku 1. pt. Eulerovou metodou

X W | X= b e

1 1 2 1 1 2.

2 1.1052& 2.3157% 2 1.105 2.33212
3 1.21053 2.66493 3 1.21 2.70078
4 1.3157%9 35050591 ) 1.315 3.10947
5 1.42105 3.47723 5 1.42 3.56164
6 1.52632 3.94737 6 525 4.06079
T 1.63158 4.4648 T 1.63 4.61037
g 1.73684 5.0331 g 1.73% 5.21387
g 1.84211 5.65567 9 1.84 S5.87475
1a 1.94737 6.33605 10 1.945 G.09649
151 2.052&3 T.07772 11 2.05 7.38256
1z 2.1578 7.88419 12 2.155 8.23644
13 2.26314 8.75894 13 2.26 9.16159
14 2.36842 9,70548 14 2.365 10.1615
15 2.47368 10.T7273 15 2.47 11.2396
14 2.57895 11.827%9 16 2.575 12.3994
17 2.68421 13.010%8 17 2.68 13. 68444
] 2.78947 14.27594 18 2.785 14.978
19 2.89474 15.6373 19 2.89 16.4038
20 3 17.088 20 2.995 17.9251

Tabulka 4 - Porovnani vysledk 2. pt. Eulerovou metodou
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Hodnoty x a y nam pfedstavuji vypocitané hodnoty. Hodnoty x* a y* nam predstavuji
piesné hodnoty nasi funkce. Vidime, ze ve stejnych hodnotach osy x, vychazi hodnoty y
s v&t$im rozptylem neZ u predchozi metody. Z hodnot je patrné, Ze Eulerova metoda neni

metodou pfili§ pfesnou.

4.1.3 Metoda Runge-Kutta

Pro vypocet numerické ptiblizné hodnoty feSeného problému s pocatecni hodnotou
y'= f(x,y) s pocatetni podminkou y(x,) =y, = o na intervalu [xo,b]: [a,b] vychazime

z rovnic (2.21). Graf vykreslime pomoci funkce ListPlot.

Runge—Kuttova metoda

RN

-0.5

-1.0

Graf 5 - Regeni 1. ukazkového piikladu

RK metodou
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Runge—Kuttova metoda

15

10+

1.5 2.0 2.5 3.0

Graf 6 - Reseni 2. ukazkového piikladu

RK metodou

Z grafi je patrné, Ze Runge-Kuttova metoda patii mezi pfesnéjsi numerické metody feseni.
Diskrétni body, které predstavuji nase vypocty v Mathematice, lezi v soutadnicich, kterymi

prochazi kiivka vykreslujici pfesné feSeni. Presvédéime se v Tabulce 5 a Tabulce 6.

X EI’ K~ EI’ +

1 0 4 1 a. B.
2 0.330694 0.324701 2 0.330694 0.324699
3 0.661388 0.614215 3 0.661388 0.614213
4 0.992082 0.83717 4 0.992082 0.837166
5 1.32278 0.969404 5 1.32278 0.9694
g 1.65347 0.996589 g 1.65347 0.996584
7 1.98416 0.915777 7 1.98416 0.915773
g 2.31486 0.735727 g 2.31486 0.735724
g 2.64555 0.475949 g 2.64555 0.475947
10 2.97625 0.164595 10 2.97625 0.164595
11 3.30694 _0.164595 11 3.30694 _0.164595
12 3.63763 ~0.475949 2 3.63763 _0.475947
13 3.06833 _D0.735727 13 3.06833 _0.735724
14 4.29902 —0.915777 14 4.29902 _0.915773
15 4.62972 _0.996589 15 4.62972 _0.996584
16 4.96041 _0.969404 16 4.96041 _0.9694
17 5.2911 —0.83717 17 5.2911 _0.837166

g 5.6218 _0.614215 g 5.6218 _0.614213
19 5.95249 _0.324701 19 5.95249 _0.324699
2 6.28319 -1.11022 x10-%% 20 6.28319 -2.44929 10716

Tabulka 5 - Porovnani vysledki 1. pt. RK metodou
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X v
1 1 2
2 1.10524& 2.33299
3 1.21053 2.70273
4 S R 3.1127
3 1.42105 J.06641
a 1.52632 4.068735
T 1.63158 4.61904
g 1.73684 5.22494
9 1.84211 S.88881
10 1.84737 £.6135
11 2.05283 7.40312
12 2.15789 8.26097
13 2.26316 9.13055
14 2.36842 10.1954
15 2.47388 11.2789
16 2.578495 2.4447
17 2.68421 13.6982
13 2.78947 15.0389
139 2.89474 16.4703
2 i 1a.

Tabulka 6 - Porovnani vysledki 2.

K= Ve
1 1. 2.
2 1.105 2.33212
3 1.21 2.70078
2 1.315 3.10947
5 &2 3.56164
6 1.525 4.08079
7 1.63 4.61037
B 1.735% 5.21387
9 1.84 £5.87475
10 1.945 6.59649
11 2.05 T.38256
12 2.155 B.23644
13 2.28 9.16159
4 Z2.365 10.1615
15 2.47 11.23%6
16 2.575 12.39%4
7 2.68 13.6444
g 2. 783 14.978
19 2.89 16.4038
20 2.995 17.8251

pt. RK metodou

Hodnoty x a y nam pfedstavuji vypocitané hodnoty. Hodnoty x* a y* nam predstavuji

piesné hodnoty nasi funkce. Reseni zobrazuji ve 20 stejnych krocich.

Vidime, Ze ve stejnych hodnotach osy x, vychazi hodnoty y v numerickém a pfesném feSeni

témet stejné. Rozdil mezi pfesnym a numerickym feSenim je v metodé¢ Runge-Kutta maly.

4.1.4 Srovnani ie

W r

seni

Pro srovnani vysledki vynesu vSechny 3 vySe zminéné metody do jednoho spolec¢ného

grafu.
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1.0}

0.5¢

[ ST

—-0.5¢

-1.0t

Graf 7 - Srovnani vysledkt metod na 1. ptikladu

15 20 25

Graf 8 - Srovnani vysledklt metod na 2. ptikladu
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V Grafu 7 a Grafu 8§ mizeme porovnat vSechny vyse zminéné metody feSeni ODR pro
prvni a druhy ptiklad. Spojita kiivka predstavuje ptresné tfeSeni. Diskrétni body, rozliSené
barevné, znazoriuji numerické metody vypocitané v programu Mathematica. Cervena —

teSeni NDSolve, zelena — Eulerova metoda, modra — Runge-Kuttova metoda.

Presvédcila jsem se, ze feSeni metodou Runge-Kutta je zvySe zminénych metod
nejpresnéjsi. OvSem piesnost z grafu Ize odvodit jen ¢aste¢né. Proto hodnoty vypisuji do

tabulek. Srovnéani provedu na prvnim ptiklad¢.

Metoda, pii které pouziji piikaz NDSolve s délkou kroku Pi/9,8 je s pifesnosti na 6
desetinnych mist. Pokud se krok zvétsi na Pi/4,8 je piesnost 5 desetinnych mist. ZvétSenim
kroku dosdhnu mensiho poctu krokl. Eulerova metoda je nejméné piesnd, pouze
s presnosti na 1 desetinné misto v pfipad€ 20 krokd. Pokud zvétSime krok, ptesnost se
pohybuje jen v celém Cisle, maximalné€ 1 desetiné. Metoda Runge-Kutta je s pfesnosti na 3

desetinnd mista v pfipadé 20 i 10 krokd.

A ¥ K+ ¥
1 43 _?.85212 %107 1 0. 0
2 0.654498 0.808761 2 0.654498 0.608761
3 1.309 0.96592 3 1.309 0.965926
4 1.9635 0.923879 4 1.9635 0.92388
5 2.61799 0. s 2.6179%9 0.5
& 3.2724%9 ~0.130526 A 3.27249 ~0.130526
7 3.92609 —0.707107 q 3.92899 ~0.707107
g 4,58149 ~0.991444 & 4,58149 ~0.991445
9 5.23599 _0.866024 g 5.235499 _0.BE6025
T 5.89049 _0.382683 1 5.89049 _0.382683

Tabulka 7 — Reseni pro zvétseny krok NDSolve 1. ptikladu
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5 APLIKACE ODR

Konkrétni ptiklad, ktery uvadim, spada do védni oblasti demografie. Demografie je véda,
kterd se zabyvd reprodukci (obnovou) lidské populace. Zkouma predevSim pocet

narozenych déti.

5.1 Slovni zadani

Pocet narozenych déti ve velkoméste¢ je v obdobi te<0,6> (t je udano v rocich) je

modelovan funkci

N'(z):—iz2 +t+4, (5.1)

(kde N je v tisicich déti). Kolik déti se v pribéhu Sesti let narodi celkem, jaky je
primérny pocet narozenych déti v jednom roce a ve kterém roce byl pocet narozenych déti

nejvetsi?

5.2 Vypocet

Celkovy pocet narozenych déti ziskame integraci funkce N(?) na intervalu ¢ € <0,6>.

6 3 6
P=J'—lt2+t+4dt= LA P ! (5.2)
4 43 2

0 0

Dosazenim mezi do integrované funkce ziskdme celkovy pocet narozenych déti v obdobi 6

let, tedy 24 tisic.

Primérny pocet narozenych déti v 1 roce ziskdme podle véty o stfedni hodnoté, tedy

podilem integrované funkce velikosti intervalu.
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1
j——t2+t+4dt
4

_0 =="_4 5.3
6-0 6 (5-3)

Z vypoctu vidime, Ze primérné se béhem 1 roku narodi 4 tisice déti.

Abychom zjistili, v kterém roce byl pocet narozenych déti nejvétsi, dosadime do

integrované funkce postupné ¢ € <0,6>. Tedy za ¢ dosadime hodnoty 1, 2, 3, 4, 5, 6.

1
R(t) = j (_sz +x+ 4jdx (5.4)
0
1 1 )
Rlz.[ ——x"+x+4 |dx (5.5)
4
0
1=—i+l 4:§=4,416
12 2 12

2
R, :J.(—%xz +x+4jdx (5.6)
0

R, :—§+2+8:§:9,33
12 3

R, - R, =4914

Za druhy rok se narodilo 4,914 tisice déti.

3
R, :J.(—%xz +x+4jdx (5.7)
0
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s =—£+2+12 =ﬂ=14,25
12 2 12
R,—R, =492
Za tieti rok se narodilo 4,92 tisice déti.
of 1
_ - 2
R4—£( 4 +x+4jdx (5.8)
4 224
R, =—6—+8+16=—=18,66
12 12
R, - R, = 4,41
Za ¢tvrty rok se narodilo 4,41 tisice déti.
o1
R, =J.[——x2 +x+4jdx (5.9)
o\ 4
2
=125 025 502205 5083
12 2 12
R, —R, =3423
Za paty rok se narodilo 3,423 tisice déti.
o1
_ _ 2
Rﬁ_ﬂ i +x+4jdx (5.10)

216 288 _

R, = +18+424=""=24
2 12

R,—R, =1917

Za Sesty rok se narodilo 1,917 tisice déti.
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Dle vypocti byl nejvétsi poCet narozenych déti ve tfetim roce s poctem 4,92 tisice
narozenych déti. Naopak nejméné déti se narodilo v roce Sestém s poctem 1,917 tisice
narozenych déti. Tento vysledek se mlze liSit od pfesného teSeni v Mathematica, protoze

hodnoty zaokrouhluji.

5.3 Presné reSeni pomoci software Mathematica

Celkovy pocet narozenych déti v pribehu Sesti let v programu Mathematica vyteSime
integraci nasi zadané funkce. Primérny pocet narozenych déti v jednom roce vyfeSime

integraci funkce délenou délkou doby, tj. 6.

Celkovy pocet narozenych déti
P(tisic)

20
15+

10

t(rok)

Graf 9 - Celkovy pocet déti

Dale bylo nutné vytvofit posloupnost hodnot a integrované funkce, abychom ziskali pocty
narozenych déti v jednotlivych letech. PoCet narozenych déti v jednotlivych letech jsem
zjistila pomoci piikazu Differences. Maximalni hodnotu z této nové posloupnosti vybereme

lehce, pomoci ptikazu Max.

Roz = Differences [a];

nej = Max [roz];
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Celkovy podet w3ech narozenych déti v obdobi & let je: 24 tisic
Frumérny pofet narczenych d8ti v 1 roce je: 4 tisice

Nejwvy331l potet narozenych déti v jednom roce je: 4.91667

Obrazek 7 — Reseni v Mathematica

Vysledky jsem vynesla do tabulky a do grafu.

Pocet narozenych déti v jednotlivych letech

P(tisic)
Sr 'y .
o ®
4 L
®
3 L
20 °
1 L
L L L L L L t(l’Ok)
1 2 3 4 5 6

Graf 10 - Pocet déti v kazdém roce

Podle grafu mizeme vycist, Ze nejvic déti se narodilo v druhém a tietim roce. Vypisi tyto

hodnoty do tabulky.

Ourt[4T3]

e
w
1
i

-1
]
]
n

l.rok|4.41667
2.rok|4.91667
J.rok|4.91667
4.rok|4.41667
S.rok|3.41667
6.rok|1.51667

Tabulka 8 — Jednotlivé roky
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Z tabulky miizeme vyc€ist pocty narozenych déti v jednotlivych letech. Nejvyssi pocet

narozenych déti je ve druhém a tfetim roce s poctem 4,91667 tisice déti.

5.4 Priblizné reSeni pomoci software Mathematica

JelikoZ samotné vypocty jednotlivych metod se 1isi, pro kazdou z metod jsem musela tvofit

vlastni algoritmy pro vypis a dopoc€itani vysledk.

5.4.1 Priblizné reSeni pomoci NDSolve

Vypocet pomoci piikazu NDSolve nam vytvori piikazem Table posloupnost hodnot
v intervalu od 0 do 6. Ziskdme posloupnost, ktera stale nariista, protoZze ndm znaci celkovy
pocet narozenych déti v tomto intervalu. Posloupnost vytvéaiim, abych mohla pracovat
s jednotlivymi hodnotami v pozicich. Pokud chci zjistit celkovy pocet narozenych déti

béhem Sesti let, staci vypsat posledni pozici.

Celkovy pocet narozenych déti
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Graf 11 - Celkovy pocet déti pomoci NDSolve

Pro priimérnou hodnotu narozenych déti v jednom roce provedu podil celkového poctu déti
a poctu let. Maximalni hodnotu ziskdme pifikazem Max, z jednotlivych hodnot pozic 1 - 6.

Do vypisu se promitne, ze se jedna o posloupnost, proto zde zlistanou slozené zavorky.
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Celkovy potet w3ech narozenych déti v obdobi & let je: [24.] tisic
Primérny pofet narozenych déti v 1 roce je: [4.) tisice
Hejwy33i poftet narozenych déti v jednom roce je: 4.91667 tisic déti v roce: [{2), [3]].

Obrazek 8 - Reseni pomoci NDSolve

Abych ziskala poCty narozenych déti v jednotlivych letech, pouzila jsem piikaz

Differences. Ten jsem pouzila na vypocitanou posloupnost hodnot.

Roz = Differences[Table [ f|x], {x,0,6,1}]];

Vysledky jsem vynesla do tabulky a do grafu.

Pocet narozenych déti v jednotlivych letech

Ptisic)
Sr ® @
@ ®
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Graf 12 - Pocet déti v kazdém roce pomoci NDSolve

Z grafu mizeme vycist, Ze nejvic déti se narodilo v druhém roce a tfetim roce. Vypisi tyto

hodnoty do tabulky.
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Tabulka 9 - Jednotlivé roky

Vypisem hodnot jsem se piesvédCila, ze feSeni pomoci NDSolve je shodné s piesnym
feSenim. Dle vypisu hodnot v tabulce vidime, Ze nejvysSi pocet narozenych déti byl

v druhém a tietim roce. Coz se shoduje s vysledky presného feseni.

5.4.2 Priblizné reSeni Eulerovou metodou

Vypoctem funkce Eulerovou metodou ziskdme posloupnost hodnot, kterd nam piedstavuje
nariist poctu déti v zavislosti na poctu rokll. Posledni krok znamend celkovy pocet

narozenych déti v obdobi Sesti let.

Pqtisic)
25+

10}

t(rok)

Graf 13 - Celkovy pocet déti Eulerovou metodou

Pro priimérnou hodnotu narozenych déti v jednom roce provedu podil celkového poctu déti

a poctu let. Maximalni hodnotu ziskdme ptikazem Max, z jednotlivych hodnot pozic 1 - 7
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(za¢indme nultou pozici), ale protoze je eulerlist dvouhodnotovy, pfi vypisu specifikuji

piikazem Position vypis druhého prvku ve vSech krocich.

Print [Position [roz[[All,2]], nej];

Celkovy potet v3ech narozenych détl v obdobl & let je: 25.25 tisic
Prumérny pofet narozenych 4éti v 1 roce je: 4.20833 tisice

Nejwvy351 pocet narozenych déti v jednom roce je: 5. tisic déti w roce: [[3}}]

Obrazek 9 - Reseni Eulerovou metodou

Abych ziskala pocty narozenych déti v jednotlivych letech, pouzila jsem piikaz
Differences. Ten jsem pouzila na vypocitanou posloupnost hodnot. Vysledky jsem vynesla

do tabulky a do grafu.

Roz = Differences [Take [eulerlist, {1,7}]];

Nej = Max [ Differences [Take [eulerlist, {1,7}]]];
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Graf 14 - Pocet déti v kazdém roce Eulerovou metodou
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Z grafu miZzeme vycist, Ze nejvyssi pocet déti se narodil v tietim roce. Vypisi tyto hodnoty

do tabulky.
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Tabulka 10 - Jednotlivé roky

Vypisem hodnot je skutecné ve tifetim roce narozeno nejvic déti. Také jsem se presveédcila,

ze Eulerova metoda neni pfili§ pfesnou metodou. V porovnani s pfesnym feSenim je patrna

chyba numerického feSeni.

5.4.3 PribliZné FeSeni Runge-Kuttovou metodou

Vypoctem funkce Runge-Kuttovou metodou ziskdme posloupnost hodnot, ktera nam

predstavuje nartist poctu déti v zavislosti na poctu rokii. Posledni krok znamené celkovy

pocet narozenych déti v obdobi Sesti let.

Celkovy pocet narozenych déti
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Graf 15 - Celkovy pocet déti RK metodou
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Pro primérnou hodnotu narozenych déti v jednom roce provedu rozdil celkového poctu
déti a poctu let. Maximalni hodnotu ziskdme ptikazem Max, z jednotlivych hodnot pozic 1
- 7 (za€iname nultou pozici), ale protoze je rungelist dvouhodnotovy, pii vypisu specifikuji

piikazem Position vypis druhého prvku ve vSech krocich.

Celkovy potet v3ech narozenych déti v obdobi 6 let je: 24. tisic

1] - . - . - 2 - = . . 2
Prumerny pocet narozenych detl v 1 roce je: — tislce
&

Wejvy33i potet narozenych déti v jednom roce je: 4.91667 tislc déti v roce: [[21, {3]].

Obrazek 10 - Reseni RK metodou

Abych ziskala pocty narozenych déti v jednotlivych letech, pouzila jsem piikaz

Differences. Ten jsem pouzila na vypocitanou posloupnost hodnot.

Roz = Differences [Take [rungelist, {1,7}]];

Nej = Max [Differences [Take [rungelist, {1,7}]]];

Vysledky jsem vynesla do tabulky a do grafu.

Pocet narozenych déti v jednotlivych letech

Pqtisic)
5r o ®
® ®
40
[ ]
3L
2r o
1l
; . : t(rok)
1 2 3 4 5

Graf 16 - Pocdet déti v kazdém roce RK metodou
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Z grafu je patrné, ze nejvyssi pocet narozenych déti je ve druhém a tfetim roce. Jednotlivé

hodnoty vypisi do tabulky.

Out][10261/ TableForm=
l.rok|4.41667
2.rok|(4.91667
3.rok|(4.91667
4. rok|(4.41667
S.rok|3.41667
g.rok|l.91667

Tabulka 11 - Jednotlivé roky

Vypisem hodnot je vidét, Ze nejvyssi pocet narozenych déti je ve druhém a tfetim roce.
Porovnanim s pfesnym feSenim jsem se presvédcCila, Zze metoda Runge-Kutta patii mezi

presnéjsi numerické metody feSeni.

5.5 Zhodnoceni vysledkii

V programu Mathematica jsem vypocitala pfesné feSeni praktické Ulohy. Porovnanim
vysledkll s tfemi metodami feSeni jsem dospéla k zavéru, ze Eulerova metoda patii sice
mezi jednodu$si metody pro vypocet numerickych feSeni ODR, avSak vysledky nejsou

zcela vyhovujici. Oproti Eulerové metodé je metoda Runge-Kutta mnohem piesnéjsi

metodou. To mé samoziejmé vliv na ¢as vypoctu.

Vysledky ziskané pomoci NDSolve a Runge-Kuttovou metodou se porovnanim s presnym
feSenim v tomto ptiklad¢é neliS§i. Volila jsem Sest krok, abych docilila toho, Ze ziskam

feSeni ptimo v letech 1 — 6.
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ZAVER

Cilem této bakalaiské prace bylo vytvorit matematicky model a numericky fesit obyCejné
diferencialni rovnice v programu Mathematica. Diferencialnimi rovnicemi Ize formulovat
velké mnozstvi védnich problémti. Objevuji se snad ve vSech védnich oborech. Veliké
zastoupeni maji v matematice, fyzice, automatizaci, optimalizaci, chemii, ekologii ale napf.

1 v demografii, z které uvadim prakticky ptiklad.

K vytvofeni algoritmil jsem vychédzela z matematickych definici pro jednotlivé metody
feSeni. K porovnani vysledki tii vySe zminénych metod nejlépe poslouzi grafy, na kterych
je vidét rozdil mezi pfesnym a vypocitanym feSenim. PresvédCila jsem se, Ze Eulerova
metoda je nejméné piesnou metodou pro numerickd feseni, ovSem neni tak narocné na cas
vypoctu. Mnohem ptesnéjSimi metodami jsou metoda Runge-Kutta a feSeni pomoci
ptikazu NDSolve. Avsak piesnost z grafu Ize odvodit jen Castecné, je to dost zkreslené.
Numerické chyby, které zde jsou, jsou malé, v fadech tisicin, desititisicin. OvSem tyto
S mens$im pocCtem krokli, jsou metody Eulerova i1 vysledky pomoci NDSolve méné
presnymi. Runge-Kuttova metoda je s pfesnosti na tii desetinnd mista neménna i v piipadé
zmenSeni poctu krokd. V praktickém piikladu jsem volila Sest krokd, abych docilila
spravnych vysledki v jednotlivych letech. Metody Runge-Kutta a feSeni pomoci NDSolve

zde vychazeji dostatecné presne.

Program Mathematica je vybornou pomiickou nejen pro studenty vysokych Skol, ale urcité
ho vyuziji i1 lidé z riznych oblasti védy, techniky ¢i ekonomie. Software je jednoduchy a
piijatelny pro kazdého. Navic obsahuje napovédu, kterd zahrnuje The Mathematica book s

velkym mnozstvim ptikladi, na kterych je ukdzana syntaxe jednotlivych funkei.
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CONCLUSION

The aim of this bachelor thesis was to develop a mathematical model and numerically
solve ordinary differential equations in the software Mathematica. In differential equations
it can be formulated a large number of scientific problems. ODE appears in almost all
scientific disciplines. They have a great representation in mathematics, physics,
automation, optimization, chemistry, ecology and also in demographics, from which I

present a practical example.

I created algorithms based on mathematical definition for the various methods of solution.
To compare the results of the three above mentioned methods I use the graph in which you
can see the differences between the exact solution and the numerical solution. I am
convinced that the Euler method is less accurate method for numerical solution, but it’s not
so time-consuming calculation. Runge-Kutta method and solution using the NDSolve are
much more accurate methods. Their numerical mistakes are acceptable, in hundredths or
even in thousandths. However these methods are more demanding to the time consuming
calculation. It is better to choose fewer steps. The Runge-Kutta methods and result using
NDSolve are less accurate using fewer steps. In a practical example I chose six steps to
achieve correct results in each of individual years. The Runge-Kutta method, the solution

using NDSolve and the exact solution have the same result.

The software Mathematica is an excellent program not only for university students, but it’s
also suitable for people from different fields of science, engineering or economics. The
software is simple and acceptable for anyone. Mathematica includes the Mathematica

book, which contains the program’s manual and a many examples with syntax instructions.
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SEZNAM POUZITYCH PRIKAZU SOFTWARE MATHEMATICA

NDSolve
TableForm
Table

Map

For

Append
ListPlot
Show

N

Clear
Module
Return
Transpose

Manipulate

Column
Cos[x]
Sin[x]
ReplaceAll
Max
Differences
Take

Print

Nalezne numericka feSeni obycejnych diferencialnich rovnic.

Zobrazi posloupnost hodnot v tabulkové formé.
Zobrazi posloupnost hodnot.
Vytvoti vektor.

Vyhodnocuje vyrazy uvnitt téla cyklu, dokud je podminka pravdiva. V
kazdém cyklu zvySuje hodnotu proménné. Pocate¢ni hodnota proménné je

déna.
Spojuje objekty do jednoho fetézce.
Vykresleni bodového grafu, kde soufadnice bodl jsou dany.
Funkce pro zobrazeni grafi.
Pfevod na numerické hodnoty.
Maze hodnoty a definice.
Umoznuje nastavit lokalni proménné pro vyrazy.
Vraci hodnotu funkce.
Transponuje matici.

Generuje vysledky s pfidanymi ovladacimi prvky, umoznujici zmény

hodnot.

Vypis vysledkil pod sebe.

Trigonometricka funkce Cosinus.
Trigonometrické funkce Sinus.

Docasnd zména hodnot probihajiciho vypoctu.
Vybere maximalni hodnotu ze seznamu hodnot.
Rozdil dvou sousednich hodnot v seznamu.
Vybiréd element ze seznamu v ur¢itém rozsahu.

Vypisuje vystupy na obrazovku.
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Position Uvadi pozici hledané hodnoty v fetézci.

Ptesny popis jednotlivych piikazh spolu s jejich parametry nalezneme v napovedé software

Mathematica.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK
ODR  Obycejna Diferencialni Rovnice

PDR  Parcialni Diferencidlni Rovnice

DR Diferencidlni Rovnice

RK Metoda Runge-Kutta

RK4  Metoda Runge-Kutta 4. Radu

ODE  Ordinary Differential Equations

napi.  Napriklad

apod. A podobné

tJ. To je
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