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ABSTRAKT

Predmétem této bakalarské prace je vytvoreni knihovny komplexnich ptikladi a tloh
probiranych v ramci cviceni pfedmétu Teorie systémui. V teoretické casti je shrnuta
probirana latka predmétu a uveden popis a rozbor vybranych modeld spojitych
dynamickych systému. V praktické ¢asti jsou na vybranych modelech demonstrovany riizné
vypocetni metody a postupy. Ke kazdému z vybranych modela je vytvofena simulace v
programu MATLAB/SIMULINK. Soucésti této prace je také sbirka nefeSenych uloh k
vybranym modelim, vypocetnim metoddm a postupim uréend k samostatnému

procvicovani.

Kli¢ova slova: Matematicky model systému, Linedrni spojit¢ dynamické systémy,
Laplaceova transformace, Vnitini popis systému, Vnéj$i popis systému, Stabilita systému,

Diofantické rovnice, Polynomialni metoda navrhu regulatorti, Mnohorozmérné systémy.

ABSTRACT

The subject of this bachelor thesis is to create a library of comprehensive examples and
problems discussed in the tutorial of Systems Theory. In the theoretical part is summarized
and discussed substance of subject and mentioned description and analysis of selected
models of continuous dynamic systems. In the practical part are on selected models
demonstrated different computational methods and procedures. For each of the selected
models is created simulation in program MATLAB/SIMULINK. Part of this work is a
collection of unsolved problems to selected models, computational methods and

procedures designed for self practice.

Keywords: Mathematical model of the system, Linear continuous dynamical systems,
Laplace transform, External description of the system, Internal description of the system,
System stability, Diophantine equations, Polynomial controller design method,

Multidimensional systems.
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UvVOD

Teorie systému je disciplinou teoretické kybernetiky. Tato disciplina se zabyva analyzou a
syntézou dynamickych systému a piedstavuje dilezity zaklad modelovani. Modelovani je
proces, kdy sledovanému objektu pfifadime fyzicky nebo abstraktni (matematicky) model.
Fyzicky model umoziuje provadét experimenty stejné fyzikalni podstaty, naopak pomoci
matematického model mizeme sledovat prubéhy jednotlivych fyzikalnich veli¢in pomoci

matematického popisu bez potieby realného objektu.

Predmétem této prace je vytvoreni knihovny komplexnich piikladi a tloh z pfedmétu
Teorie systémt. Cilem je pak uvést potencialni ¢tendie do problematiky teorie systémi,
poskytnout zakladni, ale nutnou teorii k pochopeni problematiky a nazorné demonstrovat

jednotlivé vypocetni metody a postupy na vybranych modelech dynamickych systémtl.

V teoretické Casti je shrnuta potfebna teorie k feSené problematice, jez se nasledné vyuziva
k demonstraci jednotlivych vypocetnich metod a postupti v praktické Casti. Soucasti
teoretické Casti je také popis jednotlivych vybranych modell spojitych dynamickych
systémil. Tyto systémy byly vybrany tak, aby jednotlivé vypocetni metody a postupy mohly

byt demonstrovany co nejndzornéjsim zptisobem.

Praktickda cast je slozena z kapitol odpovidajicich jednotlivym vybranym modelim
spojitych dynamickych systémit.. Ke kazdému modelu je vytvotfena simulace v prostiedi
MATLAB/SIMULINK umoziiujici ménit parametry daného systému a sledovat odezvu
systému na rizné volitelné vstupni signdly. Nasleduje vypocetni ¢ast, ktera kopiruje obsah
cviceni predmétu Teorie systéml. Z divodu rozsihlosti vypocetnich metod a postupii
probiranych v ramci cviceni pfedmétu Teorie systému je na kazdém z modelt vypoctena
jen urcitd ¢ast vypocetnich metod a postupll. Tato ¢ast byla vybrana tak, aby zachytila
charakteristické vlastnosti dané¢ho modelu. Jednotlivé vypocetni metody a postupy jsou
nejprve demonstrovany obecné&, aZ nésledné je provedeno dosazeni zvolenych parametrii
pro dany model systému. V zavéru praktické Casti je vytvoiena sbirka nefeSenych uloh
urcend k samostudiu. Tato sbirka je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni ¢asti se nachazi Glohy k
jednotlivym vypocetnim metodam a postupim, ve druhé casti se nachazi ulohy k
jednotlivym modeltiim. Soucasti prace jsou také programy a simula¢ni modely vytvofené v

prostiedi MATLAB/SIMULINK. Tyto soubory jsou dostupné na ptilozeném CD.
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. TEORETICKA CAST
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1 UVOD DO TEORIE SYSTEMU

Teorie systému patii mezi discipliny teoretické kybernetiky, kterd se zabyvd védami
obecného a abstraktniho charakteru. Tato disciplina se zabyva analyzou a syntézou
dynamickych systému. Systém je abstraktni pojem, ktery lze formulovat jako mnozinu
obsahujici prvky systému a relace mezi nimi, dale vstupni a vystupni veli¢iny. Z hlediska
relaci mizeme systémy rozdé€lit na statické, kde vystupni veliiny jsou pouze funkci
vstupnich veli¢in, a dynamické, kde vystupni veli¢iny zavisi nejen na vstupnich veli¢inach,
ale také predchozich hodnotach vystupnich veli¢in. Systémy mizeme dale délit na linearni,
které jsou slozeny pouze z linearnich ¢leni, a nelinearni, kde je alespon jeden Clen systému
nelinearni. Jelikoz je prace s linearnimi systémy mnohem jednoduss$i, u nelinearnich
systémil (coz je vétSina redlnych systémil) se provadi linearizace, neboli aproximace v
okoli pracovniho bodu linearnim modelem. Podle toho, zda mohou systémy ménit své
chovani v Case, délime systémy na nestacionarni (Casov€é proménné) a staciondrni (¢asove
neproménné). Podle poctu vstupnich a vystupnich veli¢in délime systémy na

jednorozmérné a mnohorozmérné. [1, s. 5-7]
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2 LAPLACEOVA TRANSFORMACE

2.1 Prima Laplaceova transformace

Laplaceova transformace je metoda, kterou lze s vyhodou pouzit pro feSeni linearnich
stacionarnich diferencialnich rovnic. Principem této transformace je pievedeni tlohy z
Casové oblasti do oblasti komplexni proménné, kde se tloha fesi snadnéji feSenim rovnice

algebraické. [1, s. 11]

Piima Laplaceova transformace piifazuje realné funkci f(t) realné proménné t komplexni

funkci komplexni proménné podle vztahu

Fls)=L{F(0)= [ f(0e "t o

0

kde F(S) je komplexni funkce komplexni proménné S, L je operdtor pfimé Laplaceovy

transformace, t je Cas. [1, s. 11]

Pro existenci transformace realné funkce f (t) musi byt splnény pozadavky:
a) f(t)jerovnaOprot<0
b)y f (t) musi byt alesponl po ¢astech spojita
C) f(t) musi byt exponencidlniho fadu, coz je splnéno, pokud |f(t] <Me™, kde
M >0; ae(—oo, oo); te<0, oo)
dle [2, s. 68].

Dalsim zptisobem urceni pfimé Laplaceovy transformace je vyuziti slovniku Laplaceovy
transformace. Slovnik Laplaceovy transformace pro nekteré zakladni funkce je uveden v

ptiloze (P I).

2.2 Vlastnosti Laplaceovy transformace

wevr

1. Véta o derivaci obrazu
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n nd’
Lt (@)= (-2 <5 F(s) @
2. Véta o derivaci originalu
d n n P’ d i-1 f (0)
L f(t)p=s"F(s)— > s" :
ot e T S
=s"F(s)—s"*f(0)-s"?f'(0)-...—sf "?(0)— £ "V(0) ©)
3. V¢ta o obrazu primitivni funkce
t 1
L{ [f(z)d r} = F(s) (4)
0
4. Véta o pocatecni a koncové hodnoté
f(O): Itlgg f(t):!msF(S) (5)
f(:0) = lim  (t) = lim sF(s) 6)
5. Véta o posunuti originalu (zpozdéni)
L{f(t-7)j=eF(s) W)
6. V¢ta o urcitém integralu
L{ ! f(z)d r} =lim F (s) (8)
7. Véta o linearité (superpozice)
Lief (t)+ By(t); = o (s)+ 5G(s) )
dle [1, s. 10, 11].
2.3 Zpétna Laplaceova transformace
Zpétna Laplaceova transformace je definovana vztahem
_ 1 s
f(t)=L"{F(s)}=-=§ F(sk"ds (10)

27sz
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kde L™ je operator zpétné Laplaceovy transformace, F(S) je komplexni funkce komplexni
proménné S, t je Cas, C je kruznice o poloméru r, uvnitt které lezi vSechny singularni

body (kofeny jmenovatele) funkce F(S), J je imaginarni jednotka. [2, s. 72]

Pomoci zpétné Laplaceovy transformace lze pfevést feSeni tlohy z oblasti komplexni

proménné zpét do Casoveé oblasti.

Dalsim zptisobem urceni zpétné Laplaceovy transformace je vyuziti slovniku Laplaceovy
transformace. Slovnik Laplaceovy transformace pro nékteré zakladni funkce je uveden v

ptiloze (P I).

2.3.1 Véta o residuich

K vypoctu zpétné Laplaceovy transformace mizeme také vyuzit vétu o residuich, ktera je

definovana vztahem

f(t)= kzril: res[F (s)e ]S:sk (11)

kde s, jsou pdly (kofeny jmenovatele) funkce F(S). [2,s.72]

Pro kazdy n-nasobny pdl pak plati

n-1

res[F (s)e*]= (557 Fsk?] 12

y
(n—1) S ds™

dle [2,s. 72].

2.3.2 Heavisidetv rozvoj

Pro slozit&si funkci F(S), Kterou nejsme schopni nalézt ve slovniku, mizeme vyuzit
rozklad funkce F(s) na parcidlni zlomky, nésledné aplikace Heavisideova rozvoje a

slovniku Laplaceovy transformace. [1, s. 14]

Nejprve je nutné zjistit poly (kofeny jmenovatele) funkce F(s), nasledné se provede

rozklad na soucin kofenovych ¢initeli. Kazdému kofenovému cCiniteli pak pfislusi jeden

parcialni zlomek. [1, s. 14]

Podle nasobnosti poli mohou nastat dva piipady:
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a) nenasobné poly

F(s) A LA A,

= . 13
S=Ph S=P, S— Py 13

kde p,, p,,.-., P, jsou nenasobné poly, A, A,,..., A, jsou konstanty v Citatelich parcialnich

zlomku. [1, s. 14]

Pro urceni konstant A pouzijeme Heavisidev rozvoj podle vztahu

A = lim[is- pF)]-[ls-p)FGIL, &

dle [1, s. 14].

b) nasobné poly

F(s)= A LA L A

- S— P (S_ pl)2 (S_ pl)k (15)

kde p, je k-nasobny pol, A, A,,..., A, jsou konstanty v Citatelich parcialnich zlomku. [1, s.

14]

Pro urceni konstant A, pouzijeme Heavisidev rozvoj podle vztahu

A= limis- p.) FE)=[s - p ) FE)L, (16)
A= imfe- ) o)1 s ny L, )

dle [1, s. 15].
U ¢lent obsahujicich komplexni proménnou miizeme vyuzit Eulerova vztahu
e = e7[cos(b)+ jsin(b)] (18)

dle [3, s. 9].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 17

3 VNEJSI POPIS LINEARNICH SPOJITYCH DYNAMICKYCH
SYSTEMU

Vnéjs$i popis linedrnich spojitych dynamickych systéma (LSDS) popisuje vztah mezi
vstupem a vystupem systému. Vngj$i popis lze vyjadrit nékolika zplisoby uvedenymi v této

kapitole. [4, s. 35]

3.1 Obycejna linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty

LSDS se vstupem u(t) a vystupem y(t) je obecné popsan diferencialni rovnici

8,y (t)+...+a,y(t) + ay(t) = b,u™()+...+ bu'(t)+ byu(t) (19)

kde a, b, jsou konstanty, u(t) je vstupni veliina, y(t) je vystupni veli¢ina, m je stupei
derivace vstupni veliiny, n je stupen derivace vystupni veli¢iny. Pro stupné derivaci plati

nerovnost m<n. [4, s. 36]

3.2 Prenosova funkce

Pienosova funkce systému je definovana jako pomér Laplaceova obrazu vystupni veliiny
k Laplaceovu obrazu vstupni veli¢iny pfi uvazovani nulovych pocate¢nich podminek.

Pienosovou funkci miizeme zapsat vztahem

G(s) = L{y(t)} _ Y(s) _b,s"+..+bs+b,

Liu@)l U(s) as"+..+as+a,

(20)

kde a,, b, jsou konstanty, u(t) je vstupni veli¢ina, y(t) je vystupni veli¢ina, U(s) je obraz
vstupni veli€iny, Y(S) je obraz vystupni veliiny, S je komplexni proménnd, m je stupen
derivace vstupni veli¢iny, n je stupenl derivace vystupni veli¢iny. Pro stupné derivaci plati

nerovnost m<n. [4, s. 37]

3.3 Nuly a pély pienosu
K popisu LSDS pomoci nul a p6li upravime prenosovou funkci do tvaru

o) Y(s) b,(s—n)Xs-n,).(s—n,)
C)=06) " a = pNs- pulds—p.) @y
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kde a, b, jsou konstanty, n. jsou nuly (kofeny Citatele pfenosu), p; jsou poly (kofeny

jmenovatele pienosu). [2, s. 91]

Nuly a poly systému maji velky vyznam, jelikoz jejich poloha v komplexni roviné
rozhoduje o vlastnostech systému. Poloha nul syst¢ému rozhoduje o tzv. minimalni a
neminimalni fazi. Pokud mé systém vSechny nuly v levé casti komplexni roviny, jde o
systém minimaln¢ fazovy. Pokud se nachéazi alesponl jedna nula v pravé ¢asti komplexni
roviny, jde o systém neminimalné fazovy. Poloha poli systému rozhoduje o stabilit¢ a
periodicité systému. Pokud mé systém vSechny poly v levé ¢asti komplexni roviny, systém
je stabilni. Pokud se nachazi alesponn jeden pol v pravé Casti komplexni roviny vcetné
imaginarni osy (hranice stability), jde o systém nestabilni. Periodicita systému je dana
polohou polu vzhledem k redlné ose. Pokud vSechny poly lezi na redlné ose (jejich
imaginarni ¢ast je nulova), systém je aperiodicky (nekmitavy). Pokud ale systém obsahuje

komplexné sdruzené pdly, jde o systém periodicky (kmitavy). [1, s. 17]

3.4 Prechodova funkce a charakteristika

Ptechodova funkce je definovana jako odezva systému na jednotkovy skok (Heavisideova
funkce) na vstupu pfi uvazovani nulovych pocatecnich podminek. Pfechodova funkce se

oznacuje h(t) a je dana vztahem

n)-L+{ S L) 22)

dle [4, s. 40].

Pfechodova charakteristika se ziska grafickym zobrazenim ptechodové funkce. [4, s. 40]

3.5 Impulsni funkce a charakteristika

Impulsni funkce je definovana jako odezva systému na jednotkovy impuls (Diracova
funkce) na vstupu pii uvazovani nulovych pocatecnich podminek. Impulsni funkce se

oznacuje i(t) a je ddna vztahem

it)=L"{G(s)} (23)

dle [4, s. 39].
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Impulsni charakteristika se ziska grafickym zobrazenim impulsni funkce. [4, S. 39]

3.6 Frekvenéni pienos

Frekvencni prenos je definovan vztahem

G(je)=G(s),_;, = LYJ((‘JZ)) (24)

kde Y(ja)) je Fourieriv obraz vystupniho signalu, U(ja)) je Fouriertiv obraz vstupniho

signalu, j je imaginarni jednotka, @ je thlova frekvence. [2, s. 109]
Frekvencéni pienos 1ze vyjadrit ve slozkovém tvaru komplexniho ¢isla
G(jo)=ReG(jw)+ jImG(jo)=P(w)+ jQ(w) (25)
nebo exponencialnim tvaru komplexniho ¢isla
G(jo)= Alwke™ (26)

kde A(a)) je amplituda (zesileni), go(a)) je fazovy posun, | je imaginarni jednotka, @ je

uhlova frekvence. [2, s. 109]

Amplituda A(w) je dana vztahem
A@)=P*(@)+Q’(w) (27)
dle [2, s. 110].

Fazovy posun go(a)) je dan vztahem

w(w)=arctg(%j (28)

dle [2, s. 110].

3.7 Frekven¢ni charakteristiky

Frekvenéni charakteristika je grafické zobrazeni frekvencniho pienosu v komplexni roviné

pro we (0, ») [2,s. 109]
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Pro sestrojeni frekvencni charakteristiky v komplexni roviné upravime frekvencni pienos

na slozkovy, resp. exponencialni tvar dle rovnice (25), resp. (26). [2, s. 110]

3.7.1 Nyquistova krivka

Grafickym zndzornénim frekvenéniho pfenosu se ziskd frekvencni charakteristika
(amplitudové-fazova  frekvencni  charakteristika). Amplitudové-fazova  frekvencni

charakteristika se oznacuje taky jako Nyquistova kfivka. [1, s. 20]

3.7.2 Bodeho kiivky

Bodeho kiivky (logaritmickd amplitudova a logaritmicka fazovd frekvencni
charakteristika) jsou grafickym zndzornénim frekvenéniho pfenosu v logaritmickych
soufadnicich. U logaritmické amplitudové frekvenéni charakteristiky je amplituda

(zesileni) uvadéna v decibelech. Amplitudu v decibelech ur¢ime dle vztahu
A(w)[dB] = 20log A(w) (29)

dle [2, s. 114].
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4 STABILITA LINEARNICH SPOJITYCH DYNAMICKYCH
SYSTEMU

Stabilita dynamického systému (Ljapunovska stabilita) je schopnost systému vratit se po

vychyleni z rovnovazného stavu do ptivodniho stavu. [2, s. 148]

4.1 Nutna a postacujici podminka stability

Nutnou, ale nepostacujici podminkou stability LSDS je, aby koeficienty jmenovatele

pfenosu systému mély stejné znaménko a zadny z nich nebyl nulovy. [1, s. 24]

Postacujici podminkou stability LSDS je poloha kofenti jmenovatele ptenosu (pold)

systému v levé ¢asti komplexni roviny. [1, S. 24]

4.2 Kritéria stability

Pro urceni stability systému musime znat polohu po6li v komplexni roving. Pokud je ale
nalezeni kofenti jmenovatele pfenosu systému slozité (v piipade vyssiho stupné polynomu),
mizeme s vyhodou vyuzit kritéria stability, které umoznuji rozhodnout o stabilité systému

bez vypoctu jeho poli (kofenti jmenovatele ptenosu). [2, S. 151]
Kritéria stability miZzeme rozdé€lit do dvou skupin:
a) Algebraicka kritéria stability
- Routh-Schurovo kritérium
- Hurwitzovo kritérium
b) Geometricka kritéria stability
- Michajlovo-Leonhardovo kritérium
- Nyquistovo kritérium
dle [2, s. 151].

Popis jednotlivych kritérii stability dle [2], [5] je uveden v ptiloze (P II).



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 22

5 VNITRNI POPIS LINEARNICH SPOJITYCH DYNAMICKYCH
SYSTEMU

Vnitini (stavovy) popis LSDS vyjadiuje vlastnosti systému vztahem mezi vstupem,

vystupem a stavem systému. Tento popis vede na tzv. stavovy model systému. [4, S. 36]
Stavovy model LSDS je tvofen stavovou a vystupni rovnici
X'(t)= Ax(t)+ Bul(t) (30)
y(t) = Cx(t)+ Dul(t) (31)

kde A je matice systému, B je matice buzeni, C je matice vystupni, D je matice
pievodu, u(t) je vektor vstupnich veli¢in, y(t) je vektor vystupnich velicin, X(t) je vektor

stavovych proménnych. [6, s. 1, 2]

5.1 Prevod stavového popisu na prenos

Ptevod stavového popisu na pienos je jednoznacny a prevodni vztah 1ze odvodit pomoci
Laplaceovy transformace. Aplikaci Laplaceovy transformace na rovnice (30) a (31), pfi
uvazovani nulovych pocatecnich podminek, ziskame po Upravach vztah pro pievod

stavového popisu na pfenos ve tvaru

1

G(s)=C(sE-A)'B+ D:m

Cadj(sE-A)B+D (32)
dle [6, s. 3].

5.2 Prevod pienosu na stavovy popis
Pievod pienosové funkce na stavovy popis neni jednoznacny a zavisi na volbé stavovych
proménnych. [6, s. 10]
Pro pfevod pfenosové funkce na stavovy popis mtizeme pouzit napt. metody:
a) Pfima metoda
b) Metoda postupné integrace
c) Jordanuv kanonicky tvar

dle [6, s. 10].
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Popis jednotlivych metod pro pfevod pienosové funkce na stavovy popis dle [6], [7] je

uveden v piiloze (P ).
5.3 ReSeni stavovych rovnic

5.3.1 Homogenni stavova rovnice

Pro feSeni homogenni stavové rovnice uvazujeme, ze vektor vstupnich veli¢in u(t): 0. Za

tohoto predpokladu ptejde rovnice (30) do tvaru

X(t)= Ax(t) (33)
a rovnice (31) do tvaru

y(t)=Cx(t) (34)

kde feSeni soustavy rovnic (33) a (34) spociva v feseni rovnice (33) a nasledném dosazeni

do rovnice (34). [1, s. 86, 87]

Pomoci Laplaceovy transformace lze odvodit vztah pro uréeni vektoru stavovych

proménnych
x(t)=e"x(0) = @(t)x(0) (35)

kde X(O) je vektor pocatecnich podminek a <I)(t) je fundamentalni matice systému, kterou

1ze urcit dle vztahu
®(t)= L {sE- A"} (36)
dle [1, s. 88].

V pfipadé, Ze vektor pocateCnich podminek X(O) je roven matici buzeni B, vystupni
rovnice obsahuje matici impulsnich funkci dil¢ich pfenosi systému, resp. pro systém s

jednim vstupem a jednim vystupem impulsni funkci systému.

5.3.2 Nehomogenni stavova rovnice

V piipadé nehomogenni stavové rovnice je vektor vstupnich veli¢in u(t);t 0. Za tohoto

predpokladu stavova a vystupni rovnice ziistivaji ve tvaru rovnice (30) a (31). Reseni

soustavy rovnic (30) a (31) spociva v feseni rovnice (30), které je dano vztahem
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x(t) = D(t)x(0)+ [®(t - rBu(r)d~ (37)

O t—y

a nasledném dosazeni do rovnice (31). [1, s. 90]

V piipadé nulovych pociteénich podminek x(0) a vektoru vstupnich veligin u(t)=1
obsahuje vystupni rovnice matici piechodovych funkci dil¢ich pienosi systému, resp. pro

systém s jednim vstupem a jednim vystupem piechodovou funkci systému.
5.4 Vlastnosti systémiu

5.4.1 Riditelnost a dosaZitelnost

Pokud existuje vstupni signal u(t) a konecny Casovy interval <0; tl>, za ktery je mozné
prevést systém z nenulového pocate¢niho stavu do nulového stavu v Case t;, povaZujeme
LSDS za fiditelny. [1, s. 91]

Pokud existuje vstupni signal u(t) a konecny casovy interval <O; t1>, za ktery je mozné

prevést systém z nulového pocatecniho stavu do nenulového stavu v ¢ase t;, povaZujeme

LSDS za dosazitelny. [1, s. 91]
Pro LSDS plati totoznost fiditelnost = dosazitelnost. [1, s. 91]

K ovéfeni ftiditelnosti, resp. dosazitelnosti slouzi kritérium fiditelnosti. Pokud matice

fiditelnosti
P=[B AB .. A"'B| (38)

kde n je rozmér stavového prostoru, ma plnou hodnost, LSDS je fiditelny. Podle uvedené

definice musi pro jednorozmérné (SISO) systémy platit detP, = 0. [1, s. 91, 92]

5.4.2 Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost

Pokud Ize z pribshu vystupni veli¢iny y(t) (z pribéhu budoucich hodnot) pozorovat

vSechny stavové veliciny, povazujeme LSDS za pozorovatelny. [1, s. 92]

Pokud 1ze z pribéhu vystupni veli¢iny y(t) (z pribéhu minulych hodnot) rekonstruovat

vSechny stavové veli¢iny, povazujeme LSDS za rekonstruovatelny. [1, s. 92]
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Pro LSDS plati totoznost pozorovatelnost = rekonstruovatelnost. [1, s. 92]

K ovéfeni pozorovatelnosti, resp. rekonstruovatelnosti slouzi kritérium pozorovatelnosti.

Pokud matice pozorovatelnosti
p=lc ca .. ca| (39)

kde n je rozmér stavového prostoru, ma plnou hodnost, LSDS je pozorovatelny. Podle

uvedené definice musi pro jednorozmérné (SISO) systémy platit det P, = 0. [1, s. 92]

5.5 Transformace stavu

Riznou volbou stavovych proménnych mizeme ziskat rlizné tvary stavového popisu
systému. Pokud chceme piejit z jednoho tvaru stavového popisu na jiny tvar, vyuzijeme

tzv. transformace stavu. [6, s. 37]
Pti této tloze se vychazi z linedrni transformace

x(t)=Qut) (40)
kde X(t) je vektor stavovych proménnych ve vektorovém prostoru s euklidovskou bazi, Q

je transformacni matice (nova baze), V(t) je vektor novych soufadnic v nové bazi. [7, s. 8]

Transformacni rovnici (40) aplikujeme na stavovou rovnici (30) a vystupni rovnici (31). Po
upravé obdrzime vztahy pro pfevod matic z jednoho tvaru stavového popisu do jiného

tvaru stavového popisu ve tvaru

A=0QAQ (41)
B=Q'B (42)
C=CQ (43)

D=D (44)

dle [6, s. 37].

DalSim typem ulohy je hleddni transformacni matice Q mezi dvéma tvary stavového
popisu. Tento typ tUlohy vyuzivd matice fiditelnosti, resp. matice pozorovatelnosti.

Transformacni matice se pak urc¢i podle vztahu
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-1

Q=PP, =P, ‘P, (45)

0

kde P,, P, jsou matice fiditelnosti a pozorovatelnosti jednoho tvaru stavového popisu, P_C,

P_0 jsou matice fiditelnosti a pozorovatelnosti jiného tvaru stavového popisu. [6, S. 38, 39]
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6 DIOFANTICKE ROVNICE

6.1 Okruh

Pod pojmem okruh rozumime neprazdnou mnozinu Q, ve které lze scitat (odcCitat) a

nasobit pomoci komutativnich, asociativnich a distributivnich zakont. Pokud lze v této

mnozing i dé¢lit, jedna se o téleso T. [8, s. 2]

6.1.1 Délitelnost v okruhu
Pro délitelnost v okruhu miizeme psat:
a) adélibe=3adeQ, b=ad
b) ddéliaib<a=ayd, b=hd
c) d je nejvétsi spoleény délitel a a b<>d je délitelné kazdym délitelem a a b
d) prvek x e Q, ke kterému existuje inverzni prvek v Q, se nazyva jednotkou
e) kratké déleni: a/b=p zb. d <> a=Dbp+d, dlouhé déleni: a/beT

dle [1, s. 57].

6.2 Nejvétsi spolecny délitel

Pro libovolné prvky a,be Q existuje jejich nejvétsi spolecny délitel (NSD). Pokud je

nejvetsi spolecny délitel @ a b roven 1, prvky a a b jsou nesoudélné. [8, s. 2]

6.2.1 Nejvétsi spolecny délitel v okruhu celych ¢isel

V okruhu celych ¢isel jde o délitelnosti rozhodnout rozkladem na prvocinitele. Plati, ze b
déli a, jestlize prvocinitele b jsou i prvocinitele a. NSD je pak soucinem spolecnych
prvociniteld. Dale muazeme vyuzit Euklidiv algoritmus, resp. zobecnény Euklidiv

algoritmus. [1, s. 57]

6.2.2 Nejvétsi spolecny délitel v okruhu polynomii
V okruhu polynomt je délitelnost feSena pres kofeny polynomt. [1, S. 57]

Pokud uvazujeme prvky a a b v okruhu polynomd, o délitelnosti mizeme rozhodnout:
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a) rozlozenim polynomi na soucin kofenovych ¢initelt
b) pomoci zobecnéného Euklidova algoritmu

dle [8, s. 2].

6.3 Diofanticka rovnice

Diofantickou rovnici rozumime rovnici definovanou na mnoziné oznacované jako okruh.

Takovéa rovnice je uvazovana ve tvaru
ax+hy=c (46)
kde a, b, c jsouznamé a X, y hledané prvky. [8, s. 8]

Diofanticka rovnice ma v daném okruhu feseni, jestlize nejvétsi spoleény délitel prvki a a
b, které jsou definovany v daném okruhu, déli c. [8, s. 8]
Jestlize nejvetsi spoleény délitel a a b déli ¢, rovnice (46) ma nekone¢né mnoho feSeni v

obecném tvaru

=X+ NSDL(a,b)t 47
a
Y=Y~ mt (48)
kde X,, Y, je partikularni feseni, t je libovolny prvek daného okruhu. [8, s. 8]
6.3.1 ReSeni diofantickych rovnic v okruhu polynomi
a) metoda neurcitych koeficientt
Sestaveni diofantické rovnice ptedchazi volba stupiiti polynomi napt. podle vztaht
degy=dega-1 (49)
dega+degb>degc=degx=deghb-1 (50)
dega+degb <degc =degx=degc—dega (51)

dle [9, s. 42].
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Dosazenim zvolenych stupnii polynomi dle rovnic (49) a (50), resp. (51) do diofantické
rovnice a naslednym rozepsanim po slozkach ziskdme soustavu algebraickych rovnic,

jejimz feSenim ziskame koeficienty hledanych polynomd. [9, s. 42]

b) zobecnény Euklidiv algoritmus

6.4 Zobecnény Euklidiiv algoritmus

Zobecnény Euklidiv algoritmus zobecnuje Euklidiv algoritmus hledani nejvétSiho
spolecného délitele dvou celych cisel. Cilem je obdrzet pomoci fadkovych (sloupcovych)

uprav feseni diofantické rovnice, nebo nejvétsi spoleény délitel prvka a a b. [9, s. 42]

Dale uvazujme piipad fadkovych uprav. Principem je sestaveni matice ve tvaru
1 0]a
0 1]b

V ptipad€ hledani NSD(a, b) provadime fadkové tpravy s cilem dosazeni 0 na jednom z

kde a, b jsou prvky okruhu.

radkl pravé ¢asti matice. NSD(a, b) je pak posledni nenulovy fadek.

V pripadé hledani feseni diofantické rovnice ax-+by=c provadime tadkové upravy s
cilem dosazeni pravé strany zadané diofantické rovnice na jednom z fadkd praveé Casti
matice. ReSeni diofantické rovnice pak odecteme z fadku matice, jehoZ prava cast je rovna

pravé strané diofantické rovnice.
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7 POLYNOMIALNI METODA NAVRHU REGULATORU

7.1 1DOF systém rizeni

Systém fizeni s jednim stupném volnosti (1DOF) je znazornén na obrazku (Obr. 1).

Gls) >

Obr. 1. Systém Fizeni s jednim stupném volnosti - konfigurace 1DOF [8, s. 16]

Dle obrazku (Obr. 1) piedstavuje W(t) Zadanou veli¢inu, e(t) regula¢ni odchylku, uf(t)
akéni velicinu, y(t) vystupni veli¢inu, V(t) poruchu na vstupu regulované soustavy, n(t)
poruchu na vystupu regulované soustavy, G, (S) pfenos regulatoru, G(S) pienos

regulované soustavy. [8, s. 15, 16]

7.1.1 Pozadavky na kvalitu Fizeni
a) Stabilita obvodu
Stabilita je zajiSténa feSenim diofantické rovnice
a(s)p(s)+b(s)a(s)=d(s) (52)
kde b(s), a(s) jsou Citatel a jmenovatel prenosu fizeného objektu (je uvazovan ryzi ptenos
fizeného objektu, tedy deg b(S)S deg a(s)), q(s), p(s) jsou citatel a jmenovatel pfenosu
zpétnovazebniho regulatoru, d(s) je stabilni polynom. [8, s. 17]
b) Asymptotické sledovani zadané hodnoty a kompenzace poruch
Zajisténo, pokud polynom p(s) v rovnici (52) je tvaru
p(5)= L5} )

kde P(s) je polynom, jehoz stupeii se uréi dle rovnice (57), f(s) je polynom, ktery je

nejmens$im spoleénym nasobkem (NSN) jmenovateli ptenosu zadané hodnoty fW(S),
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poruchy na vstupu do fizené soustavy f, (S) a poruchy na vystupu fizené soustavy fn(s),

tedy
f(s)=NSN(f,(s), f,(s) f,(s)) (54)
dle [8, s. 17, 18].
C) Vnitini ryzost systému

Zajisténo, pokud

deg q(s) < deg p(s) (55)
dle [8, 5. 17].
7.1.2  Volba stupiiii polynomii
degq(s)=dega(s)+deg f(s)-1 (56)
deg p(s)>dega(s)-1 (57)
degd(s)>2dega(s)+deg f(s)-1 (58)

dle [8, s. 17].

7.1.3 Vypocet parametri regulatoru

Parametry zp€tnovazebniho regulatoru G, (S) se ur¢i pomoci metody neurcitych

koeficientii z diofantické rovnice (52). Resenim se ziska pfenos regulatoru ve tvaru

G

o) as) _als)
=00 TR0 )

dle [8, s. 18].

7.2 2DOF systém rizeni

Systém fizeni se dvéma stupni volnosti (2DOF) je znazornén na obrazku (Obr. 2).
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Obr. 2. Systém Fizeni se dvéma stupni volnosti - konfigurace 2DOF [8, s. 23]

Dle obrazku (Obr. 2) predstavuje W(t) zadanou veli¢inu, u(t) akéni veli¢inu, y(t) vystupni
veliinu, V(t) poruchu na vstupu regulované soustavy, n(t) poruchu na vystupu regulované
soustavy, G, (S) pfenos zpétnovazebni ¢asti regulatoru, GR(S) prenos pfimovazebni Casti

regulatoru, G(S) ptenos regulované soustavy. [8, s. 15, 23]

7.2.1 Pozadavky na kvalitu Fizeni

a) Stabilita systému
Stabilita je zajisténa feSenim diofantické rovnice

a(s)p(s)+b(s)a(s)=d(s) (60)

kde b(s), a(s) jsou Citatel a jmenovatel prenosu Fizeného objektu (je uvazovan ryzi pienos
fizeného objektu, tedy deg b(S)S dega(s)), q(s) je citatel pienosu zpétnovazebniho
regulétoru, p(s) je jmenovatel pfenosu piimovazebniho, resp. zpétnovazebniho reguléatoru,
d(S) je stabilni polynom. [8, s. 24]

b) Asymptotické sledovani zadané hodnoty
Zajisténo feSenim diofantické rovnice

f,(s)(s)+b(s)r(s)=d(s) (61)

kde fW(S) je jmenovatel pfenosu Zadané hodnoty, t(s) je neznamy polynom, ktery je nutny
pro vypocet, ale do pfenosu regulatoru nevstupuje, b(S) je Citatel pienosu fizeného objektu,

r(s) je Citatel pfenosu ptimovazebniho regulétoru, d(S) je stabilni polynom. [8, s. 25]



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 33

¢) Kompenzace poruch

Zajisténo, pokud polynom p(s) v rovnici (60) je tvaru

p(s)=p(s)f,(s) (62)
kde ﬁ(s) je polynom, jehoz stupen se urci dle rovnice (68), fz(s) je polynom, ktery je
nejmensim spoleCnym nasobkem (NSN) jmenovatelli pfenost poruchy na vstupu do fizené

soustavy f, (S) a poruchy na vystupu fizené soustavy f, (S), tedy

f,(s)=NSN(f,(s). f,(s)) (63)
dle [8, s. 25].
d) Vnitini ryzost systému
Zajisténo, pokud
deg g(s) < deg p(s) (64)
deg r(s)<deg p(s) (65)
dle [8, s. 24].
722 Volba stupiié polynomi
k >deg f,(s)—deg f,(s)—dega(s), k<0=k=0 (66)
degq(s)=dega(s)+deg f,(s)-1 (67)
deg p(s)>dega(s)-1+k (68)
degr(s)>deg f,(s)-1 (69)
degd(s)> 2dega(s)+deg f,(s)—1+k (70)
degt(s)=degd(s)—deg f,(s) (71)

dle [8, s. 25, 26].
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7.2.3 Vypocet parametra regulatoru

Parametry zpétnovazebniho regulatoru G, (S) a ptimovazebniho regulatoru GR(S) se urci

pomoci metody neuréitych koeficientti z diofantické rovnice (60) a (61). ReSenim se ziska

pfenos zpétnovazebni ¢asti regulatoru ve tvaru

") ,()P0) (72)

) L)) (73)

dle [8, s. 25, 26].
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8 MNOHOROZMERNE SYSTEMY

8.1 Obecny popis mnohorozmérnych systémii

Mnohorozmérné systémy (MIMO) jsou systémy, kde se vyskytuje vice vstupnich a
vystupnich veli¢in, obecné m vstupnich a | vystupnich veli¢in. Tyto veli¢iny jsou mezi

sebou provazany a kazdy vstup miize obecné ovliviiovat kterykoli vystup. [1, s. 69]

MIMO regulaéni obvod lze popsat pomoci pfenosovych matic, které vyjadiuji vztah mezi
vstupnimi a vystupnimi velicinami obvodu. Takovy regula¢ni obvod ma pak stejnou

strukturu jako jednorozmérny regulac¢ni obvod (SI1SO). [10, s. 1]

Pokud uvazujeme systém se dvéma vstupy a dvéma vystupy (TITO) s dynamikou prvniho

radu, takovy systém mizeme popsat soustavou diferencidlnich rovnic ve tvaru
Yy (t)+ 2,y (t)+a,y,(t) = bu, (t)+ b,u, (t) (74)
8,y (t)+ Y3 (t)+a, Y, (t) = by, (t)+b,u, (t) (75)

kde a;, b, jsou konstanty, y1(t) je 1. vystupni veli¢ina, yz(t) je 2. vystupni veli¢ina, ul(t)

je 1. vstupni veli€ina, uz(t) je 2. vstupni veli¢ina. [1, S. 69]

Aplikaci Laplaceovy transformace na rovnice (74), (75) a naslednou upravou do

maticového tvaru ziskame
s+a, a, [Yi(s)] [b, b, U,(s)
= (76)
a;  s+a, | Y,(s)] [by b, [U,(s)

Als)¥(s)=B(s)U(s) (77)

tedy obecné

dle [1, s. 70].

8.1.1 Prenosova matice, levy a pravy maticovy zlomek

Pfenosova matice mé obecny tvar
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N
[
—_
w
~—

G
G(S): © : : : (78)

Gll(s) G|2(S) Glm(s)

kde jednotlivé prvky této matice vyjadiuji dil¢i pfenosy mezi vstupy a vystupy systému. [1,

s. 70]
Levy a pravy maticovy zlomek (levy a pravy maticovy pienos) jsou dany vztahem
G(S): AL_l(S)BL(S): BP(S)AP_l(S) (79)

dle [1, s. 70].

8.1.2 Stabilita mnohorozmérného systému

Stabilita mnohorozmérného systému je uréena determinantem det A, (s), resp. det A, (s)
MIMO systém je stabilni, jestlize det AL(S), resp. det A, (s) je stabilni polynom, tedy jeho
kofeny lezi v levé casti komplexni roviny. Pro det A (S) a detAP(S) plati, Ze tyto

polynomy maji stejné kofeny, ale mohou se liSit 0 néjaky skalarni nasobek. [10, s. 4]

8.2 ReSeni maticovych diofantickych rovnic
Obecné¢ miiZze byt maticova diofanticka rovnice ve tiech tvarech:
a) pravostranna

Pravostrannd maticova diofantickd rovnice je feSitelnd pomoci sloupcovych tprav. Jde o

rovnici ve tvaru
AL(8)X5(8)+BL(s)Y,(s)=C(s) (80)
AL(S) BL(S) sloupcove C(S) 0
E 0 |—2w 4 X (s)|-B,(s) (81)
0 | E Ye(s) [ Apls)

dle [10, s. 14].
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b) levostranna

Levostranna maticova diofanticka rovnice je feSitelna pomoci fadkovych uprav. Jde o

rovnici ve tvaru
X, (8)As(s)+Y (s)B,(s)=Cls) (82)

{AP(S) E 0} dormy | C(8) X () YL(S)}

B,(5) 0 E 0 B.6) AL (®)

dle [10, s. 14].
C) oboustranna

Oboustranna (bilaterdlni) maticova diofantickd rovnice neni feSitelnd. Jde o rovnici ve

tvaru
AL()X5 () +Y (s)By (s)=Cs) (84)

dle [10, s. 14].

8.3 Rizeni mnohorozmérnych systémi

Mnohorozmérny regulacni obvod s jednim stupném volnosti (1DOF) je znazornén na

obrazku (Obr. 3).

Obr. 3. Mnohorozmérny regulacni obvod - 1DOF konfigurace systému rizeni [10, s. 10]

Dle obrazku (Obr. 3) ptedstavuje W(t) vektor zadanych veli¢in, u(t) vektor ak¢nich
velicin, y(t) vektor vystupnich veli¢in, v(t) vektor poruchovych veli¢in na vstupu
regulované soustavy, n(t) vektor poruchovych veli¢in na vystupu regulované soustavy,
GQ(S) maticovy pfenos regulatoru, G(S) maticovy prenos regulované soustavy. [10, s. 10,

11]
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8.3.1 Pozadavky na kvalitu Fizeni
a) Stabilita systému
Stabilita je dana feSenim maticové diofantické rovnice
AL(s)P5 (s)+B(s)Q,(s)=D(s) (85)
kde P, (S) QP(S) jsou matice zpétnovazebniho regulatoru, D(s) je diagonalni matice, jejiz
prvky jsou polynomy fadu degd, =2degA, tedy dvojnasobek nejvyssiho stupné
polynomu v matici A. Pokud uvazujeme nasobné poly, polynomy d. budou ve tvaru

(s+m, )"

, kde —m, jsou volené poly. [10, s. 13]
b) Asymptotické sledovani zddané hodnoty a kompenzace poruch

Zajisténo, pokud pro matici P, (S) v rovnici (85) plati

P2 (s) = F(s)Peo (5) (86)
kde F(S) je diagonalni matice, jejiz prvky jsou nejmensi spoleéné ndsobky matic FW(S),

F,(s) a F,(s), neboli nejmensi spole¢né nasobky jmenovatelti dil¢ich obrazii zadané

hodnoty a poruch na vstupu a vystupu regulované soustavy. [9, S. 54]

Pfenos maticového zpétnovazebniho regulatoru je pak dan vztahem
Go(s)= Qs (s)P(5)=Qx (sXF(s)Py () (87)
dle [10, s. 13, 17].

K vyfeSeni maticové diofantické rovnice (85) vyuZijeme sloupcovych uprav. Matice QP(S)

a Pp, (S) nutné pro sestaveni zpé&tnovazebniho regulatoru dle rovnice (87) ziskame feSenim

AL ()F(s)Py(s)+B, (s)Q,(s)=D(s) (88)
ALGF(S) [ BL(S)] souwoe | D(S) | O
0 |—2= 5 Py(s) | —Bs(s) (89)
0 E QP(S) _AP(S)

dle [10, s. 16].
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9 POPIS VYBRANYCH MODELU SPOJITYCH DYNAMICKYCH
SYSTEMU

9.1 Mechanicky oscilator

Mechanicky oscilator znazornény na obrazku (Obr. 4) je tvofen télesem, které vykonava
pohyb v jedné ose. T¢€leso 0 hmotnosti m je spojeno s pevnou podlozkou pruzinou s

tuhosti k a tlumi¢em se soucinitelem utlumu b. [11, s. 20]

l F(r)

x(t)

m

Obr. 4. Mechanicky oscilator [11, s. 20]

Pokud na model mechanického oscilatoru aplikujeme druhy Newtoniv pohybovy zékon,

ziskame pohybovou rovnici

ma(t)=mx"(t)= Z F (90)
kde sily F, jsou
F(t)=kx(t) (91)
F, (t)=bx(t) (92)
Fe =mg (93)

a vngjsi sila F(t) [11,s. 20, 21]
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Dosazenim vnéjsi sily F(t) a pusobicich sil dle rovnic (91), (92) a (93) do rovnice (90) s

uvazovanim smeru ptisobeni ziskdme
mx"(t)+bx'(t) + kx(t) = F5 + F(t) (94)

dle [11, s. 21].

v

Pokud nepiisobi vnéjsi sila F(t), bude piisobit pouze tihova sila F;, ktera zpisobi stlaceni

pruziny a posunuti télesa do rovnovazného stavu. Pokud provedeme posun soufadnicového

systému do rovnovazného stavu a zavedeme novy souradnicovy systém Y, ziskdme stejnou

pohybovou rovnici jako v pivodnim soufadnicovém systému, ale jiz nemusime uvazovat

pusobeni tihové sily. Za téchto ptedpokladu piejde rovnice (94) do tvaru
my"(t)+by'(t) + ky(t) = F(t) (95)

dle [11, s. 21, 22].

9.2 Sériovy obvod RLC

Sériovy obvod RLC je tvofen sériovym spojenim rezistoru S odporem R, civky s

induk¢nosti L a kondenzatoru s kapacitou C. Cely obvod je pfipojen ke zdroji sttidavého
napéti. Schéma obvodu je uvedeno na obrazku (Obr. 5), kde vyznam znaceni je nasledujici:

u(t) je okamzita hodnota napéti zdroje, uR(t) je okamzita hodnota napéti na rezistoru,
u (t) je okamzitd hodnota napéti na civce, U.(t) je okamzitd hodnota napéti na
kondenzatoru. UvaZujme, Ze vstupni veli¢inou je okamzita hodnota napéti zdroje u(t) a

vystupni veli¢inou je hodnota napéti na kondenzatoru u (t )



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 41

(o)
[
(@)

Obr. 5. Sériovy obvod RLC [12, s. 119]

Aplikaci II. Kirchhoffova zakona na obvod dle obrazku (Obr. 5) ziskame vztah

u(t) =g (t)+u, () +uc (t) (96)
kde okamzita hodnota napéti na rezistoru je
Ug (t)=Ri(t) (97)
okamzitd hodnota napéti na civce je
di(t)
t)=L—=
i (t)=L= (%8)

a okamzita hodnota napéti na kondenzatoru je

0et)= 2 fiteke ()

dle [12, s. 101-104].

Dosazenim vztaht uvedenych v rovnicich (97), (98) a (99) do rovnice (96) obdrzime

rovnici ve tvaru

u(t)=Ri(t)+ L%(tt)JréJ:i(r)jr (100)

dle [12, s. 120].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 42

Uc(s)
U(s)

transformaci, kdy uvazujeme nulové pocate¢ni podminky. Rovnice (100) ptejde do tvaru

Pro ziskani pfenosové funkce G(s)= aplikujeme na rovnici (100) Laplaceovu

U(s)=RI(s)+ le(s)+%% 1(s) (101)

Na rovnici (99) taktéz aplikujeme Laplaceovu transformaci, uvazujeme nulové pocate¢ni

podminky. Rovnice (99) piejde do tvaru

11

Ue(s)=5<16) (102)

Pokud z rovnice (102) vyjadiime I(S) a provedeme dosazeni do rovnice (101), ziskame po

uprave prenos systému ve tvaru
U(s)=RsCU(s)+Ls*CU,(s)+U(s)

U(s)=(RsC + Ls’C + 1 (s)

1
Uc(s) 1 LC

= G = =

U(s) ) LCs*+RCs+1 . R 1 (103)
L LC
ktery odpovida diferencidlni rovnici

y R, 1 1

uc(t)+tuc(t)+Euc(t)zﬁu(t) (104)

9.3 Inverzni kyvadlo na voziku

Na obrazku (Obr. 6) je znazornén model inverzniho kyvadla, které je pfipevnéno k voziku.
Na vozik pisobi sila F(t), ktera uvadi vozik do pohybu, coz vede k vychyleni kyvadla z
rovnovazné polohy. Hmotnost voziku je m,, hmotnost kyvadla je m, | je vzdélenost

2%

jednoduchost zanedbavame tieci silu, ktera ptisobi proti sile F(t). [13,s. 57-59]
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o(t)

o(t)

— x{r)

Obr. 6. Inverzni kyvadlo na voziku [13, s. 57]

Pro model inverzniho kyvadla na voziku dle obrazku (Obr. 6) plati (pii zanedbani tieci
sily) nelinedrni diferencialni rovnice
(14+m 12)0"(t)+m glsin6(t) = —m_ Ix"(t)cos A(t) (105)
(m, +m_ x"(t)+m_16"(t)cos 6(t)—m 16'(t ) sin(t) = F (t) (106)
které popisuji pohyb voziku s inverznim kyvadlem. [13, s. 59]

Pro thel Q(t) plati G(t) =+ (p(t). Pokud uvazujeme maly uhel vychyleni, mizeme provést

linearizaci rovnice (105) a (106). Za tohoto ptedpokladu plati

cosA(t)=-1 (107)
sind(t)=—e(t) (108)
o'ty =0 (109)

dle [13, s. 59].

Dosazenim rovnic (107), (108) a (109) do rovnic (105) a (106) ziskame
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(1 I+m| 2}y (t)—m Jlp(t)=m IX"(t) (110)
(m+m, X (t)-m,lg"(t)=F(t) (112)
Pro ziskani ptenosové funkce G(s)z% provedeme Laplaceovu transformaci rovnice

(110) a (111), kdy pti uvazovani nulovych poc¢atecnich podminek ziskame
(1 +m 12 s2D(s)—m_ gld(s)=m Is>X(s) (112)
(m, + mp)SZX(s)— m,ls*®(s)= F(s) (113)

Z rovnice (113) vyjadiime X(s), tedy

X(6)= mzfnqi(?): 6 (114)

Rovnici (114) dosadime do rovnice (112) a naslednou upravou piejdeme do konecného

tvaru pienosové funkce

(I +m|? Zd)(s)—mpgkp(s): m,ls? mpzfnthjr(rsr?:);(S)
( l+m, )s —m,gld(s) pzlzszri(i);pﬁ)lplF(s)

(m, + meI +m| 2 Js2(s)— (m, + m_ Jm_ gld(s)=m *12s%d(s)+m IF (s)

CD(S)[(m +m, N1 +m 12)s% —(m +m_Jm gl —m 282J= m,IF(s)

(D(s) 5)

m,| . <
[(mt+mp)(l +mpI2)—mp2I2Js —(m, +m )m g F s)_G

Z ptenosu dle rovnice (115) je ziejmé, Ze se jedna o nestabilni systém, jelikoz neni splnéna

(115)

nutna podminka stability.

Ptfenos dle rovnice (115) odpovida diferencialni rovnici

[(mt + meI + mplz)—mpzlzjga”(t)—(mt +mp)mpglgo(t): m,IF(t) (116)
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9.4 Systém hladin dvou nadrzi s kapalinou

Systém hladin dvou nadrzi s kapalinou je znazornén na obrazku (Obr. 7). Tento systém je

tvofen dvéma nadrzemi s kapacitou C, a C,. Do téchto nadrzi vedou potrubi, které ptivadi
kapalinu. Objemovy pritok 1. a 2. ptivodnim potrubim je Q, + qil(t) aQ,+ qiz(t), kde Q,
a Q, jsou hodnoty pritoku v ustdleném stavu, qil(t) aq 2(t) jsou odchylky (zmény)
pritoku. Vyska hladiny 1. a 2. nadrze je H,+h/(t) a H, +h,(t), kde H, a H, jsou vysky
hladiny v ustaleném stavu, hl(t) ah, (t) jsou odchylky (zmény) vysky hladiny. 1. a 2. nadrz
spojuje potrubi s ventilem s odporem R;. Objemovy priitok potrubim mezi 1. a 2. nadrzi je
Q, +q,(t), kde g,(t) je odchylka (zmé&na) od ustilené hodnoty pritoku. Z 2. nadrze odtéka
kapalina potrubim s ventilem s odporem R,. Objemovy prutok potrubim z 2. nadrze je
Q +Q, +q,(t), kde g,(t) je odchylka (zm&na) od ustalené hodnoty pritoku. Uvazujme, Ze
vstupy do systému jsou zmény od ustalenych pritokt qil(t) a qiz(t), vystupy jsou zmény

od ustalenych vysek hladin h(t) a h,(t). [14, s. 360]

Q1+q11([) Q2+Qi2 (t)

PN —X

//' — DK AN D=

_—

Cl Q{"Ql (t) CZ Q1+Q2+% ([)

Obr. 7. Systém hladin dvou nadrzi s kapalinou [14, s. 360]

Pro systém hladin dvou nadrzi s kapalinou dle obrazku (Obr. 7) plati rovnice

Cldhl(t): (qil(t)_ql(t))dt (117)
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hl(t)F; ) _g,) (118)
Czdhz(t):(ql(t)+qi2(t)_qo(t))dt (119)
hg—(:) = (t) (120)

dle [14, s. 360, 361].

Dosazenim rovnice (118) do rovnice (117) ziskame

dhy(t :i(qil(t)—MJ (121)

it G R,
dle [14, s. 361].

Dosazenim rovnice (118) a (120) do rovnice (119) ziskame

dh() 1 [hl(t)_hz(t) +q,(0)- hz(t)J (122)

it C,| R R,

dle [14, s. 361].

Rovnici (121) a (122) upravime do tvaru

dhl(t) 1 hl('[)— 1 hz(t):qil(t)

“dt CRVTCR c, (123)
1 dh,(t) (1 1 _ Gilt)
C,R, h(t)+ dt +(C2R1+C2R2Jh2(t)_ C, (124)

dle [14, s. 361].
Pokud zavedeme vstupni prom&nné jako U, (t)=q,(t) a u,(t)=q,(t), vystupni proménné

jako y,(t)=h(t) a y,(t)=h,(t), rovnice (123) a (124) piejdou do tvaru

(o, 1 1 1
yl(t)+a yl(t)_ C1R1 yz(t)_ C1 ul(t) (125)
1 : 1,1 _ 1
e O G )= St a26)

dle [14, s. 361].
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II. PRAKTICKA CAST
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10 MODEL MECHANICKEHO OSCILATORU

10.1 Simulaéni model

Ze ziskané diferencialni rovnice (95) mizeme snadno sestavit simula¢ni model systému. K
tvorbé simulacniho modelu mechanického oscilatoru, ktery je zobrazen na obrazku (Obr.

8), byl vyuzit program MATLAB/SIMULINK.

[« |——

Constant 1

P

Scope

Gain
Step

P
[V Muttiport

Sine Wave Switch1

I

k/m

Repeating
Sequence S50
ain.

Obr. 8. Simulace mechanického oscildtoru

Tato jednoducha simulace umozituje pozorovat zmény vychylky télesa oscilatoru vlivem

vvvvvvv

vybér skokova funkce, harmonicka funkce nebo jiny nastavitelny pribéh.

10.2 Vypocetni ¢ast

Jednotlivé vypocty budou uvedeny nejprve obecné, nasledné pro ovéfeni pomoci programu

MATLAB budou uvazovany parametry: hmotnost télesa m=2Kkg, tuhost pruziny

k =1kgs?, soucinitel utlumu b =1kgs™.

10.2.1 Pienos systému

Pro urceni ptenosu systému aplikujeme Laplaceovu transformaci na rovnici (95), tedy
Limy"(t)+by'(t) + ky(t); = L{F (1)} (127)

Pfi uvazovani nulovych pocate¢nich podminek ziskame rovnici
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ms®Y (s)+bsY(s)+kY(s)= F(s) (128)
Ptenos systému je tedy
1
G(s)= It((z; " ms? +1bs+k B $? +l;ns+k (129)
m  m

10.2.2 Nuly a poly pienosu
Poly prenosu (kofeny jmenovatele pfenosu) uré¢ime fesenim kvadratické rovnice
ms? +bs+k =0 (130)
Obecné mohou nastat 3 ptipady:
a) 2 ruzné realné koteny

Pro b> —4mk >0 jsou fesenim rovnice (130) 2 riizné realné koteny (poly) ve tvaru

[Ih2

=3
P =5 om
[Ih2

2m

b) komplexné sdruzené kofeny

Pro b”> —4mk <0 jsou fesenim rovnice (130) komplexné sdruzené kofeny (poly) ve tvaru

beifpr-amd b -am] (133)
om 2m

PL=8 = om
. _—b—j1/\b2—4mk\__l__1/\b2—4mk\ (134)
P2 =3, = 2m “Tom U om

c) dvojnasobny kofen

Pro b>—4mk =0 je fesenim rovnice (130) dvojnasobny kofen (pol) ve tvaru

b
P=p, =8 =5 = (135)
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Relativni tad (rozdil mezi stupném polynomu jmenovatele a stupném polynomu Citatele)
pfenosu je 2. V tomto piipadé (nenulovy relativni fad) doplnime nuly v komplexnim
nekonecnu dle [1, s. 18] tak, aby bylo splnéno: pocet nul = pocet poli. Nuly pienosu

(kofeny Ccitatele pfenosu) jsou tedy n, =n, =o.

Pro dalsi vypocty budeme uvazovat ptipad b), tj. komplexn¢ sdruzené poly.

10.2.3 Prechodova funkce a prechodova charakteristika

Piechodovou funkci vypo¢teme dle rovnice

)= L{%} _LHH(S) (136)

S

Pro prehlednost vypoéteme H(s) samostatng, tedy

1
m
_,/\b24mk\] b . yp°—4mK (137)

Dale mizeme vyuzit napt. vétu o residuich
ht)=>" res[H (s)e* ]S:Sk (138)
k=1

kdy dosazenim polu systému piejdeme do tvaru

b ‘b2—4mk‘ t b ‘b2—4mk‘ t

“2m 2m 2m 2m

h(t)= res[H (s)e°]+ res| H (s)e[ +res| H (s)e{ J (139)

ktery po rozepsani piejde do tvaru
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h(t)=limfsH(s)e |+ fim b, b -4md H(s)™
TRl b y[b?-4mk| . _2mJrJ 2m >
T am
| b ‘bz —4mk‘ t
i B DI s R YA
- b I_nsz—Amk‘ > 2m J 2m (S)e (140)

2m © 2m
Z dtivodu rozsahlosti vypoétu piechodové funkce je tento vypocet uveden v piiloze (P IV).

Vysledny tvar pfechodové funkce je

b b? —4mk
h(t)=% 1-e 2" | cos %t
b ) ‘b2—4mk‘
Joamg | 2 (141)

Pro ovéteni spravnosti vysledku vyuZzijeme program MATLAB. Program MATLAB nabizi

funkci step pro vykresleni pfechodové charakteristiky ze zadaného prenosu.

Prechodova charakteristika
1.4 T T T T

— MATLAB - funkce step
P N A Analyticky vypofet

08 -

yit) [-]

06 -

04f -

U 1 1 1 |
0 ] 10 15 20 25

t[s]

Obr. 9. Prechodova charakteristika mechanického oscildtoru
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10.2.4 Impulsni funkce a impulsni charakteristika
Impulsni funkci vypocteme dle vztahu

i(t)=L"{G(s)} (142)
Zpétnou Laplaceovu transformaci prenosu G(S) muzeme vypocitat opét pomoci residu,

nebo s vyhodou vyuzit slovniku Laplaceovy transformace a pienos G(S) upravit na tvar

e sin(wt) = L‘l{%} (143)

(s+a) +w

Pro pievod pfenosu G(s) na tvar dle rovnice (143) upravime jmenovatel pfenosu metodou

upravy na ¢tverec. Upravou rovnice (129) ziskame pozadovany tvar pienosu

1 1
G(s)= m = m
¢ ICOL I L LS s+ 2 2+74km—b2
m  4m’) 4m’ m 2m 4m?

1 v 4km—b? v 4km—b?

m 2m 2 2m
= = 144
J4akm—b? ( b jz 4km—b?  Jakm—b? ( b jz 4km—b? (144)
NPT sy | o S+ | +
2m 2m 4m? 2m 4m?

na ktery aplikujme vzorec ze slovniku Laplaceovy transformace uvedeny v rovnici (143).

Impulsni funkce ma tedy tvar

(145)

Pro ovéteni spravnosti vysledku vyuzijeme program MATLAB. Program MATLAB nabizi

funkci impulse pro vykresleni impulsni charakteristiky ze zadaného ptenosu.
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Impulsni charakteristika

0.5 T T T T
— MATLAB - funkce impulse

----- Analyticky vwpocet

[

0.2 1 1 1 I
0 ] 10 148 20 24

t[s]

Obr. 10. Impulsni charakteristika mechanického oscilatoru

10.2.5 Frekven¢ni pienos a frekvencni charakteristiky

Frekvencni ptenos ziskame dosazenim jo za komplexni proménnou S v pfenosu systému

dle rovnice (129). Dosazenim piejdeme do tvaru

(146)

@9
S
Il
(0]
o
m&‘
I
s
Il
o3|+

2 N
(jo) +EJ”+E

Upravou rovnice (146) ziskame frekvencni pienos ve slozkovém tvaru

Gjo)- v o)) ) LKoo o]
) (T )

(o) (me) -
——0" | +| —o
m m
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Pro ovéfeni spravnosti vysledku vyuzijeme program MATLAB. Program MATLAB nabizi
funkci nyquist pro vykresleni amplitudové-fazové frekvencni charakteristiky (Nyquistovy

kiivky) ze zadaného pienosu.

MNyquistova kfivika

— MATLAB - funkce nyquist I
----- Analyticky wypocet

0.5

Im

Obr. 11. Amplitudove-fazova frekvencni charakteristika (Nyquistova krivka)

mechanického oscilatoru

Frekvenéni pienos v exponencialnim tvaru ziskime uréenim amplitudy A(w) a fize ().
Amplitudu A(co) uréime dosazenim realné a imaginarni ¢asti frekvenéniho pfenosu z

rovnice (147) do rovnice

A(w)=P(0)+Q*(w) = [ReG(j@)f +[ImG(jw)f (148)

¢imz ziskame

2

2
i K_ 2 b
m(m ‘”j Jo T
o) (e ] |Ge) +(5e)
— =0 | +| —w — =0 | +| —w
m m m m

Upravou rovnice (149) ziskame vysledny tvar amplitudy

(149)

A(a)) =
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TG
m m

Pro amplitudu v decibelech pak plati

A(w)[dB]=20log A(w)=20log ) \/ (k ] a)zjz ] ( b wjz (151)

Fazi p(w) uréime dosazenim redlné a imaginarni ¢asti frekvenéniho prenosu z rovnice

(147) do rovnice

w(w)=arctg[MJ (152)

¢imz ziskame

o(w)=arctg . (k 2) (153)
—|——o

Upravou rovnice (153) ziskame vysledny tvar faze
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b b
-~ -—o
p(w)=arctg) — M |=arctg| 11— (154)
—| ——w —— @
m{m m

Pro ovéfeni spravnosti vysledkl vyuzijeme program MATLAB. Program MATLAB nabizi
funkci bode pro vykresleni logaritmické amplitudové a logaritmické fazové frekvenéni

charakteristiky (Bodeho ktivky) ze zadaného prenosu.

Bodeho kfivky — MATLAB - funkce bode
— | Tt Analyticky wypocet

0 -

-20 -

A [dB)

40 -

N S
10° ]

¢ [°]

136 1 -

-180 3

107 107 10 10'
o [rad/s]

Obr. 12. Logaritmicka amplitudovd frekvencni  charakteristika a
logaritmicka  fazova  frekvencni  charakteristika  (Bodeho  kiivky)

mechanického oscilatoru
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11 MODEL SERIOVEHO OBVODU RLC

11.1 Simulaéni model

Ze ziskané diferencialni rovnice (104) mtzeme snadno sestavit simula¢ni model systému.
K tvorbé simula¢niho modelu sériového obvodu RLC, ktery je zobrazen na obrazku (Obr.

13), byl vyuzit program MATLAB/SIMULINK.

;

Constant

pi2 \ P 1/(L*C)

Gain

Scope

A 4

Step

e

Multiport

Sine Wave Switch1

1

1/(L*C)

Repeating

Sequence
Gain2

Obr. 13. Simulace sériového obvodu RLC

Tato jednoduchd simulace umoZiluje pozorovat zmény vystupniho napéti u. (t) (okamzita

hodnota napéti na kondenzatoru) vlivem pasobeni vstupniho napéti u(t) (okamzita hodnota
napéti zdroje), jehoz prubéh je volitelny. Pro volbu prubéhu vstupniho napéti je zde na

vybér skokova funkce, harmonicka funkce nebo jiny nastavitelny priabéh.

11.2 Vypocetni Cast

Pro nasledujici vypocty budou uvazovany 2 rtzné realné poOly systému. Za tohoto

ptedpokladu musi byt splnéna podminka

(R)Z 4
L LC (155)
— 0

resp. tpravou

RC > 4L (156)
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Pii splnéni podminky dle nerovnice (156) jsou zaruCeny 2 rizné realné poly pienosu

uvedeného v rovnici (103).

11.2.1 Prevod prenosu na stavovy popis

Stavovy (vnitini) popis systému mizeme ziskat napt. pomoci dale uvedenych metod. Tyto

metody se od sebe lisi tvarem stavovych matic, coz je zfejmé ze ziskanych vysledk.
a) Piima metoda

U piimé metody vychazime z ptenosu uvedeného v rovnici (103). Pienos upravime do

tvaru

=06~ 26)06) (157)
kde Z(S) je pomocna veli¢ina. [6, s. 10, 11]

Upravou prenosu G(S) dle rovnice (157) se pienos rozdéli na 2 ¢asti, kterym odpovidaji 2

diferencialni rovnice ve tvaru

z"(t)+§z'(t)+L_102(t): u(t) (158)
yt)= - 200) (159

Provedeme volbu stavovych proménnych rovnice (158), tedy

x,(t)=1z(t) (160)
X, (t)=2(t) (161)
Pro derivace stavovych proménnych plati
X/ (t)=2'(t)=x,(t) (162)
1) = 2(0)=u(t) - 260)- £ 70 =ult) - 1m0 - T 0) (163)
Pro vystupni velidinu plati
yt)= %0 (164
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Nyni jiz zname vSe potiebné pro sestaveni stavového modelu. Dosazenim rovnic (162),

(163) a (164) do stavové a vystupni rovnice dle rovnice (30) a (31) ziskame stavovy popis

L e

ol o

Program MATLAB poskytuje funkci tf2ss pro pievod pienosu na stavovy popis.

systému ve tvaru

Vysledkem pomoci programu MATLAB je stavovy popis ve tvaru
' R 1
Xl(t)} -= = {Xl(t)} H
=l L Lc +  Ju(®) 167
Jet I PAOIMT uen

o 2L

Tento stavovy popis se lisi od stavového popisu ziskaného ptimou metodou. Divodem této

odlisnosti je to, ze program MATLAB pouziva tzv. inverzni metodu, kdy jsou zavadény
stavové proménné od y(”"l)(t) po y(t)
b) Metoda postupné integrace

U metody postupné integrace vychazime z diferencialni rovnice (104). U této metody

zavadime derivace stavovych proménnych, tedy

14 R ! 1 1
O R e~ u)-o 59
x(t)

Integraci rovnice (169) ziskame rovnici

UG (th — Ut (t) =0 (170)

Nasledné zavedeme derivaci dalsi stavové proménné a provedeme integraci rovnice.

Integraci rovnice (170) ziskame rovnici
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U (tHx,(t)=0 (172)
resp. apravou
U (t)=—x,(t)= y(t) (172)

Dosazenim rovnice (172) do zavedenych derivaci stavovych proménnych ziskame pro

derivaci prvni stavové proménné

1 1

Xl(t):_E Xz(t)—EU(t) (173)
a pro derivaci druhé stavové proménné
, R
Xz(t): _Ixz(t)"'xl(t) (174)

Nyni jiz zname vS§e potiebné pro sestaveni stavového modelu. Dosazenim rovnic (172),
(173) a (174) do stavové a vystupni rovnice dle rovnice (30) a (31) ziskame stavovy popis

systému ve tvaru

x(0)]_|° —é CIREE
{Xé(t)} 1 _R Lz(t)} LC (t) (175)
L

y(t)=[o —1{ Xl((tt))} (176)

¢) Jordantv kanonicky tvar

V piipadé ur€eni stavového popisu dle Jordanova kanonického tvaru vychazime z ptenosu
uvedeného v rovnici (103). Nejprve uréime poly (kofeny jmenovatele) pienosu.

Jmenovatelem pienosu je kvadraticky ¢len, poly tedy uréime feSenim kvadratické rovnice

2+Rs, 1 g (177)
L LC

jejiz koteny jsou

2
-+ | =] ——
. - (Lj LC_ R IR?C — 4L (178)
L2 2 2LV 41%C
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Pienos uvedeny v rovnici (103) rozlozime na parcialni zlomky, tedy

R°C-4L
41°C

R R’C -4L R R°C-4L (179)
S—|— | S—|—o
2L 4L°C 2L 4L°C

Pomoci Heavisideova rozvoje ur¢ime koeficienty A a A,, tedy

RZC4LHG(5)}—{5£E+ R2c4LJ]
412C B 2L 41°C

=

41°C

R
S_ —_—
( 2L

R’C -4L
41°C

1 1

LC _
R2C —4L \/RZC—4L
412C L’C

R
2L

R’C —4L (180)

R
-+
[ 2L 41°C

R [RC_4L R_[RC-4L
Az_{[s{‘ﬁ‘ WJ]G(S)}_{[S_[_T Tﬂ
1
LC
R [RC-aL R _JRC-4L
S e

R [R%c-aL
S=— —
2L\ 4%
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1 1
_ LC __ LC
R |R™C-4L R |RC-4L |R’C-4L (181)
ot A e T T oy TN e 2
2L 41°C 2L 4L°C LC
Stavové veli¢iny X, az X, pak volime tak, aby jejich obrazy odpovidaly vztahu
X)L 182
UG s (e
dle [7, s. 1].
Pro prvni stavovou veli¢inu plati
1 _Xy(s)
R [Ric-aL) V() (183)
S—| =t
2L 4L°C
Upravou rovnice (183) piejdeme do tvaru
R |R’C-4L
U(s)=Xs)s—|——+,——— 184

Na rovnici (184) aplikujeme zpétnou Laplaceovu transformaci a vyjadiime derivaci prvni

stavové proménné, pro kterou plati

<(0)-u) {—L M]w)

2L 41°C

Pro druhou stavovou veli¢inu plati

(185)

(186)

(187)
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Na rovnici (187) aplikujeme zpétnou Laplaceovu transformaci a vyjadiime derivaci druhé

stavové proménné, pro kterou plati

x;(t)=u(t)+[—2—|:\;_—1/%}xz(t) (189)

Vystupni velidinu y(t) pak uréime dle vztahu

¥(0)=b,u(0)+ 2 Ax (1) (189)

dle [7, s. 1].

Koeficient b, rovnice (189) je roven 0, coz je zfejmé z rovnice (103), resp. (104).

Dosazenim rovnic (180) a (181) do rovnice (189) ziskame

1 1

y(t):ﬁ&(t)ﬁxzw (190)
L°C L*C

Nyni jiz zname vS§e potiebné pro sestaveni stavového modelu. Dosazenim rovnic (185),
(188) a (190) do stavové a vystupni rovnice dle rovnice (30) a (31) ziskame stavovy popis

systému ve tvaru

R R’C - 4L

b N R

0 TR 2
2L 41°C

1 1
y(t)= LC ___LC |:X1(t):|
[RZC—-4L  [REC-4L | %(t)
L2C L2C

11.2.2 Pievod stavového popisu na prenos

(192)

Uvazujme stavovy popis ziskany piimou metodou dle rovnice (165) a (166). Pienos

systému ziskame ze stavového popisu feSenim rovnice
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G(s)=C(sE-A)'B+D= Cadj(sE-A)B+D (193)

1
det(sE—A)

Pro piehlednost rozdélime vypocet rovnice (193) na n¢kolik ¢asti, tedy

10 0 1 S -1
sE—A:s{ }— 1 Ri=| 1 R (194)
0 1| |- ——| |+ Sst—
LC L LC L
R 1
det(sE-A)=s’+—s+— 195
(SE-A)=s®+ s+ (195)

(_1)“1(84'5) (_1)1+2iT S+B 1
adj(sE—A)= L lc| =| + (196)

P (s || s

Dosazenim rovnice (195) a (196) a stavovych matic dle rovnice (165) a (166) do rovnice

(193) ziskame pienos ve tvaru

1
s+— 1] 0 T~
1
Gls)=—r— 0 0o [} {i]_—é_c =66 (o)
S+ —Ss+ -— S[LC] s*+ s+ —
L LC LC L LC

ktery odpovida ptenosu systému dle rovnice (103).

Pro ptevod stavového popisu na prenos milzeme taktéz vyuZit program MATLAB, ktery
poskytuje funkci ss2tf.

11.2.3 ReSeni stavové rovnice

Pro feSeni stavové rovnice budeme vychédzet napt. ze stavového popisu v Jordanove

kanonickém tvaru dle rovnice (191) a (192).
Fundamentalni matici (I)(t) vypocteme dle vztahu
®(t)= L {sE- AT} (198)

kde

[SE-A]" = adj(sE-A) (199)

1
det(sE—A)

Pro ptehlednost bude vypocet inverzni matice rozdélen do vice ¢asti, tedy
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R |R*C-4L 0
s 0] |20 "\ arec
SE—A= -
0 s 0 _R_[RC-4L
2L 41°C
R |R*C-4L
oL\ ac 0
B R [R’C-4L (200)
0 S+—+ ——F—
2L 4L°C
det(sE — A)=s? +%s +L—1C (201)
adj(sE—A)
_ : .
(1 S+i— R C2—4L 0
2L 412C
_ -
0 (-1)*? sy R [RC-4L CZ 4L
2L 412C
R [RC-4L
S+Z+ —alc 0
B R R°C - 4L (202)
0 S|
i 2L 4L2C
Dosazenim rovnic (201) a (202) do rovnice (199) ziskame
R |RXC-4L
1 S+—+ e 0
[SE—A]_l - 2L 41°C
g24iRe 1 0 s, R_[RC-4L
L LC 2L 41%C
! 0
R |RC-4L
*ToL T\ e
= . 1 (203)
R \/RZC—4L
S+
i 2L 4°C |

Dosazenim rovnice (203) do rovnice (198) a provedenim zpétné Laplaceovy transformace s

vyuzitim slovniku Laplaceovy transformace ziskdme fundamentalni matici ve tvaru
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L 0
R R?C —4L
S+———— 5
(I)(t) Lt 2L 41°C
1
0
R \/RZC _4L
- + -
L 2L 41°C
_[R_ RZC4L]
2L 41%C
_|e 0
- (»[icar) (204)
0 e 2L 41%C

Pro dal§i vypocet uvazujme nulové pocate¢ni podminky, tedy X(O)=O. Za tohoto

ptedpokladu nebude ve vysledku stavové rovnice zahrnuto feSeni homogenni rovnice. Pro

vyfeseni stavoveé rovnice bude tedy feSen pouze partikularni integral ve tvaru

X(t) = (I)(t — r)3u(r)dr

(205)

O —

Dale uvazujme vstupni funkci ve tvaru u(t)=1. Za tohoto piedpokladu bude Feseni
vystupni rovnice pro zadané pocateéni podminky stavu X(O) odpovidat ptechodové funkci

systému. [6, S. 54]

Dosazenim fundamentalni matice <I)(t) dle rovnice (204), matice buzeni B z rovnice (191)

a uvazované vstupni funkce do rovnice (205) ziskame

[ [ R _|R*c-4L (t-r)
t 2L\ 4%c 0 1
x0)=]|° : Hldf
[ R [RPC-4L | 1
0 [2L+ 4L2C j(t ‘r)
i 0 e
i R [R2C-4L
t e[ZL 4%C ](”)
:.[ _[R+ RQC—ALJ(t_) dr (206)
0 e 2L\ 42

Vypocet jednotlivych prvka vektoru je z diivodu rozsahlosti vypoctu uveden v piiloze (P

V).

Vektor x(t) je tedy ve tvaru
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[R R2C- 4|_]t_
2L 412
l-e

C
R [RC-4L
2L\ 4L’C

X(t) - R . [R®C-4L (207)
1 N TS
R _JWC—4L
- + -
| 2L 41°C
Vystupni rovnice je pak dana feSenim rovnice
y(t) = Cx(t)+ Dul(t) (208)

ktera dosazenim rovnice (207), matice C a D z rovnice (192), vstupni funkce u(t) a

naslednou Upravou piejde do tvaru
R |R?C-4L R, R*C-4L
1 [V 42 } [ 4% Jt
R*C —4L R*C — 4L R*C —4L
¢ I TR TR DTEICE

Vypocet vystupni rovnice je z divodu rozsahlosti vypoctu uveden v piiloze (P V).

(209)

Ovéfeni, zda ziskana vystupni rovnice y(t) skute¢né odpovida prechodové funkci systému,
Ize provést napf. pomoci programu MATLAB grafickym znazornénim vystupni funkce
y(t) s prechodovou charakteristikou pomoci funkce step. Toto grafické srovnani je

uvedeno na obrazku (Obr. 14).
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Pfechodova charakteristika
1 T T T T T T
08 -
06 -
E
04} -
0.2f -
— MATLAB - funkce step
----- Analytické feSeni stavové rovnice
U | 1 1 I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[s]

Obr. 14. Srovnani analytického rFeseni stavové rovnice pro vstupni funkci ve
tvaru u(t) = 1 a zadané pocdtecni podminky stavu x(0) = [0, 0]" s

prechodovou charakteristikou pomoci funkce step

11.2.4 Riditelnost a dosaZitelnost

Pro ovéfeni fiditelnosti a dosazitelnosti sériového obvodu RLC budeme vychazet napt. ze
stavového popisu dle rovnice (165) a (166), tedy stavového popisu ziskaného piimou

metodou. Pro ovéfeni uvazujme parametry R, L,C > 0.
Nejprve vypoéteme matici fiditelnosti dle rovnice
P=[B AB .. A"B] (210)
Jelikoz rozmér stavového prostoru je n =2, rovnice (210) ptejde do tvaru
P.=[B AB] (211)

Dosazenim matice A a B z rovnice (165) do rovnice (211) ziskame

0 1
Pc—ll 5} (212)
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Jelikoz hodnost matice fiditelnosti je 2, tedy hodnost matice fiditelnosti je rovna velikosti

stavového prostoru, systém je fiditelny i dosazitelny.

Ovéreni lze provést taky vypoctem determinantu matice fiditelnosti a ovéfenim

nenulovosti, tedy

0 1
det P, = det {1 _5] =120 (213)

11.2.5 Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost

Pro ovéfeni pozorovatelnosti a rekonstruovatelnosti sériového obvodu RLC budeme
vychazet napt. ze stavového popisu dle rovnice (165) a (166), tedy stavového popisu

ziskaného ptfimou metodou. Pro ovéfeni uvazujme parametry R, L, C > 0.

Nejprve vypoéteme matici pozorovatelnosti dle rovnice
p=lc ca .. ca[ (214)
Jelikoz rozmér stavového prostoru je n =2, rovnice (214) piejde do tvaru
P,=[C CAJ (215)

Dosazenim matice A a C z rovnice (165) a (166) do rovnice (215) ziskame

1 5
P =| ¢ (216)
TS

Jelikoz hodnost matice pozorovatelnosti je 2, tedy hodnost matice pozorovatelnosti je

rovna velikosti stavového prostoru, systém je pozorovatelny i1 rekonstruovatelny.

Ovéteni lze provést taky vypoltem determinantu matice pozorovatelnosti a ovefenim

nenulovosti, tedy

1

det P, = det LoC s (LCT #0 (217)
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11.2.6 Transformace stavu

Pfi transformaci stavii budeme vychazet napf. ze stavového popisu dle rovnice (165) a
(166), tedy stavového popisu ziskaného pfimou metodou a napi. stavového popisu dle

rovnice (175) a (176), tedy stavového popisu ziskaného metodou postupné integrace.

Nejprve budeme uvazovat piipad, kdy ze znalosti dvou tvarti stavovych popist (kterym
odpovida jeden pienos) budeme hledat transformaéni matici mezi témito popisy. K uréeni

transformac¢ni matice mezi dvéma tvary stavovych popisti vyuzijeme rovnici

—_1 1
Q=PP. =P, P, (218)
Vypocteme napif. matici fiditelnosti P, stavového popisu ziskaného pfimou metodou a
matici fiditelnosti P_C stavového popisu ziskaného metodou postupné integrace. Jelikoz je
rozmér stavového prostoru N = 2, rovnice pro vypocet matice fiditelnosti ptejde do tvaru

P.=[B AB] (219)

Dosazenim matice A a B z rovnice (165), resp. (175) ziskame matice Fiditelnosti ve tvaru

0 1
P.=[B AB]=[; R (220)
L
I P
p.-[B AB|]=| LC . (221)
LC

I § B
=(Lcy| LC { ~ 0} (222)
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Dosazenim rovnice (220) a (222) do rovnice (218) a naslednou Upravou ziskame
transformacni matici ve tvaru
0 0 LT-c o 0 -LC 73

|t -l o -Lc] [-LC RC (223)
Pro ovéfeni spravnosti transformacni matice Q mulzeme uvazovat druhy ptipad, tedy
znalost transformac¢ni matice a stavového popisu a nalezeni jiného tvaru stavového popisu.
Jako znamy stavovy popis uvazujme napft. stavovy popis dle rovnice (165) a (166), tedy
stavovy popis ziskany pfimou metodou.

Pro vypocet matic nového stavového popisu vyuzijeme rovnice (41), (42), (43) a (44).

Nejprve vypodéteme inverzni matici k transformaéni matici Q dle rovnice (223), tedy

L1 1 [ (p*RC (-DM¥(-LC)|
Q _detQadJQ_(LC){(—l)Z*l(—LC) (-D*?%0 }
R 1
1 [RC LC] |1Z¢ 1c
“@erlie o|%
LC

Dosazenim matice A a B z rovnice (165), matice C a D z rovnice (166), rovnice (223) a

(224) do rovnic (41), (42), (43) a (44) ziskame matice nového tvaru stavového popisu ve

tvaru
R 1T,
A=Q*AQ=|LC LC{ 1 R}[ 0 _LC}
1 -—— ——=|_
20 LC L LC RC
LC
o e[ R 1T o _ic -
1L o & ¢ l-te Rre (229)
LC
R 1
= o C [0
B=Q'B=| "4 L=l e (226)
— 0 0

LC
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C=CQ-= {i 0}{ ° LC} =0 -1] (227)
LC —LC RC
D=D=0 (228)

Je zfejmé, Ze ziskané matice dle rovnic (225), (226), (227) a (228) odpovidaji maticim

stavového popisu dle rovnice (175) a (176) ziskaného metodou postupné integrace.
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12 MODEL INVERZNIHO KYVADLA NA VOZIKU

12.1 Simulaéni model

Ze¢ ziskané diferencialni rovnice (116) miZzeme jiz snadno sestavit simulacni model
systému. K tvorb¢ simulacniho modelu inverzniho kyvadla na voziku, ktery je zobrazen na

obrazku (Obr. 15), byl vyuzit program MATLAB/SIMULINK.

_‘

Constant 1 (mp*l)/((mt+mp)*(I+mp*1*2)-mp"2*1"2)
>| K- g 1 1
| g s 2

Scope
Gain Add Integrator Integrator1

r v
.

H

@
@
©

g

Muttiport (-(mt+mp)*mp*g*l)/((mt+mp)*(I+mp*I"2)-mp*2*1"2)
Switch1

4]
5
@
=
2
@

(
=,

I

Repeating Gain2
Sequence

Obr. 15. Simulace inverzniho kyvadla na voziku

Tato jednoduchda simulace umoziuje pozorovat zmény vychylky (o(t) inverzniho kyvadla
na voziku vlivem vnégjsi sily F(t), ktera ptisobi na vozik a uvadi jej do pohybu. Prub¢h sily
F(t) je volitelny. Pro volbu pribéhu vngsi sily je zde na vybér skokova funkce,

harmonicka funkce nebo jiny nastavitelny prab¢eh.

12.2 Vypocetni Cast

Pro ptenos dle rovnice (115) mtizeme psat

G(s)= a(s) as’+a (229)

kde pro koeficienty pfenosu plati
by =m,| (230)
a, :—(mt +mp)mpgl (231)

a, =(m +m_ Y1 +m 12)-m 22 (232)
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12.2.1 Navrh regulatoru pomoci polynomialni syntézy pro 1DOF strukturu Fizeni

Hledéame regulator, ktery zajistuje stabilitu systému fizeni, asymptotické sledovani zddané

hodnoty a kompenzaci poruch. Pro vypocet uvazujme, ze vstupni veli¢inou regula¢niho

obvodu bude pouze zddand hodnota ve tvaru skokové funkce. Poruchy pro jednoduchost

neuvazujeme. Za téchto predpokladi plati
w(t)=1n(t)=v(t)=0—>w(s)=

Pro jmenovatele obrazu Z4dané velitiny, resp. poruch pak plati
fu(s)=s. f,(s)=f,(s)=1
Pro polynom f (s) plati
f(s)=NSN(f,(s), f,(s) f,(s))=NSN(s,11)=s
tedy stupeti polynomu f(s) je roven 1.
Dle doporutenych stupii polynom plati
degq(s)=dega(s)+deg f(s)-1=2+1-1=2
deg p(s)>dega(s)-1=2-1=1
degd(s)>2dega(s)+deg f(s)-1=4+1-1=4
tedy
A(s)=0,5° +a;s+7,
p(s)=Pis+
p(s) = P(s)f(s)= pis” + pys
d(s)=(s+m)’
Dosazenim rovnic (230), (231), (232), (234), (236) a (237) do diofantické rovnice
a(s)p(s)+b(s)a(s)=d(s)

ziskame

(233)

(234)
(235)
(236)

(237)



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 75

(8,52 +2, ) p,S? + Pos)+ (0,52 + s+ )= (5 +m)’ (238)
Roznasobenim rovnice (238) ziskame
a,p,s* +a,p,s°® +(a,p, +b,a, )s* +(a, Py +b,a, )s +by0,
=s* +4s°m+6s°m? + 4sm® + m* (239)

Porovnanim koeficientd rovnice (239) ziskame

g4 a,p, =1

s a,p, =4m

s?: a,p, +,q, =6m’
st a, P, +b,q, =4m®
s b,g, = m*

kde pro hledané koeficienty zpétnovazebniho regulatoru plati

1
P = a_2 (240)
4m
Po = o (241)
2
6m? — %
0, - 6m’ —a,p, _ a, (242)
i b b
am{m? - %
_Am’—ap, _ 3, (243)
' bO bO
m4
Jo = b (244)
0

Dosazenim rovnic (240), (241), (242), (243) a (244) do vztahu pro pienos zpétnovazebniho

regulatoru ziskdme vysledny pfenos zpétnovazebniho reguldtoru ve tvaru
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6m? — % 4m(m2 —aOJ .
m

%52y 2 S+-——
Gofs)= I8 _ GS"+ s+, _ by b, b,
Q p(S) pls2 + pOS isz + 47ms
a2 a2
(6m2 —ao]sz + 4m(m2 —aojs +m*
_3 %) % (245)
b, s°+4ms
kde
b, =m,l

a, = —(mt + mp)mpgl

2
|2

_ 2
a, _(mt +meI +m| )—mp

Pro ovéfeni funkcnosti reguldtoru vyuzijeme program MATLAB/SIMULINK. Uvazujme
nasledujici parametry: hmotnost kyvadla m, =0,2kg, hmotnost voziku m, =0,5kg,

moment setrvacnosti | =0,006 kg.m?, gravitaéni zrychleni g =9,8m.s®, vzdalenost

2%

(Ghlu vychyleni kyvadla ¢(t)) z 0 rad na 0,05 rad (~ 2,86°). V &ase t =10 pozadujeme
skokovou zménu zidané veli¢iny W(t) (ahlu vychyleni kyvadla ¢(t)) z 0,05 rad na O rad.

Funkci regulatoru budeme ovétovat pro rizné hodnoty parametru m.

Sestaveny model regula¢niho obvodu je zobrazen na obrazku (Obr. 16).

Scope
w7 4252 +q1.5+q0 - b0
- Y p1.52+p0.s - a2s2+als+a0 | Y
Repeating
Sequence GQ(s) G(s)

Obr. 16. Simulacni obvod pro model inverzniho kyvadla na voziku s reguldatorem pro

1DOF konfiguraci rizeni
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Grafické srovnani regulac¢nich pochodi pro ruzné hodnoty parametru m je uvedeno v
ptiloze (P VI). Z grafického srovnani je ziejmé, Ze regulator funguje dle pozadavku. Taktéz
je zfejmé, ze zvySovanim hodnoty parametru m, tedy vzdalovanim pélu od hranice

stability dochazi ke zrychleni fizeni, coz odpovida dle [1, s. 61].

12.2.2 Ovéreni stability regula¢niho obvodu

Na piikladu navrhu reguldtoru pomoci polynomidlni syntézy pro 1DOF strukturu fizeni

muzeme demonstrovat overeni stability vysledného regulacniho obvodu.

Pienos otevieného regula¢niho obvodu ziskame dosazenim rovnice (229) a (245) do

rovnice

Go(s)=Gq(s)G(s)

(sz _aonz + 4m(m2 —aojs +m*
b, a, a, a,

:azsz+ais+aoa s’ +4ms
a{sz —a"]sz +4ma{m2 —aojs +a,m*
a, a, (246)

a,s* +4ma,s’ +a,s* +4ma,s

Nasledné vypocéteme pienos uzavieného regulac¢niho obvodu dosazenim rovnice (246) do
rovnice

Go ()
1+ G, (s)

a a
a,| 6m* -2 |s* +4ma,| m* -~ |s+a,m’
a‘2 a2

a,s* +4ma,s® +a,s” + 4ma,s

a a
a,s* +4ma,s® J{a{sz —OJ + ao}s2 + 4m{a{m2 —Oj + ao}s +a,m*
a

aZ 2

a,s* +4ma,s® +a,s” + 4ma,s
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a a
a,| 6m® — =2 |s® +4ma,| m* -2 |s+a,m’
a'2 aZ

a a
a,s" +4ma,s® + [a2(6m2 —0) + ao}2 + 4m{a2(m -0 |+ ao}s +a,m*
a‘Z a2

6m?— 20 |2 ram m? =20 |s+m*  |em? =2 |s2 1 4ml m? =20 |s+m*
B a, a, (247)

st + 4ms +6m?s®

s?+4m s+m4 (s+m)’

Z prenosu uzavieného regulac¢niho obvodu dle rovnice (247) je ziejmé, Ze obvod je stabilni
pro m> 0. Pfestoze je podminka stability zfejma, bude na tomto ptikladu demonstrovano

uréeni stability 1 pomoci kritérii stability.
a) Routh-Schurovo kritérium

Koeﬁcienty jmenovatele pfenosu uzavieného regulaéniho obvodu dle rovnice (247)

Cv v

schématu plati

1
4m 0 am?® 0 0 / {— )
4dm

(248)

0 5m* —m m
Je zfeymé, Ze podminky redukce jsou splnény pro m>0. Pro m>0 je tedy uzavieny
regulacni obvod stabilni.
b) Hurwitzovo kritérium

Z koeficientd jmenovatele pfenosu uzaviené¢ho regulacniho obvodu vytvotime Hurwitzovu

matici, tedy
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4m 4m®* 0 O
1 6m> m* 0
H, = 249
N 0 4m 4m® 0 (249)

0 1 6m*> m*

Urc¢ime hlavni subdeterminanty Hurwitzovy matice a stanovime podminky jejich kladnosti,

tedy
detH, =4m (250)
det H, = 24m°® —4m°® = 20m° (251)
det H, = 96m° — (16m® +16m° )= 64m° (252)
det H, =(-1)**m* det H, = 64m"° (253)

Z rovnic (250), (251), (252) a (253) je zfejmé, ze kladnost hlavnich subdeterminantt
Hurwitzovy matice je splnéna pro m>0. Pro m>0 je tedy uzavieny regulacni obvod

stabilni.
¢) Michajlovo-Leonhardovo kritérium

Dosazenim jw za komplexni proménnou S jmenovatele pienosu uzavieného regulacni

obvodu dle rovnice (247) ziskame
F(jo)=(jo) +4m(jo) +6m?*(jo) +4m®jo+m*
=" - j4me’® —6m*e’ + j4m*w+m* (254)

Grafickym znazornénim pro @ od 0 do oo ziskdme Michajlovu kiivku. Pribéh Michajlovy

ktivky je znazornén na obrazku (Obr. 17).
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Michajlova kiivka

500 | : -

-600 - : .

700 | - .

800 | : -

-900

1 1
-150 -100 -50) 0 50
Re

Obr. 17. Priubeh Michajlovy krivky

Z prubéhu Michajlovy kfivky dle obrazku (Obr. 17) je ziejmé, Ze kiivka zacina na kladné
realné ose a prochazi kolem pocatku komplexni roviny v kladném sméru ¢tyfmi kvadranty,
coz odpovida stupni jmenovatele pienosu uzavieného regula¢ni obvodu. Uzavieny
regulacni obvod je tedy stabilni.

d) Nyquistovo kritérium
Pomoci Nyquistova kritéria oveéfime stabilitu uzavieného regulaéniho obvodu z ptenosu
otevien¢ho regulacniho obvodu. Uvazujme nésledujici parametry: hmotnost kyvadla

s v . 2
m, = 0,2kg, hmotnost voziku m,=0,5kg, moment setrvacnosti | =0,006kgm*,

v voew

Kofeny jmenovatele pienosu (poly) uzavieného regulacniho obvodu pro zadané parametry

. 631 631 . . |a .
50U P=0 Py =y Pe=mypg Pe=78 (obeent B =0, pZ:JJa:Z’ p;—lg,

P, = —4m).
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Pro zadané parametry ma tedy pienos uzavien¢ho regulacniho obvodu jeden nestabilni pol
(p,) ajeden pol na hranici stability ( p,), ktery se pro Nyquistovo kritérium nepovazuje za

nestabilni.

Pribéh amplitudové-fazové frekvencni charakteristiky (Nyquistovy kiivky) otevieného

regulaé¢niho obvodu je znazornén na obrazku (Obr. 18).

MNyquistova kfivika

25} ; 4

[
T
1

[}
[y}
T
|

[}
(A}
T
1

Obr. 18. Pritbeh amplitudove-fazové frekvencni charakteristiky (Nyquistovy

kiivky) otevireného regulacniho obvodu

Z prubéhu Nyquistovy kiivky otevieného regulaéniho obvodu dle obrazku (Obr. 18) je
ziejmé, Ze kiivka obiha v komplexni roviné bod [-1; 0] pravé jednou (za jeden obé&h se
povazuje zména faze o 180°), coz odpovidd poctu nestabilnich pola otevieného

regula¢niho obvodu. Uzavieny regulac¢ni obvod je tedy stabilni.

12.2.3 Navrh regulitoru pomoci polynomidlni syntézy pro 2DOF strukturu Fizeni

Hledame regulator, ktery zajistuje stabilitu systému fizeni, asymptotické sledovani zadané
hodnoty a kompenzaci poruch. Pro vypocet uvazujme, Ze vstupni veli¢inou regula¢niho
obvodu bude pouze zadana hodnota ve tvaru skokové funkce. Poruchy pro jednoduchost

neuvazujeme. Za téchto pfedpokladi plati
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w(t)=1n(t)=v(t)=0— W(s)%,n(s): v(s)=1
Pro jmenovatele obrazu zadané veliciny, resp. poruch pak plati
f(s)=s,f (s)=f,(s)=1
tedy stupefi polynomu f,(s) je roven 1.
Pro polynom f,(s) plati
f,(s)=NSN(f,(s), f,(s))= NSN(L1)=1 (255)
tedy stupefi polynomu f,(s) je roven 0.
Dle doporutenych stupti polynom plati
k >deg f,(s)-deg f,(s)-dega(s)=1-0-2=-1, k<O0=k=0
deg q(s)=deg a(s)+deg f,(s)-1=2-0-1=1
deg p(s)>dega(s)-1+k =2-1+0=1
degr(s)>deg f,(s)-1=1-1=0
degd(s)>2dega(s)+deg f,(s)-1+k=4+0-1=3
degt(s)=degd(s)—deg f,(s)=3-1=2
tedy
q(s) = oS+ (256)
B(s)=Ps+ M, (257)
p(s)=p(s)f,(s)= p.s+py (258)
r(s)=r, (259)
d(s)=(s+m)’ (260)
t(s)=t,8% +t,s+t, (261)

Dosazenim rovnic (230), (231), (232), (256), (258) a (260) do diofantické rovnice
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a(s)p(s)+b(s)a(s)=d(s)
ziskame
(8,52 +a, ;S + Py )+ by (G5 +Gp ) = (5 + mY’ (262)
Roznasobenim rovnice (262) ziskame
a,p,s° +a,p,5% +(a,p, + 0,0, )s + 2, py +byq, =° +3s°m+3sm? +m*®  (263)

Porovnanim koeficientd rovnice (263) ziskame

g3 a,p, =1
52 a,p, =3m
st a, p, +b,q, =3m?
g0 a, P, +b,q, =m®

kde pro hledané koeficienty zpétnovazebniho regulatoru plati

1
P, = a_2 (264)
p _3m 265
T, (265)
3m2 -
G, = 3m’ —a,p, _ a, (266)
' b, b,
m| m? — 33
q, = m3 — 3P _ a, (267)
’ b by

Dosazenim rovnic (264), (265), (266) a (267) do vztahu pro pifenos zpétnovazebniho

regulatoru ziskame vysledny ptenos zpétnovazebniho regulatoru ve tvaru
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a, a,
S+
_as) _ as+0y _ by by
Gle)-de) Gt B
p(s) P.S+pg 1..3m
a‘Z a‘Z
(3m2 —Z‘JJS + m[m2 —:;0]
a 2 2
b, S+3m (268)
kde
by =m,|
a, = —(mt + mp)mpgl
a, =(m +m_ Y1 +m 12)-m 22
Dosazenim rovnic (230), (259), (260) a (261) do diofantické rovnice
f, (s)(s)+b(s)r(s)=d(s) (269)
ziskame
s(t252 +1,5 +t0)+ b,r, = s® +3s’m+3sm’ + m° (270)

Jedinym hledanym parametrem je parametr r;, pro ktery porovnanim koeficienti plati

r=-— (271)

Dosazenim rovnic (264), (265) a (271) do vztahu pro pienos piimovazebniho regulatoru

ziskame vysledny pfenos pfimovazebniho regulatoru ve tvaru

m
) n b
G = = = 272
00 hs e, T, 3 o
a‘Z a‘2

kde
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2
|2

_ 2
a, _(mt +meI +ml )—mp

Pro ovéteni funkcénosti regulatoru vyuzijeme program MATLAB/SIMULINK. Uvazujme
néasledujici parametry: hmotnost kyvadla m,=0,2kg, hmotnost voziku m, =0,5kg,

moment setrvacnosti | =0,006 kg.mz, gravitatni zrychleni g =9,8 m.s?, vzdalenost

2%

(Ghlu vychyleni kyvadla (p(t)) z 0 rad na 0,05 rad (= 2,86°). V c¢ase t =10 pozadujeme
skokovou zménu zadané veli¢iny W(t) (Ghlu vychyleni kyvadla go(t)) z 0,05 rad na 0 rad.

Funkeci regulétoru budeme ovérovat pro rizné hodnoty parametru m.

Sestaveny model regula¢niho obvodu je zobrazen na obrazku (Obr. 19).

w

p1.s+p0

Repeating
Sequence GR(s)

b0

— a2s?+als+a0 |V Scope
| ;

p1.5+p0 G(s)

GQ(s)

Obr. 19. Simulacni obvod pro model inverzniho kyvadla na voziku s reguldatorem pro

2DOF konfiguraci rizeni

Grafické srovnani regula¢nich pochodii pro rizné hodnoty parametru m je uvedeno v
ptiloze (P VII). Z grafického srovnani je ziejmé, ze regulator funguje dle pozadavkda.

TaktéZ je zfejmé, Ze zvySovanim hodnoty parametru m, tedy vzdalovanim polu od hranice

stability dochazi ke zrychleni fizeni, coz odpovida dle [1, s. 61].
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13 MODEL SYSTEMU HLADIN DVOU NADRZI S KAPALINOU

13.1 Simulaéni model

Ze ziskané diferencidlni rovnice (125) a (126) muZzeme snadno sestavit simulacni model
systému. K tvorbé simulacniho modelu systému hladin dvou nadrzi s kapalinou, ktery je

zobrazen na obrazku (Obr. 20), byl vyuzit program MATLAB/SIMULINK.

= ;I 1(C1)

- Gain

Multiport (C1*R1)
Switch

Gain1

FrYyvy

Repeating
Sequence 1(C2*R1)

Scope2

T

— ;I 1C2)

Multiport

Switch1

1/(C2*R2) |—

Gains

UCTRY) f—

Gainb

Obr. 20. Simulace systému hladin dvou nadrzi s kapalinou

Tato jednoducha simulace umoziiuje pozorovat zmény vysky hladiny h(t) a h,(t) 1. a 2.
nadrze vlivem zmény objemového prutoku qil(t) a qiz(t) pfivodniho potrubi do 1. a 2.
nadrze. Pribéh objemového pritoku qil(t) a qiz(t) je nastavitelny. Pro volbu pribéhu
objemového pritoku qil(t) a qiz(t) je zde na vybér skokova funkce, harmonicka funkce

nebo jiny nastavitelny priabéh.
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13.2 Vypocetni ¢ast

13.2.1 Maticovy prenos (levy maticovy zlomek)

Pokud provedeme Laplaceovu transformaci rovnice (125) a (126) pii uvazovani nulovych

pocatecnich podminek, ziskdme rovnice ve tvaru

1 1 1
oo g e - 2o @)

Yl(s)+[s+ 1, 1 )yz(s):iuz(s) (274)

CZ Rl CZ Rl C2 R2

které po prepsani do maticového tvaru piejdou do tvaru

1 1 1

S+ - — 0
ClRl ClR]_ Yl(s):| — C]_ |:Ul(s):| (275)
— - S+ 1 + 1 Y2 (S) 0 i U 2 (S)
C:2 Rl CZ Rl CZ R2 CZ
Maticovy ptenos (levy maticovy zlomek) ziskdme feSenim rovnice
G(s)=Al(s)B. () (276)
kde
1 1
""CR " CR
As)=| Ly 277)
- S+ +
CZ R1 CZ Rl CZ RZ
=0
B.(s)=| @ | (278)
0 —
G,
Inverzni matici A[*(s) vypoéteme dle vztahu
AL(S)=——— adiA, (5) (279)
det A (s)

kde
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detA (s)=|s+ 1o et 1 [ L -1
CR |\~ C,R GC,R, C,R, | C,R
, (1 1 1 1
=Ss"+ + + S+ (280)
CR C,R C,R,) CRC,R,
_ . . :
(_ 1)1+l S+ (_ 1)1+2 _
. CR, CR,
adjA, (s)= ) . .
(_ 1)2+l _ (_ 1)2+2 S+ +
L C,R, C,R GCR,
[ 1 1 1
T C,R " C,R C.R
— 2 Ji 2° %2 1" (281)
S+
L CZ Rl ClRl
Dosazenim rovnice (280) a (281) do rovnice (279) ziskame
1 1 1
1 "CRCR CR
All(S)Z 2 1 2'%2 1 1 (282)
) 1 1 1 1
s*+ + + S+ S+
CR, C,R GC,R,) CRC,R, CR, CiR,

Maticovy pienos (levy maticovy zlomek) ziskame dosazenim rovnice (278) a (282) do

rovnice (276). Tedy

1 1 1
1 "CR'CR, C
G(S)z ZR%I_ 22 lRi
, (1 1 1 1 st
S*+ + + S+
CR C,R C,R, CRC,R, CR CR
R
C, _ 1
C S° + + + S+
i 2 CRR, C,R, C,R,]” CRC,R,
[ 1 1 jl 1
S+ + —
C,R GR,)C C.CR, (283)
1 1)1
S+ —
L C1C2R1 ClRl Cl
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13.2.2 Prevod levého maticového zlomku na pravy maticovy zlomek

Pro ptevod levého maticového zlomku na pravy maticovy zlomek vyuzijeme sloupcovych
uprav dle schématu
A (s)|B.(s) Cls)| o
0 Upravy XP
0 E Yo

sloupcové

~B,(s) (284)
As(s)
Jelikoz hledame pouze matice B,(s) a A,(s), sta&i splnit pouze pravou ast schématu.

Dosazenim rovnice (277) a (278) do schématu (284) a provedenim sloupcovych tprav

ziskdme

E 0
0
s+ 1 R
CR CR, C,
1 1 1 1
- S+ + 0 —| 4. c
B C,R, C,R. CR, Col ia c,
= 1 0 0 O ‘
0 1 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1]
S+ L _ 1 1 O |
CR CR
1 1 1
- + + 0 1 3.5l x (=s) kLsl.
CZRl CZRl CZ RZ 4.5l x (=s) k2:sl.
1 0 0 O
0 1 0 O
0 0 C, 0
0 0 0 C,|
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1 B 1 1 0
CR CR 1
3 1 1 N 1 0 1 3.sl. x R k2.sl.
C,R, C,R C,R, 45l x clel KL.sl.
1 0 0 O >
0 1 0 O
~Cs 0 C, 0
0 -Cs |0 C,
L 0 1 O
CR,
0 1 + L 0 1 3.5l x (LLJ KL.sl.
C,R  CR, L ClRll
1 0 O O 4‘SI'X[1_ﬁ_C2RZ k 2.sl. .
0 1 0 O
~Cys 1 C, 0
R,
1 ~C,s 0 C,
L Rl i
I 1 0 1 0]
0 1 0 1
1 0 0 0 Lsl. x (-1) k3.sl.
0 1 0 0 2.sl. x (1) k4.sl. 5
— Cls + C1 - i i C1 0
Rl R1
i —CZS—i—CZ—i—i 0 C2
L Rl Rl Rz |
i 1 0 0 0 i
0 1 0 0
1 0 -1 0
0 1 0 -1
1 1 1 (285)
-Cs+C,—— — Cs+— -
Rl Rl 1 Rl
L —Czs+C2—i—i L Czs+i+—
L Rl Rl Rz Rl Rl 2

Dle schématu (284) plati

(286)
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Cls+i L
As)=| T A (287)
_i C S+i+i
R1 ? Rl RZ

13.2.3 Maticovy prenos (pravy maticovy zlomek)
Maticovy pienos (pravy maticovy zlomek) ziskame feSenim rovnice
G(s)=B(s)A:(s) (288)

Princip vypoétu je shodny s vypoétem levého maticového zlomku. Resenim rovnice (288)
ziskame pravy maticovy zlomek, jehoz tvar je shodny s tvarem levého maticového zlomku
dle rovnice (283). Z divodu rozsahlosti vypoétu je diikaz této shody uveden v ptiloze (P
VII).

13.2.4 Stabilita systému

Pro urCeni stability mnohorozmérného systému vypocteme determinant matice AL(S),

resp. A,(s). Uvazujme napt. matici A, (s) dle rovnice (287), tedy

1 1
Cs+a "R, C, C C 1
detAP(s):det 1 1 11 1 =C1C252+(—1+—1+—2JS+
I C25+_+_ Rl RZ Rl RlRZ
I:zl R1 RZ

(289)

e +[(c1 +C,)R, +C1R1}+ 1

Rl R2 Rl R2
Pokud uvazujeme kapacity nadrzi C,,C, >0 a odpory ventili R, R, >0, je splnéna nutna

podminka stability a systém je tedy stabilni.

13.2.5 Navrh maticového regulatoru

Pfi navrhu mnohorozmérného reguldtoru pozadujeme stabilitu systému, zajiSténi
asymptotického sledovani zddané hodnoty a kompenzaci poruch. Uvazujme, Ze vstupni
veli¢inou do obvodu je pouze zddana veli¢ina ve tvaru skokové funkce. Pro jednoduchost

neuvazujeme pusobeni poruch.
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Stabilita systému, asymptotické sledovani zadané hodnoty a kompenzace poruch je

zajiSténa feSenim rovnice

AL(8)F(s)Pe () +B_(s)Q, (s) = D(s) (290)
kde
1
*TCR " CR,
As)=| T Lty (291)
- S+ +
C2R1 CZRl CZRZ
Ci 0
B.(s)=| * (292)
0 I
CZ

Jelikoz uvazujeme plsobeni pouze Zadané hodnoty ve tvaru skokové funkce, matice F(S)

bude tedy ve tvaru

F(s){S O} (293)

0 s

Déle uvazujme obecné poly —m,, —m, polynomu d,, které se nachazi na hlavni diagonale

matice D(s).

Jelikoz nejvyssi stupen polynomu matice A(S), resp. AL(S) je 1, polynomy d, budou

stupné 2, tedy dvojnasobného stupné dle [8, s. 13]. Matice D(s) bude tedy ve tvaru

D(s)= {(s +m) 0 } (204)

0 (s+m,)

Matice Q. (S) a Pp, (S) nutné pro sestaveni zpétnovazebniho regulatoru, jehoz pienos je ve

tvaru

Go(5)=Qp(5)P*(s) = Qp (SKF(S)Pey (s))* (295)

ziskame dosazenim rovnice (291), (292) a (293) do schématu
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AL(S)F(S) BL(S) sloupcove D(S) 0
E 0 |—e2w yp (s)|—B,(s) (296)
0 E Qx(s) | Asls)
Jelikoz hledame pouze matice QP(S) a PPO(S), staci splnit pouze levou cast schématu.

Pomoci sloupcovych tprav piejdeme do tvaru

AL(s)F(s)| BL(s)

E 0
0 E
s?+ S _ 1 s 1 0
Cl ClRl Cl
- S sz+[ L + L ]s 0 1 3sixc,
_ C,R, C,R CR, C, 45l.xC,
N 1 0 0 O
0 1 0 O
0 0 1 0
i 0 0 0 1]
s*+ S _ 1 S 1 0
Cl ClRl L
3.5l x s k2.sl.
R . GR
C2 Rl CZRl C2R2 4.sl. x C2R1S k1.sl.
1 0 0 O ”
0 1 0 O
0 0 C 0
i 0 0 0 C,|
s+ L S 0 1 0
Cl
L 2 Sl
0 52 N 1 N 1 . 0 1 3.5l x [[Zml—clRJSerl} k1.sl
C?_Rl C2 R2 4.5l x {Zmz—[ﬁJrc 1R ﬂsmg}
1 0 0 0 K2.sl. oo
0 1 0 O
1
a S C O
i S 0 0 C,
. R ]
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s’ +2ms+m] 0 1 0
0 s*+2m,s+m; 0 1
1 0 0 O
0 1 0 O
C/l|2m ——— [s+m] = C, O
ClRl Rl
Ly C, {Zm2 —(L - ﬂs +mot| 0 C,
B Rl CZRl CZRZ |
Dle schématu (296) plati
Poy(s) = L0 298
09)=| (298)
_ 2 . _
C,l| 2m, - S+m; —S
{( 1R1j R,
Qs(s)= (299)

Ly C,3|2m, - 1 s+m;
Rl C2Rl CZRZ

Dosazenim rovnic (293), (298) a (299) do rovnice (295) a naslednou upravou ziskame

vysledny pienos zpétnovazebniho mnohorozmérného regulatoru ve tvaru
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) . )
Cll2m ——— s+ m?
1|:[ 1 C]_Rl] 1i| 1
S R
_ ' (300)
C,{| 2m —[1+ 1 j S+ m?
2 2 2
i C,R CiR,
i R, S ]

Pro ovéfeni funkCnosti regulatoru byl vytvofen simulacni model v programu

MATLAB/SIMULINK. Tento simula¢ni model je zobrazen na obrazku (Obr. 21).

GQs11_num(s)

= = 5511_numis
GQs_denis) 5 e ey
s_den(s B =
GOs)1 T
GQs12_num(s) Gs12_num(s)

GQs_den(s) Gs_den(s)

b
N

GQ(s)12 G(s)12

GQs21_num(s) Gs21_num(s)

GQs_denis) Gs_den(s) > =
GQ(s)21 G(s)21
+ Gs22_num(s)
GQs22_numis) - o
s 2 u2 Gs_den(s)

GQs_denis)

GQ(s)22

Obr. 21. Systém hladin dvou nddrzi s mnohorozmérnym reguldatorem

UvaZujeme nasledujici parametry: kapacita 1. nadrze C, =0,04m?, kapacita 2. nadrze
C,=0,02 m?, odpor ventilu mezi 1. a 2. nadrzi R, =0,3.10°s.m?, odpor ventilu za 2.
nadrzi R,=0,2.10"s.m?. V &ase t=2 pozadujeme skokovou zménu 7adané veliCiny
Wl(t) (vysky hladiny hl(t)) z0na 05m. V case t=10 pozadujeme skokovou zménu
7adané veli¢iny w,(t) (vysky hladiny h,(t)) z 0 na 0,2m. Funkci regulatoru budeme

ove€fovat pro rizné hodnoty parametru m, a m,.

Grafické srovnani regulacnich pochodii pro rizné hodnoty parametru m, a m, je uvedeno
v piiloze (P IX). Z grafického srovnani je zifejmé, Ze regulator funguje dle pozadavkd.
Taktéz je zfejmé, ze zvySovanim hodnoty parametru m, a m,, tedy vzdalovanim pola od

hranice stability dochazi ke zrychleni fizeni, coz odpovida [1, s. 61].
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Jelikoz zména jedné zadané veliCiny zptisobuje zménu nejen vlastni vystupni veli¢iny, ale 1

druhého vystupu, jedna se o neautonomni systém. [1, s. 77]
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14 SBIRKA ULOH K SAMOSTATNEMU PROCVICOVANI

14.1 Ulohy k jednotlivym vypo¢etnim metodam a postupiim

1) Pomoci defini¢niho vztahu Laplaceovy transformace uréete Laplacetiv obraz zadané

funkce f(t).

1. f(t)=3 2. ft)=e™
3. f(t)=2t 4. f(t)=t>
5. f(t)=sin(3) 6 f(t)=1+%t3

2) Najdéte original f(t) ze zadaného obrazu funkce F(S) pomoci zpétné Laplaceovy

transformace
a) s vyuzitim véty o residuich

b) rozkladem na parcialni zlomky a vyuzitim slovniku Laplaceovy transformace

1 1
1. F(s)=— 2 E(s)e—_ T
s) s?+4s+3 (s) s +s+1
S+2 2
3. F(s)=———= 4. F(s)=
() (s+3)s+4) ) s(s+1)°

3) Najdéte teSeni zadané diferencialni rovnice s vyuzitim pfimé a zpétné Laplaceovy

transformace.
1 y"(t)+4y'(t)+3y(t)=1y(0)=0,y(0)=0
2. y'(t)+4y(t)=2y(0)=1
3. 2y'(t)+5y(t)=e™,y(0)=0

4) Uréete impulsni funkci i(t), ptechodovou funkci h(t) a pociteéni a koncové

hodnoty téchto funkci ze zadané prenosové funkce G(S).
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3 s+1
. = 4, G(S)=———
3. 6(5) s2+65+6 ) (s+2)s+3)

5) Urcete frekvencni pienos G(jw) ve slozkovém i exponencialnim tvaru ze zadané
pfenosové funkce G(S). Dale urcete pocatek, konec a pfiblizny pribch

amplitudové-fazové frekvencni charakteristiky (Nyquistovy kiivky) v komplexni

roviné.
2 1
1. G(s)=——— 2 G(s)=——
(s) s+4 (s) 2s® +2s+1
5 s+1
3. G(s)=——— 4. G(s)=————
@)15¥+%+3 @)(m2k+$

6) Rozhodnéte o stabilit¢ zadaného polynomu F(S) (nejprve ovéite, zda je splnéna

nutnd podminka stability) pomoci
a) Routh-Schurova kritéria
b) Hurwitzova kritéria

c) Michajlova-Leonhardova kritéria

1. F(s)=s’+2s*+3s+4

2. F(s)=3s"+5s° +4s® +2s+1

3. F(s)=2s"+3s®+4s” +4s+1

4. F(s)=2s°+4s* +3s® +2s° +3s+5

7) Pomoci Nyquistova kritéria stability rozhodnéte, zda je uzavieny regulac¢ni obvod

stabilni. Pfenos otevien¢ho regulacniho obvodu Gg (S)=GR(S)GS (S) urete ze

znalosti prenosu regulatoru Gg(s) a prenosu regulované soustavy Gq(s).

1
1. G =2, G =
+(5) 5(5) s2 42542

3 2

2 = — = —_—
6.60--2 . 6.2
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3. Gys)=— G:(5)={ 2

T 3s+41 s—2)s-3)

8) Urcete vnéjsi popis (pfenos) systému ze zadaného vnitiniho (stavového) popisu

systému.

oL el

9) Urcete vnitini (stavovy) popis systému ze zadaného vnéjSiho popisu (pfenosu)

systému
a) primou metodou
b) metodou postupné integrace

c) metodou Jordanova kanonického tvaru

1 2
1. G(s)=—"— 2. G(s)=——o—
s) S+2 (s) s> +6s5+6
s+1 s?-3s+5
3. G§)=—+——— 4. G(s)=——""*=
ey S
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10) Naleznéte fundamentalni matici systému (I)(t) a nasledné¢ vyieste

a) homogenni stavovou rovnici (vstupni signal u(t): 0) systému dle zadané¢ho
vnitiniho (stavového) popisu a ovéite, Ze vystupni rovnice y(t) je pro

pocate¢ni podminky stavu X(O) =B rovna impulsni funkci systému.

b) nehomogenni stavovou rovnici systému dle zadaného vnitiniho (stavového)
popisu a ovéite, Ze vystupni rovnice y(t) je pro nulové pocatecni podminky

stavu x(0) a vstupni signal u(t)=1 rovna prechodové funkci systému.

oL el

%(t)

11) Oveite tiditelnost, dosazitelnost, pozorovatelnost a rekonstruovatelnost systému ze

TORCIRE Y0

zadaného vnitiniho (stavového) popisu.

x(t)

ol P A EH

ok o)

12) Naleznéte transformaéni matici Q mezi dv€ma tvary vnitiniho (stavového) popisu

systému.
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0- 0 2
120
14)Naleznéte nejveétsi spoleény délitel zadanych cisel, resp. polynomd pomoci

zobecnéného Euklidova algoritmu.

1. NSD(6,27)
2. NSD(34,141)
3. NSD(s+15+2)

4. NSD(s?+5s+6,5+2)

15) Reste zadanou diofantickou rovnici
a) metodou neurcitych koeficientt

b) pomoci zobecnéného Euklidova algortimu
1. (s?+55+6)x(s)+(s+1)y(s)=s+4
2. (s?—25—2)x(s)+(s+2)y(s)=25+2
3. (3% —5s+4)x(s)+(3s—1)y(s)=5%+25+5

16) Navrhnéte regulator pro 1DOF a 2DOF konfiguraci fizeni, ktery zajist'uje stabilitu
obvodu, asymptotické sledovani zddané hodnoty a kompenzaci poruchy. Pienos
fizené soustavy G(S) a veli¢iny (Zadana hodnota W(t), porucha na vstupu do fizené
soustavy V(t), porucha na vystupu fizené soustavy n(t)) vstupujici do regulacniho
obvodu uvazujte dle zadani. Navrh proved’te pro 2 rtizné hodnoty m (nasobného

pélu —m). Simulacné ovéite funkEnost navrzeného regulatoru a srovnejte regulacni

pochody pro rtizné volby m.

1 G(s)=3siz, w(t)=1, n{t)=v(t)=0

2. G(s)=——, w(t)=n(t)=v(t)=1

T s24+2543
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17) Uréete prenosovou matici G(s)=A*(s)B,(s) (levy maticovy zlomek) systému,
ktery je zadan soustavou linearnich diferencialnich rovnic. Uvazujte nulové

podhtedni podminky. Dale rozhodnéte o stabilité systému.
1 yl(t)+2y,(t)+ v, (t)=u,t)+2u,(t)
1(t)+ Y5 (t)+ 3y, (t)=3u, (t)+4u, (1)
2. 2y!(t)+y,(t)+3y,(t)=—-0,5u,(t)+u,(t)
2y, (t)+ y4(t)+ 4y, (t) = —2u, (t) + 2u, (t)
3. y;(t)+8y,(t)+5y,(t)=5u,(t)+6u,(t)
7y, (t)+ y; (t)+ 4y, (t)=9u,(t)+5u,(t)

18)Naleznéte pravy maticovy zlomek G(s)=B,(s)A,(s) systému ze zadaného

levého maticového zlomku G(s)=A*(s)B, (s) systému.

1. G(s)zALl(S)BL(S)Z_S:2 X TE ﬂ

i s+4
s+3 -2]f05 -1
2 a-ader- 0 AT T

> c-aoe [ 5 fog o

19) Reste zadanou maticovou diofantickou rovnici.

L el el )
SRR R

s 200 e 7 e
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20) Navrhnéte dvourozmérny maticovy regulator, ktery zajiStuje stabilitu obvodu,
asymptotické sledovani zadané hodnoty a kompenzaci poruchy. Pfenos fizené
soustavy G(s) a veli¢iny (z4dané hodnoty w;(t) a w,(t), poruchy na vstupu do
fizené soustavy V,(t) a v,(t), poruchy na vystupu fizené soustavy n(t) a n,(t))
vstupujici do regula¢niho obvodu uvazujte dle zadani. Navrh proved’te pro 2 rtizné
volby m, a m, (nasobného poélu —m, a —m,). Simulacné ovéite funkénost
navrzeného regulatoru a srovnejte regulac¢ni pochody pro riizné volby m, a m,.

1. G(S)ZALl(S)BL(S){HZ 3 TF 3}

1 s+4| |1 4

Wl(t):wz(t)zljpw(s){s 0}

0 s

14.2 Ulohy k jednotlivym modeliim

14.2.1 Model mechanického oscilatoru

1) Mechanicky oscilator dle obrazku (Obr. 4) je tvofen télesem o hmotnosti m = 2 kg,
tlumi¢em s koeficientem tlumeni b=2kgs™ a pruzinou s tuhosti k =4kgs™.

Te€leso mechanického oscilatoru se nachazi v rovnovazném stavu. V ¢ase t=0
zaCne na téleso nahle pusobit sila F=3N. Urcete vychylku od rovnovazného

stavu, ve které se téleso ustali.

2) Mechanicky oscilator dle obrazku (Obr. 4) je tvofen télesem o hmotnosti m=1kg,

tlumi¢em s koeficientem tlumeni b=3kgs™ a pruzinou s tuhosti k =2kgs™.
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3)

14.2.2

1)

2)

Téleso mechanického oscilatoru se nachazi v rovnovazném stavu. V ¢ase t =0 je

téleso posunuto o 0,2m smérem doli a nasledné uvolnéno s pocatecni rychlosti
0,1ms?, tedy x(0)=0,2m a x(0)=01m.s™. Na tleso mechanického oscilatoru
nepusobi zadna vnéjsi sila. UrCete a nasledn€¢ znazornéte prabéh polohy X(t) a
rychlosti v(t)=x'(t) télesa mechanického oscilatoru. Pro ovéfeni spravnosti

vysledku mizete vyuzit funkci initial programu MATLAB.

X(s)
F(s)

(Obr. 4). Nasledné urcete vnitini (stavovy) popis pomoci 3 uvedenych tvari pro

Urcete vngjsi popis (pfenos) G(S): mechanického oscilatoru dle obrazku

pfevod vnéjsiho popisu na wvnitini popis. Urcete transformaéni matice mezi
jednotlivymi stavovymi popisy. Uvazujte nasledujici parametry: té€leso o hmotnosti

m=1Kkg, tlumi¢ s koeficientem tlumeni b=2kgs™, pruzina s tuhosti k =3kg.s™.

Model sériového obvodu RLC

Sériovy obvod RLC dle obrazku (Obr. 5) je tvofen rezistorem s odporem R=2Q,
civkou s indukénosti L =1H a kondenzéatorem s kapacitou C :% F. Vcase t=0

je k obvodu pfipojen zdroj napéti. Napéti zdroje je u(t)=U,sin(at), kde U, =2V
a w=1rad.s™. Urcete proud i(t) prochdzejici obvodem. Pro feSeni uvazujte nuloveé
pocatec¢ni podminky.

Sériovy obvod RLC dle obrazku (Obr. 5) je tvofen rezistorem s odporem R =20,

civkou s indukénosti L =1.10"°H a kondenzitorem s kapacitou C =40.10"*F.

Urcete pfenos systému G(s): I(S)

u(s)

MATLAB zobrazte frekvencni charakteristiky v logaritmickych soufadnicich

a nasledné pomoci funkce bode programu

(Bodeho kiivky). Z logaritmické amplitudové frekvenéni charakteristiky odectéte
rezonan¢ni frekvenci a jeji hodnotu ovéite pomoci Thompsonova vztahu

1
f = .
* 2zJLC

soufadnicich i pro jiné hodnoty odporu R (napt. R=20Q a R=200Q) a pokuste

Dale zobrazte frekvencéni charakteristiky v logaritmickych
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se vysvétlit vliv velikosti odporu R na maximum logaritmické amplitudoveé

frekvenc¢ni charakteristiky.

3) Sériovy obvod RLC dle obrazku (Obr. 5) je popsan vnitinim (stavovym) popisem
)] (22 _ox(®)] [1
MR IR HE
X3 (t) 1 0 X, (t) 0

o o1
I(s)

ktery odpovida prenosu G(s) = "L Reste homogenni stavovou rovnici (vstupni

U(s)
signal u(t) =0) pro poc¢ate¢ni podminky X(O): B, tedy pocate¢ni podminky rovny
matici buzeni. Dokazte, Ze vystupni rovnice je pro vstupni signal u(t):O a
pocateCni podminky X(O): B rovna impulsni funkci systému. Nasledné vyfteste
nehomogenni stavovou rovnici, uvazujte vstupni signal u(t) =1 a nulové pocate¢ni
podminky. Dokazte, Zze vystupni rovnice je pro vstupni signal u(t)zl a nulové

pocatecni podminky rovna ptfechodové funkci systému.

14.2.3 Model inverzniho kyvadla na voziku

1) Urcete pienos G(S)= X(S) inverzniho kyvadla na voziku dle obrazku (Obr. 6) a

F(s)
simulacné ovéite, jak se projevi pribéh polohy voziku pii zméné parametru m
(nasobného polu —m) pii regulaci thlu vychyleni kyvadla napt. s regulatorem pro
IDOF konfiguraci fizeni. UvaZujte nésledujici parametry: hmotnost kyvadla

m, = 0,2kg, hmotnost voziku m, =0,5kg, moment setrvacnosti | =0,006 kg.m?,

uvazujte skokovou zménu zadané hodnoty W(t) (vychylky kyvadla), poruchy
zanedbavejte.

2) Urcete stavovy popis inverzniho kyvadla na voziku dle obrazku (Obr. 6) zavedenim
stavovych proménnych X(t), (p(t) a jejich derivaci X'(t), go'(t). Rozhodnéte o

fiditelnosti, dosazitelnosti, pozorovatelnosti a rekonstruovatelnosti systému.
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14.2.4 Model systému hladin dvou nadrzi s kapalinou

1) Urcete stavovy (vnitini) popis systému dvou hladin nadrzi s kapalinou dle obrazku
(Obr. 7) zavedenim stavovych proménnych hl(t) a h, (t), ktery nasledné pieved’te
na vnéjsi popis (pfenos) systému. Parametry systému jsou: kapacita 1. nadrze
C1=1m2, kapacita 2. nadrze Cz=2m2, odpor ventilu mezi 1. a 2. nadrzi
R =10s.m?, odpor ventilu odtokového potrubi z 2. nadrze je R,=5s.m?.
Nasledn¢ uvazujte: systém je v ustdleném stavu, tedy odchylky od ustilenych
hodnot pritoku a vysky hladiny g, (t), q,(t), h(t), a h,(t) jsou rovny 0. V &ase

t =0 se na velmi kratky okamzik zvysi prutok ptivodnim potrubim do 2. néadrze.
ZvySeni pratoku je velmi velké (uvazujte Diracovu funkci). Toto velmi velké
zvySeni prutoku na velmi kratky ¢asovy okamzik zptisobi nahly vzrust hladiny 2.
nadrze, ktery je nasledovéan poklesem vlivem odtokového potrubi. Vzrist hladiny 2.

nadrze zpusobi také vzrist hladiny 1. nadrze. Urcete Cas t, kdy pro odchylky vysky
hladiny od ustalenych hodnot plati h(t)=h,(t)=0.

2) Uvazujte systém dvou nadrzi s kapalinou dle obrazku (Obr. 7) s nasledujicimi
parametry: kapacita 1. nadrze C,=2m’, Kkapacita 2. nadrze C,=3m?’, odpor
ventilu mezi 1. a 2. nddrzi R =0,110*s.m?, odpor ventilu odtokového potrubi z 2.
nadrze je R,=0210°s.m?. Urete pienos systému a néasledné navrhnéte
mnohorozmérny reguldtor, ktery zajiSt'uje stabilitu obvodu, asymptotické sledovani
7adané hodnoty a kompenzaci poruchy. Zadané hodnoty uvazujte ve tvaru linearni

rampy (w, (t) =W, (t) =t), poruchy wuvazujte ve tvaru skokové funkce
(v,(t)=Vv,(t)=n,(t)=n,(t)=1). Navrh regulitoru provedte pro parametry m, =1 a

m, = 2. Ovéfte stabilitu vysledného regula¢niho obvodu.
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ZAVER
Tato prace svym obsahem kopiruje napli cviceni pfedmétu Teorie systémil, jenz je

vyucovan ve 3. ro¢niku bakalarského studia oboru Informac¢ni a fidici technologie na

Fakulté aplikované informatiky Univerzity Tomase Bati ve Zling.

V teoretické Casti prace je uvedeno shrnuti teorie k feSené problematice, jez je nasledné
vyuzito v praktické casti k demonstraci vypocetnich metod a postupii na vybranych
modelech spojitych dynamickych systéml. Celkem byly vybrany 4 modely systémi z
ruzné¢ho odvétvi (mechanicky, elektricky a hydraulicky systém) s cilem co nejnazornéji
demonstrovat jednotlivé vypocetni metody a postupy. Soucasti teoretické Casti je také popis
vybranych modeli dynamickych systému, ktery je doplnén o matematické odvozeni a

obrazky s vyznacenim jednotlivych veli¢in a plsobicich sil.

V praktické casti je ke kazdému z modelll vytvofena simulace v programu
MATLAB/SIMULINK umozZiiujici ménit parametry daného systému a sledovat odezvu
systému na rizné volitelné vstupni signaly. Pro snadné ovladani a nastaveni simulaci je ke
kazdé simulaci vytvofen pomocny program. Nésleduje vypocetni ¢ast, ve které jsou na
jednotlivych modelech systémli demonstrovany jednotlivé vypocetni metody a postupy
nejprve obecné, nasledné dosazenim zvolenych parametra. JelikoZ je tato prace vytvafena
jako studijni materidl, veskeré vypocty a odvozeni jsou uvedeny véetné vSech krokt. V
zaveéru praktické Casti je vytvofena sbirka nefeSenych uloh urcend k samostudiu, jez
obsahuje ulohy k procviceni jednotlivych vypocetnich metod a postupt, ale také ulohy k
jednotlivym modelim. Tyto tlohy byly vytvofeny tak, aby se jejich obtiZnost postupné
zvySovala a v pripadé modeld zachytily charakteristickou vlastnost daného modelu.
Soucasti prace jsou dale programy a simulacni modely vytvotené v prostiedi
MATLAB/SIMULINK. Tyto soubory jsou dostupné na pfilozeném CD a mohou byt
vyuzity napiiklad k demonstra¢nim uceliim pfi studiu, ale také jako pomucka k vyfeSeni

samostatnych ukoll ve vytvorené sbirce.
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ZAVER V ANGLICTINE

This work replicates with its content filling tutorial of Systems Theory, which is taught in
the 3rd year Bachelor's degree in Information and Control Technologies, Faculty of

Applied Informatics at Tomas Bata University in Zlin.

In the theoretical part is mentioned a summary of the theory to solve problems, which is
subsequently used in a practical part to demonstration of computational methods and
procedures on selected models of continuous dynamic systems. Totally 4 models of
systems were selected from different sectors (mechanical, electrical and hydraulic system)
in order to most clearly demonstrate the individual computational methods and procedures.
The theoretical part includes also a description of the selected models of dynamic systems
which is complemented by mathematical derivation and pictures showing the various

quantities and acting forces.

In the practical part is to each of the models created simulation in MATLAB/SIMULINK
enabling changing parameters of the system and to monitor the response of the system to
various optional input signals. For easy operation and setting of simulations is for each
simulation created utility. The following is computational part in which are on the
individual models of systems demonstrated individual computing methods and procedures
in general first, then inserting the selected parameters. Since this work is designed as a
study material, all calculations and derivation include all steps. In conclusion of the
practical part is formed a collection of unsolved problems designed for self-study, which
contains tasks to practice various computational methods and processes, but also the tasks
to the individual models. These tasks were designed to gradually increase the difficulty and
in case of the models captured the characteristic of the model. Part of this work are also
programs and simulation models created in MATLAB/SIMULINK. These files are
available on the attached CD and can be used for example for demonstration purposes in

the study, but also as a tool to solve the separate tasks in the created collection.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

Seznam symbolii

A
A(w)
B

C

D

E
F(s)
f(t)
G(jw)
G(s)
h(t)
i(t)

U(jw)

matice systému

amplituda frekvencniho pfenosu
matice buzeni

matice vystupni

matice prevodu

jednotkova matice

obraz Laplaceovy transformace
funkce realné proménné t
frekvencéni pfenos

pienosova funkce

prechodova funkce

impulsni funkce

imaginarni jednotka

operator piimé Laplaceovy transformace
operator zpétné Laplaceovy transformace
nuly (kofeny c¢itatele) prenosu
matice fiditelnosti

poly (kofeny jmenovatele) prenosu
matice pozorovatelnosti
transformacni matice

operator komplexni proménné
operator ¢asu

Fouriertiv obraz vstupni veli¢iny
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U(s)
u(t)
u(t)
X(t)
Y(jw)
Y(s)
y(t)
y(t)
(1)
¢(w)

w

Vyznam dalSich symbolti je uveden ptimo u jejich vyskytu v textu.

Laplacetiv obraz vstupni veliCiny
vstupni veli¢ina

vektor vstupnich velicin

vektor stavovych proménnych
Fouriertiv obraz vystupni veliCiny
Laplacetiv obraz vystupni veli¢iny
vystupni veli¢ina

vektor vystupnich veli¢in
fundamentalni matice systému
faze frekvencniho pfenosu

uhlova frekvence

Seznam zkratek

1DOF
2DOF
deg

Im
LSDS
MIMO
NSD
NSN
Re

SISO

systém s jednim stupném volnosti
systém se dvéma stupni volnosti
stupent polynomu

imaginarni Cast

linedrni spojity dynamicky systém
systém s vice vstupy a vice vystupy
nejvetsi spolecny délitel

nejmensi spolecny nasobek

realné cast

systém s jednim vstupem a jednim vystupem
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SEZNAM PRILOH

Pl Slovnik Laplaceovy transformace pro nékteré zakladni funkce

Pl Kritéria stability

P 1l Metody pro ptevod pienosové funkce na stavovy popis

PIV Vypocet prechodové funkce mechanického oscilatoru

PV Podrobné vypocty k feseni stavové rovnice sériového obvodu RLC

P VI Pribéhy regulacnich pochodl pro inverzni kyvadlo na voziku s nastavenim

parametrt regulatoru pro 1DOF konfiguraci systému fizeni

PVII Pribéhy regulacnich pochodli pro inverzni kyvadlo na voziku s nastavenim

parametrt regulatoru pro 2DOF konfiguraci systému fizeni
PVIIl  Vypocet maticového ptenosu (pravy maticovy zlomek)

PIX Pribéhy regulacnich pochodi pro systém dvou nadrzi s kapalinou S

mnohorozmérnym regulatorem

Programy a simula¢ni modely vytvoiené v prostiedi MATLAB/SIMULINK dostupné na

ptilozeném CD.



PRILOHA P I: SLOVNIK LAPLACEOVY TRANSFORMACE PRO
NEKTERE ZAKLADNI FUNKCE

Original f(t) Obraz F(s)
1. 5(t) 1
1
2. 7(t) S
; t :
|
4 % R
> e s i a
: 1
° e (s+a)’
n!
7. tne—at W
8. sin(at) = fa)z
. w
9. e sin(at) Graf ol
s
10. cos(et) .
—at S
11. e cos(at) Graf+o




PRILOHA P |1: KRITERIA STABILITY

Routh-Schurovo Kritérium

v

mocninu. Kazdy druhy koeficient zleva sepiSeme na novy fadek pod koeficient, ktery
predchazi sepisovanému koeficientu. Koeficienty na nové vytvoieném radku vyndsobime
podilem prvniho a druhého koeficientu pivodniho fadku vynasobeného ¢islem -1. Ziskané
koeficienty pfi¢teme ke koeficientim ptvodniho fadku, ¢imz vznikne novy fadek
koeficientd, ktery je zredukovan o prvni koeficient. Dale opakujeme postup dle schématu

(301) az do poslednich 3 koeficientd. [2, s. 152]

an anfl an—z an—S
a
an—l O a-n,g 0 oee /[_ a L j
n-1
a .d
0 a4 a, , — S a, 3
an—l
(301)
a,, Zo-o 0 - s
an—l a‘n—Sa'n
an—z
a‘n—l
a,,a,,8,>0

Pokud jsou posledni 3 koeficienty redukce kladné, ukonc¢ime vypocet se stanovenim
zavéru, Ze jmenovatel pfenosu systému ma vSechny kotfeny ve stabilni oblasti (nutna

podminka se stava i podminkou postacujici) a systém je tedy stabilni. [2, s. 152]

Pokud se v nékterém tadku po redukci objevi zdporny (nebo nulovy) koeficient, ukon¢ime
vypocet se stanovenim zavéru, ze jmenovatel pfenosu systému ma nestabilni kofen a

systém je tedy nestabilni. [2, s. 152]

Hurwitzovo Kkritérium

Z koeficientll a, jmenovatele prenosu systému vytvofime Hurwitzovu matici



a,; 8,5 a,c 0

a, PR W 0
H,=| O %1 s 0 (302)
" 0 a 0

dle [2, s. 153].

Nasledné vypocteme jednotlivé subdeterminanty Hurwitzovy matice dle rovnice (302) a
oveétime jejich kladnost. Pokud jsou vSechny hlavni subdeterminanty Hurwitzovy matice

vétsi jak 0, dany polynom ma vSechny kofeny ve stabilni oblasti. [2, S. 154]

n-ty subdeterminant, resp. determinant Hurwitzovy matice neni tieba pocitat, jelikoz lze

provést rozvinuti determinantu Hurwitzovy matice podle n-tého sloupce, tedy
detH, =(-1)""a,detH, , =a,detH, , (303)

Z rovnice (303) je ziejmé, ze kladnost n-tého subdeterminantu, resp. determinantu

Hurwitzovy matice vyplyva z kladnosti koeficientu a, (coz je nutna podminka stability).

Michajlovo-Leonhardovo kritérium

O stabilité systému rozhoduje pribéh tzv. Michajlovy kiivky, kterou ziskame dosazenim

jo za komplexni proménnou S jmenovatele pienosu systému a naslednym grafickym

znazornénim pro @ od 0 do . [2, s. 155]

Pokud Michajlova kiivka zacina na kladné realné ose a prochéazi kolem pocatku komplexni
roviny v kladném sméru tolika kvadranty, kolikatého stupn¢ je jmenovatel pienosu, pak je

systém stabilni. [2, s. 155]

Nyquistovo kritérium

Pomoci Nyquistova kritéria miiZeme urcit stabilitu uzavieného regulacniho obvodu z

ptrenosu otevieného regula¢niho obvodu. [5, s. 11]

Pokud otevieny regulacni obvod ma Kk nestabilnich poli, uzavieny regulacni obvod je

stabilni, jestlize amplitudové-fazova frekvencni charakteristika (Nyquistova kiivka)



otevieného regula¢niho obvodu obéhne v komplexni roviné bod [-1; 0] pravé k-krat. Za

jeden obéh se povazuje zména faze o 180°, tedy =. [5, s. 12]

Priichod Nyquistovy kiivky bodem [-1; 0] se za ob&h nepovazuje. S timto souvisi, ze poly
otevien¢ho regulacniho obvodu lezici na hranici stability se pro toto kritérium nepovazuji

za nestabilni. [5, s. 12]

Jestlize je pocet nestabilnich p6la otevieného regulaéniho obvodu roven 0, tedy k =0, pro
uréeni stability uzavieného regulacniho obvodu se pouziva zjednodusené Nyquistovo
kritérium. Podle zjednoduseného Nyquistova kritéria je uzavieny regula¢ni obvod stabilni,

jestlize otevieny regulacni obvod je stabilni a Nyquistova kiivka oteviené¢ho regulacniho

obvodu neobklopuje bod [-1; 0]. [5, s. 12]



PRILOHA P I11: METODY PRO PREVOD PRENOSOVE FUNKCE NA
STAVOVY POPIS
Prima metoda

Pomoci piimé metody lze ziskat stavovy popis systému, ktery ma jednoduchou matici

buzeni B. [6, s. 10]

Uvazujme diferencialni rovnici
a,y"(t)+a, y"Y(t)+..+a,y(t)=b u™(t)+b, u™P(t)+..+but)  (304)

kde a,, b, jsou konstanty, n je stupen derivace vystupni veli¢iny, m je stupen derivace
vstupni veli¢iny (uvazujme obecné m=n), y(t) je vystupni veliCina, u(t) je vstupni
veli¢ina. [6, s. 10]

Na diferencidlni rovnici aplikujeme Laplaceovu transformaci, kdy pfi uvazovani nulovych

pocatecnich podminek ziskdme pienos ve tvaru

G(s)= Y(s) b(s) b,s"+b, " +..+b, Dbs"+b, s""+...+b,

“U(s) als) as" Jran:ls”‘l +..4+a, as"+a S"t+..+3a, (305)
ktery upravime do tvaru
-2 12
tedy rozdélime prenos na 2 &asti, kde Z(s) je pomocna veli¢ina. [6, s. 10]
Prvni ¢asti pfenosu odpovidé diferencialni rovnice
y(t)=b,z"(t)+b, 2" (t)+..+b,z(t) (307)
dle [6, s. 11].
Prvni ¢asti pfenosu odpovidé diferencialni rovnice
utt)=a,z"@t)+a, 2"V (t)+..+ayzt) (308)

dle [6, s. 11].

Nasledné provedeme volbu stavovych proménnych dle rovnice (308)



pro jejichz derivace plati

dle [6, s. 11].

Dosazenim pomocné proménné Z(t) a n jejich derivaci do rovnice (307) a naslednou

upravou ziskdme vystupni rovnici ve tvaru

y(t)= @xl(t)+...+%xn (t)+ 2 u(0) (309)

dle [6, s. 11].

Pouzitim pfimé metody ziskame stavovy model ve tvaru

x;(t) o 10 O x®7]°
I R
= : S Sl u(t) (310)
' 0 0 0 1 0
Xn—l(t) ao al a2 an—l Xn—l t) i
- Xr:(t)_ _a _a an - an - Xn t - _an_



ab,-b,a, ab —ba ab,_,-ba_ | ° b
t)= n>o n—0 n-1 n-1o L, n-n-1 n~n-1 : ~n t
y(t) { " " +L }u() (311)

! ! SR PAYY

dle [6, s. 11].
Metoda postupné integrace

Pomoci metody postupné integrace lze ziskat stavovy popis systému, ktery ma
jednoduchou vystupni matici C. Na rozdil od metody postupné integrace budeme volit

derivace stavovych proménnych. [6, s. 20]

Uvazujme diferencialni rovnici dle rovnice (304). Rovnici (304) upravime do tvaru dle

rovnice (312) a zavedeme 1. derivaci stavové proménné x/(t). Tedy

3,y () +a,,y" )+ .+ 8 Y(t) = bu(t) = bu™(t)+ b, u "V (O) + ..+ bu'(t)

312
X(t) (312)

dle [6, s. 21].

Provedeme integraci rovnice (312) a zavedeme 1. derivaci stavové proménné x,(t). Tedy

a,y"V(t)+a, ,y "2 (t)+..+ayt)-bu(t)+ x (t)=b,u(t)+b, _u?(t)

%(t)

+...+bu'(t) (313)
dle [6, s. 21].

Dale pokracujeme az k zavedeni 1. derivaci stavové proménné X, (t), tedy

an y'(t)+ an—ly(t)_ bn—lu (t)+ Xn—l (t) = an’(t) (314)
%(t)

kdy integraci rovnice (314) ziskame

a,y(t)+x,(t)=b,ult)
y(t)=——x,(t)+—u(t) (315)

dle [6, s. 21].



Nasledn¢ sestavime soustavu diferencialnich rovnic ze zavedenych derivaci stavovych

proménnych

dle [6, s. 21].

Pouzitim metody postupné integrace ziskame stavovy model ve tvaru

0 .- 00 3 | - _ab-ba, |
%! 7 a, Ir . a,
Xl(t) 1 00 a Xl(t) anbl_bnal
x(t) o O
S R S B Do+ : u(t) (316)
X;]—l(t) 0 1 0 ) Xn_l('[) _ anbn 2 _bnan 2
' a a
X, (T n X (t n
L% (t) Do a| (1) Cab - bia,.
L a, L a, |

y(t):[o 0 - —i} Xzs(t) J{b—“}u(t) (317)

dle [6, s. 22].

Jordanuv kanonicky tvar

Pomoci metody Jordanova kanonického tvaru lze ziskat stavovy popis systému, ktery ma
matici systému A, v pfipad¢ nenasobnych kofent, tvofenou vlastnimi Cisly (poly

prenosové funkce) na hlavni diagonale. [6, s. 29]



Uvazujme diferencialni rovnici (304), ze které aplikaci Laplaceovy transformace pii

uvazovani nulovych pocate¢nich podminek ziskame ptenos dle rovnice (305).

V ptipad¢ nendsobnych kofen jmenovatele pfenosu muizeme pienos dle rovnice (305)

rozlozit na parcialni zlomky, tedy

G(s)zs((z))zzn: A LD (318)

i=1 S_pi a

kde A jsou koeficienty Heavisideova rozvoje, p; je i-ty pdl, b, je koeficient n-t¢ mocniny

Citatele prenosu, a, je koeficient n-t¢ mocniny jmenovatele ptenosu. [6, S. 29]

Jednotlivé stavové proménné X, zvolime napt. podle vztahu

Xi(s)_ 1
U(s) s-—p,
U(s)=X;(sXs-p))
X (t)=u(t)+ px(t) (319)
dle [6, s. 29].
Vystupni rovnice je pak ve tvaru
V)= 3 Ax0)+ o) (320

dle [6, s. 29].

Pouzitim metody Jordanova kanonického tvaru pro nendsobné koteny jmenovatele pfenosu

systému ziskame stavovy model ve tvaru

O] e 0 0 0T %O [T
() | [0 P o 00| x(t)
Col=l: 0 .0 D+ u(t) (321)
X;]—l(t) 0 S Pna 0 Xn—l(t)
L x®)] [0 0 0 p ] x()] [1]




y)=[A A - A] {—”}u(t) (322)

dle [6, s. 30].

V pripadé nasobnych kofenti jmenovatele pfenosu mizeme pienos dle rovnice (305)

vyjadiit ve tvaru

Y(s) b,s"+b,,s"" +..+b,

G(s)=—~4= - 323
U6 & T,G-p) -
kde d je pocet navzajem riznych nasobnych polt p, s nasobnosti n,. [6, s. 30]
Rovnici (323) mizeme zapsat ve tvaru
1 A1 n, ,6‘2 Ny A\i
G(S): L+ L)) —— 324
;(S—lol)"“1 ,Z—ll(s—pz)”l ;(s—pd)“” 29

kde d je pocet navzajem riznych nasobnych polt p, s nasobnosti n,. [7, s. 2]

Uvazujme pouze jeden nasobny pol p,, ostatni poly budou feSeny obdobné. Pro pdl p,

mizeme dle rovnice (324) psat

ny
e Y ey -
dle [7, s. 2].
Pokud zavedeme n, -tou stavovou proménnou jako
1 _X,(8)
s—p, U(s)
U(s)=X,(sks—p)
x, (t)=u(t)+ px, (t) (326)

pak dal$i stavovou proménnou lze psat



1 1 1 1 X,(8)  X,a(8)

= - n\>S
(S_pl)z S=PS—Pp S P U(S) U(S)

an(S): an—l(s)(s_ pl)
X:h—l(t): Xoy (t)+ plxnl—l(t) (327)

dle [7, s. 2].

Stejnym zplisobem pokracujeme v zavadéni dalSich stavovych proménnych.

Pro pienos systému plati

_Y() 4 X)), 4 Xu(s) X, X,(s) by
G(s)= _A11U +A12U +o A, U(s)+"'+Ad“’ (s)+a (328)

u(s) (s) (s)

tedy pro vystupni rovnici

n

y(t)= A () + Ax () +..+ A x, () +...+ Ay xn(t)+2—"U(t) (329)

n

dle [7, s. 2].

Pouzitim metody Jordanova kanonického tvaru pro ndsobné kofeny jmenovatele pfenosu

systému ziskame stavovy model ve tvaru

Coxt) 1 [, L 0 0O T x 7 [o]

X; (t) 0 p . 0 X(t) | |

: 0 1 :

@ | |0 0~ p %0 | |1

_ : +| 1 |u(t) (330)

oalt) P 1 0 0 |x.,.4lt)] |0

r’l—nd +2 (t) 0 p; - O n—ny+2 (t)

: 0 . 1 :
Xt ] | 0 0 0 pg] x@ | |1]




VO=[A0 As o AL AL AL A 2—“}u(t) (331)

dle [6, s. 31].
Matice systému A se sklada z tzv. Jordanovych blokii umisténych v diagondle. Jednotlivé

bloky odpovidaji jednotlivym vlastnim ¢islim a rozmér téchto blokii je roven nasobnosti

ptislu$ného vlastniho ¢isla. [6, s. 31]



PRILOHA P IV: VYPOCET PRECHODOVE FUNKCE
MECHANICKEHO OSCILATORU

ht) = L{%} LM ()= z res[H(sk* ]

S

el b, A" Amk )
:Lm[sH(S)et]+ I|.m S(%+J—J H(s)e"

[b2-4mK 2m
S>——+]j
2m 2m

2m 2m

b? —4mk
+ lim s[iij H(s)e* (332)

kde

T
@
|
3|~

) [ - ‘b24mk‘] [ - ‘b24mk‘}
s|s—|-——+j————||s—|-—— -]
2m 2m 2m 2m

Pro ptehlednost budou jednotlivé limity vypocteny samostatné.
a) Vypocet Iirrg[sH (sk*]

lim[sH(s)e*"|




L 1
= m m

[b WJ{;}”W] b b?—4mk

am U2 o

4
b’ +‘b2 —4mk‘

: b . ‘b2—4mk‘
b) Vypocet | I B st
) Vypoce b |.mb24mkﬂs [ o (sk
sefﬂﬂT

y b o’ —4mK )

m S—|\ 5t ) —F— H(s)e

b y[p?-4mk| 2m om
S o

= lim

H—iﬂ"/m b ‘bz —4mk‘ I
S E Rl Bl s—| -
2m 2m

2m 2m m 2m2 J 2m2

[ b _\/‘b2—4mk‘}\/‘b2_4mk‘ b*—amk| b /lp? -amk]
~ o T J - _

(333)



b y[pP-4mk|
T

L (334)
Ib? — 4mk| + ij\b2 —4mk|
. _ b . yp°—4mK )
c) Vypocet b Il'm‘bumk‘ S— _%_JT H(S)e
o U am
b . p°—4mK )
i bIIme24mk > _E_J 2m H(s)e
2m 2m
—— Bl
2m 2m m
= lim —
o, b j\b2—4mk\ { { b ‘b24mk‘] ( b ‘b24mk‘]]
m 2m gls—| —— J s _7_1.
2m 2m 2m 2m
1 [ZI:n ‘bzzir:mk‘ '
e
= m
b y[p* —4mK b y[p*—4mK b [p*—4mK
2m 2m _ﬂ_J 2m | 2m J 2m
[b—j b2—4mk]t [—b—j b2—4mk}
1 2m 2m 1 2m 2m
e ~e
= m _ m
o ob?—amk | fb*—4mk|] [o>-4mK  b[o? - 4mK
“om U om T e T ow
;;,—bzzr:mk}
2me (335)

) ~|b? - 4mK|+ jb,[lb* - 4mK|

Dosazenim rovnic (333), (334) a (335) do rovnice (332) a naslednou upravou ziskame



[;:nﬂ' bzzr:kat [;nJ bzr:kat
4 2me 2me
h(t)

0P+’ —4mk| [b* — 4mk|+ jb,[jo* — 4mk| ' ~[o? —4mk|+ jo.[Jo? —4mK]

b, | ‘b2—4mk‘t b, ‘b2—4mk‘t

4 2me 2mg’  2m 2me 2mg  2m

T p? +\b2 —4mk‘ - ‘bz —4mk\+ ib /\bz —4mk‘ " —‘bz —4mk‘+ jb,/\b2 —4mk\
] ‘bz—Amk‘t
- 4 +2me7Ebat - e ™
b” +[o” — 4mk| b? — 4mk|+ jb./|p? - 4mK

_ ‘b2—4mk‘
e o 4
. _
~|b? ~amk|+ jo,[lo? ~amk| | b*+]o —4mK
) ‘bz—Amk‘
b, —e' “‘t(—b2—4m@+ib b2—4m@j
2 2m
e ~[o? — 4mK|* ~b?[b? — 4mK
B ‘bz—zlmk‘t ]
+e’ o sz—4mk‘+jb1/‘b2—4mk0 ) .
~|b? — 4mk|" ~b?[b? — 4mK b? +[b? — 4mK
b _ ‘b2—4mk‘

2me 2m j

- m(—|p? —
| - 4mK|(? —4mk]+b?) ! -ami

/‘b2—4mk‘

+jb1/‘b2—4mkD+ej 2 t(‘b2—4mk‘+jb1/‘b2—4mk0

Aplikaci Eulerova vztahu a naslednou upravou piejdeme do tvaru




by >
— 4 2me 2m % —4m@

2 ] =
+ jsin P —amk, (bz4m@+ij%?_ZHQJ+{aB{J%:;?;qt}

[ y[p* —4mk| | 2 = .
BN R
b, :
~ 2me 2" - lb? — 4mK
‘bz —4mka2 —4mk‘ 4 bz){z‘b 4mk‘ Cos[Tt

: _ ‘b2—4mk‘ 4
+ 20, b - amisin) X ——t " b2+ ]p? —4mi
e P B e P T T R
_ Cos T+ SIn t
[b? — 4mk| + b? 2m Jo* - 4mk o
. 4m |1_e;nt|:cos[wt}
b? +[b — 4mK] 2m

N b i ‘bz —4mk‘ t -
m2—4m@ 2m




PRILOHA P V: PODROBNE VYPOCTY K RESENI STAVOVE
ROVNICE SERIOVEHO OBVODU RLC

a) Vypocet prvku x,(t) vektoru x(t)

[R RC4LJ [R RC4LJ [R RC4LJ
\ (t-) t ) t .

2L 41%C 2L 41%C 2L 41%C

e dr:je e

0

dr

wt)=

R RZC-4L R R2C-4L
l2u Va4 J‘ 2L\ 4l
0

t

R |RiC-4L
1oV sz | R RC‘”—,
e e 2L\ 4%

R |RC-4L
2L 41°C 0
g \RCAL} R [R2c-4L
_ e[ZL ae e[ZL 41°C }_1
R |R’*C-4L
2L 41%C
R R2C-4L
1_e[2L 41%Cc ]t
:B"_RT—4L (337)
2L 4L°C

b) Vypodet prvku x,(t) vektoru x(t)

XZ(t)=J.e drzj.e o

0 0

R |R%C-4L R |R*C-4L
- —+ tt | —+ T
2L 41’c 2L 41’c
=€ je
0

R, |R 2c-4L X . t
20 Taze R, |RCAL
(§] o 2LV 4l’c

R ’JWC—4L

dr

dr

0

—+
2L 41°C



[ R, [RPCAL | -
. 2L aze [R+ RC4L]t
-1

B 2L\ al’c
R [R¥C-4L
oL\ azc
()
1o 7T e
R [R¥C-4L
oL\ 4lC

€) Vypocet vystupni rovnice y(t)

i _[R_ RZC—4L]t |
) 1_e 2L 4L°C
1 1 F2_JWC—4L
y(t)= LC ___LC 2L 41°C
RC-4L  [RIC-4L | [F ey
2L 4L°C
L2C L’C 1-e
R ’JWC—4L
7+ -
2L 4L°C
R [R%C-4L R [R%*C-4L
1 _[2L_ 42C ]t 1 _[2L+V 42c ]t
_ Lc 1l-e

i R |R¥*C-4L R [R*C-4L
Li: 1—e{“‘ ) 1—e[”f )
- [Rc-4aL| R [RC-4L R, [RPC-4L
L’cC | 2L 4L°C 2L 41°C
1 i _[ZRL_ RZCZ—4L}
1 e 4’

___LC _
R’C-4L| R [R’C-4L R _[RC-4L
L’C LaL 4°C 2L 4L°C

Lc 1l-e B
[R*C-4L R_\/RZC—4L \/RZC—4L R [RC-4L
’c 2L V 4L%C 1’c 2L\ 4L%C

(338)



[RJr ch—zu_]t
2L 4al’c
~ 1 .
R /RZC—4L R /RZC—4L
2L 41°C 2L 41%C
1 R /RZC—4L R /RZC—4L
— P R R S bt B B S
_ LC 2L 41°C 2L 41°C
R2C _4L R’ R’C-4L
L2C 4>  4l’C
R |R*C-4L R |R%C-4L
e[ZLV 41%C } e[zfv 41%C ]t
- +
R /RZC—4L 3+ /R2C—4L
2L 41°C 2L 41%C
R2C - 4L R [R%C-4L R [RZc-aL
1| Ric-aL fR el [n Ty
LC 41’c e L ®
R2C —4L 1 R [R*XC-4L R |R?C-4L
T2~ LC P T T U TE
L’C 2L 41°C 2L 41°C

R |R%C-4L
- —+ t
2L 41%c

—+
R R?’C-4L
7_'_ -
2L 4L°C
1 | R_[R¥C-aL | | R, [R%C-aAL |
— e 2LV a’c o 2L\ 4l%c
14+ LC (339)

- +
R’C-4L| R _[RC-4L R _[RC-4L
L’C 2L V o4c 2L\ o4lc



PRILOHA P VI: PRUBEHY REGULACNICH POCHODU PRO
INVERZNI KYVADLO NA VOZIKU S NASTAVENIM PARAMETRU
REGULATORU PRO 1DOF KONFIGURACI SYSTEMU RiZENi

= = =
= = T I I I -
= = o= = = o= = = o>
— — = — — = — — =
— — = — — = — — =
— — = — — = — —=
— — — — —
— e~ -
— —== n - —== — ==
= = - 1=
I —Jea — R — R
— —w — —w — —tw
— — - — — - — — -
— — e — o~ — — e
L P
| | - | | - | | | | | -
= o = = = =) bel o~ — = - 2] o R
; = = =

AN e WA (n :(I)M



PRILOHA P VII: PRUBEHY REGULACNICH POCHODU PRO
INVERZNI KYVADLO NA VOZIKU S NASTAVENIM PARAMETRU
REGULATORU PRO 2DOF KONFIGURACI SYSTEMU RiZENi

= = =
I : = I T = I : =
= = o= = = o= = = o>
— — = — — = — — e
— — e — — e — — e
— —= — —= — —=
— — — — — —
— = o /
! —e= |- e = — o=
= = - 1=
— e — e — —e
— —w — —w — —Hw
— — = — — = — — =
— — e — — e — — e
| | - | | = | | =
- = = =~ = = = = = =~ = = = — =~ = =
S pax = s P S S = P = S s 2 P P

(SRS T V) WA N (e (A N " (Ran



PRILOHA P VIII: VYPOCET MATICOVEHO PRENOSU (PRAVY
MATICOVY ZLOMEK)

Maticovy pienos (pravy maticovy zlomek) ziskame feSenim rovnice

G(s)=B,(s)AZ(s) (340)
kde
Cls+i 1

A=l R o (341)

— CSs+—+—

Rl 2

10

Bp(s){O J (342)

Inverzni matici A,'(s) vypoéteme dle vztahu

detA,

sntrfeerifesnen )

=C,C,s’ +(%+&+%Js+
1

AE)= e A ) (343

kde

(344)

2 1

mm&)CJ%éH%j o -2) |

= nRR (345)

Dosazenim rovnice (344) a (345) do rovnice (343) ziskame



1 1
i “YRTR,OR
AR(s)= e ¢ n Lt (3
CC,8%+| L+ L 422 sy 7 Cs+—
R, R, R RR, 1 1

Maticovy pienos (pravy maticovy zlomek) ziskame dosazenim rovnice (342) a (346) do

rovnice (340), tedy

1 1 1

C,s+—+— —

10 1 R, ) R,
)=y 4 cC, C, C 1 1 1
CC,s%+| L4+ 1472 54 R 015+E
R R, R ) RR, A X
1 1

Cs+—+— —
- 1 ’ 1 2 R, CGC,
1 1 1
C,C,s% + SRS S N " Cis+—

R, R, R /) RR, ! . 1 GGy

1

, ( 1 1 1 j 1
S°+ + + S+
Cl Rl C2 Rl CZ R2 C:l R1C2 R2

( 1 1 ]1 1
S+ + —
C,R, C,R,)C, C,C,R (347)
1 1 )1
S+ —
CICZ R1 ( Cl R1 J Cl




PRILOHA P IX: PRUBEHY REGULACNICH POCHODU PRO

SYSTEM DVOU NADRZi S KAPALINOU S MNOHOROZMERNYM

REGULATOREM

=1

=1, m2

= — ey

W wn = ey ey — = —
P = - ]

Wzh LA e "z (1 L

2

18

12

5]

mi

=1,m2=2

= — oy

= o = e e o =
P = - =1

Wzd LA an G g () e

20

18

12

t[s]

mi

=2, m2

TEFsSs Y= l
| | | | |
Wz LA (zn " en (g () L

2

18

12

i[s]



