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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva vysvétlenim zakladnimi pojmi z fraktalni geometrie, detailné se dale
vénuje problematice L-systémi. V prvni Casti prace je uvedena historie, zakladni pojmy
souvisejici s danou problematikou a obecny popis fraktalni geometrie. V dal$i ¢asti jsou
podrobné popsany jednotlivé typy L-systémi a princip reprezentace pomoci zelvi grafiky.
V posledni casti jsou popsany principy a algoritmy jednotlivych L-systémt. Tyto L-
systémy jsou naprogramovany a Vizualizovany v programu Mathematica s moZznostmi

interaktivniho ovladani.

Kli¢ova slova: L-systémy, Fraktaly, Lindenmayer, Stromy, Mathematica, Pfepisovaci

gramatiky

ABSTRACT

This thesis explains the basic terms of fractal geometry, specifically it deals with the topic
of L-system. First part includes history, basic elements of the systém and general
description of fractal geometry. Second part contains detailed description of individual L-
systems and graphical representation using ,,turtle graphic®. Final part describes principle
and algoritmus of individual L-systems. These L-system are programed and visualised in

software Mathematica with posibilities of interactive manipulation.

Keywords:: L-system, Fractal, Lindenmayer, Tree, Mathematica, Wolfram, Rewriting rules
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UvVOD

Mnoho pfirodnich Gtvarti kolem nés je fraktalniho charakteru. Véda zabyvajici se témito
fraktdly se nazyva fraktalni geometrie, S jeji pomoci muzeme nejen popsat slozité
struktury, ale tyto struktury také jednoduse modelovat. V poloving 20. stoleti byla
definovana varianta formalnich gramatik jako nastroj pro simulaci a modelovani rostlin s
nazvem L-systémy. Zakladni podstatou téchto systéma je piepisovani fetézce
reprezentujici uréity tvar podle danych pravidel. Podle ucelu je poté vysledny fetézec

reprezentovan. Jedna ze zékladnich reprezentaci je pomoci zelvi grafiky.

Teoreticka ¢ast bakalaiské prace se zamétuje na popis L-systému od jejich vzniku az po
soucasné vyuziti. Podstatna ¢ast je zamétena na detailni popis riznych typt L-systémil,
které jsou doplnény o ptiklady.

V praktické ¢asti je vytvorena graficka interpretace, spolu s popisem kroku jednotlivych L-
systému. Za pomoci programu Wolfram Mathematica jsou vytvoreny dynamické piiklady

S mnozstvim nastavenim a velkou variabilitou.
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. TEORETICKA CAST



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 11

1 FRAKTALY

1.1 Historie

Fraktalni geometrie je intenzivné rozvijena zhruba od Sedesatych let 20. stoleti, i kdyz
urcitd setkani s touto problematikou probihala jiz dfive. Dnes je fraktalni geometrie

uznavanou védni disciplinou.

Koncem devatenactého stoleti se zacaly objevovat konstrukce podivnych tutvard, jako
Cantorovo diskontinuum, Peanova kiivka, Dabelské schodisté a dalsi. Jednou z prvnich
konstrukci byly funkce, které jsou spojité, ale nejsou diferencovatelné. Takovou funkci (1)
predstavil Karl Weierstrass roku 1872 na své piednasce v Kralovské akademii véd v

Berling. Funkce (1) je spojita na svém oboru, ale v zadném bod¢ nema derivaci [8, str. 11].
3
Yn—oa™cos(mb™x),0<a<l,ab>1+ ?n (1)

Za oficialniho zakladatele je povazovan védec polského ptivodu a objevitel fraktali Benoit
B. Mandelbrot, ktery jako prvni matematicky definoval pojem fraktal (fractal). Ukazal, Ze
dokaze velmi dobfe popisovat jak geometricky vzhled naSeho svéta, tak chovani
dynamickych systémt. Pied zalozenim fraktalni geometrie se ve svété pouzivala klasicka
euklidovska geometrie, ktera byla s Uspéchem pouzivana po cela staleti. Jeji velkou
slabinou bylo to, Ze neuméla popsat jednoduchym zpisobem komplikované struktury [9,

str. 15].

Ke vzniku tohoto odvétvi ho inspirovaly dvé setkani s geometrickou sobépodobnosti - pfi
studiu poruch v ptrenosu telekomunikaénich signali a pti studiu fluktuaci (nahodily pohyb)
trznich cen, kdy si v§iml jisté formy pravidelnosti. Velky vliv na vytvofeni fraktalni geometrie
mél i L. F. Richardson, ktery nasbiral velké mnozstvi dat, které pozdé¢ji B. B. Mandelbrot
vyuzil [9, str. 15].

Fraktalni geometrie umoznuje jednoduseji popsat slozité struktury, objekty kazdodenniho
svéta, nebo matematické vyjadieni objektt jako Pythagortiv strom, Siernpinského trojuhelnik,

atd.

1.1.1 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor

G. Cantor (1845-1918) byl vyznamny némecky matematik a logik. Kromé& matematiky se,

pfedevSim v pozd¢jSim véku, velmi vénoval teologii, zejména ve vztahu k vlastni praci
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tykajici se nekonecna. Je zndm predevsim tim, ze teorii mnozin rozsifil o nekonecna cisla,

oznacovana jako ordinalni a kardindlni ¢isla.

V roce 1860 Georg Cantor absolvoval gymndzium v Darmstadtu se zalibou v matematice a
trigonometrii. Poté odeSel studovat do Zurichu, kde zacal studovat matematiku. V roce
1863 Georg piesouva sva studia na univerzitu v Berliné. V roce 1866 studoval v
Gottingenu, pozdéjsim velmi zndmém centru matematické védy. O rok pozdéji ziskal
doktorat za praci ,,De aequationibus secundi gradus indeterminatis®, ktera se zabyvala
teorii Cisel.

V roce 1872 byl Cantor jmenovan mimofadnym profesorem na univerzité v Halle a o sedm

let pozdg&ji (ve svych 34 letech) fadnym profesorem [10].

Roku 1884 ptisel G. Cantor s Cantorovym diskontinuem (Obr. 1) — mnoZzinu s nenulovou
dimenzi mensi nez 1. Cantorovo diskontinum vytvofime ze zakladni usecky o délce 1,
kterou rozdélime na tii stejné dlouhé casti, prostiedni dil vyjmeme a stejny postup

opakujeme na zbyvajicich dvou useckach nekoneéné mnohokrat [8, str. 12].

Obr. 1. Cantorovo diskontinum

1.1.2 Niels Fabian Helge von Koch (1870 — 1924)

Byl to Svédsky matematik, roku 1892 ziskal na Stockholmské univerzité doktorat z
matematiky za dvé prace tykajici se feSeni systémi diferencialnich rovnic. V cervenci

1911 ziskal na Stockholmské univerzité post profesora matematiky.

Roku 1904 ptedstavil kiivku (Obr. 2), ktera po ném nese jeho jméno. Pfi jeji konstrukci se
jiz nepouzivd matefské téleso a afinni transformace na ném, ale rekurzivni procedura.

Kochovu kfivku miizeme vytvofit L-systémem, nebo iteracemi IFS s jednotkovou useckou
[9, str. 20].
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Obr. 2. Kochova kiivka, 4. lterace.

1.1.3 Aristid Lindenmayer

A. Lindenmayer byl mad’arsky biolog, ktery rozvinul formalni popis vyvoje biologickych
systémi pro simulace na pocitacich. Tento pfistup je nyni znam jako "paralelni pfepisujici

se systém" nebo také jako "L systém", ktery se pouziva pro modelovani ristovych procesi.

Lindenmayer zkoumal kvasnice, vlaknité houby, rizné druhy fas a studoval jejich rtustové
vzorce. Pivodné L-systémy vymyslel, aby ilustroval pfibuznost mezi rostlinnymi buiikami.

Pozdé&ji systém rozsifil pro popis rostlin a slozitého vétveni [1].

1.1.4 Benoit B. Mandelbrot

Benoit Mandelbrot se narodil 20. listopadu 1924 ve Varsavé, v zidovské rodiné litevského

puvodu. Jeho otec prodaval obleceni, matka byla 1ékatkou. Jeho dva stryci byli matematici.

V roce 1936, za pomoci svého stryce, Mandelbrotovi emigrovali do Francie. Mandelbrot
nebyl pfili§ dobrym studentem. Jenze zaCala valka a némeckd krutd okupace Francie.
Rodina se piest¢hovala do Tulle, kde Skolu a hry nahradila chudoba a strach o Zivot.
Benoit tak védomosti nabiral spiSe samostudiem. Jeho ptedstavivost pro geometrickou
vizualizaci matematickych ukold byla obdivuhodna. Poté odeSel do Ameriky, kde zacal
pracovat pro IBM. Tam se setkal stejn¢ jako v jeho ekonomickych experimentech

S fraktalnimi zakonitostmi.

V roce 1967 uveiejnil ¢lanek ,,How Long Is the Coast of Britain?*, ve kterém matematicky

zduvodiuje, jak se délka pobtezi zvétSuje s podrobnosti métitka, v jakém ji pozorujeme.


http://www.math.yale.edu/mandelbrot/web_pdfs/howLongIsTheCoastOfBritain.pdf
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Roku 1982 wvznikla z publikaci a pisemnych piepisi piednasek kniha ,,The Fractal
Geometry of Nature®. Ve které predstavil svét fraktali a jeho vhodnost pro popis

prirodnich forem a realnych procest

PfiSel s koncepci fraktalni geometrie a zavedl pojem sob&podobnost, jako zakladni
charakteristiku tvaru mnoha fraktalovych obrazci. Ne&kolikaleté badani vyustilo do
jednoduchého, ale dilezitého vzorce: z,,; = 2,2 + ¢, jenZ je matematickym vyjadfenim
takzvané Mandelbrotovy mnoziny (Obr. 3), novym symbolem fraktalni geometrie [11][9,

str. 27].

Obr. 3. Mandelbrotova mnozina [6].

1.2 Fraktalni geometrie

Fraktalni geometrie je samostatnd a pomérné rozsédhld védni disciplina zasahujici do
mnoha dalSich obort, spolu s teorii chaosu slouzi k popisu dynamickych, turbulentnich a
nelinearnich déju.

Fraktal je objekt, jehoz geometricka struktura se opakuje v ném samotném. Dalsi definice

fika, ze fraktal je mnozina, jejiz hodnota Hausdorffovy dimenze ptesahuje hodnotu

dimenze topologické.

Za Topologickou dimenzi oznacujeme takovou kdy, pro normélni nebo bézné télesa plati,
ze vSechny jejich parametry mohou byt zaddny v libovolné jednotce, aniz by se zménily
vlastnosti télesa. Naptiklad v elektronice pii vypoctech odporu je jedno v jakych

jednotkach pocitadme, zakonitosti ziistanou zachovany.

Hausdorffova dimenze je ,,charakteristickym ¢islem* udavajicim, jak slozity je pozorovany

utvar a s jakou rychlosti roste délka téchto utvari (¢i veli¢in) do nekonecéna [2, 5, 6].
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Fraktaly mizeme rozdélit na dva zakladni typy [1]:

e Sobépodobné fraktaly jsou takové, V nichZz se opakuje ptivodni origindlni motiv
matetského télesa. ZvétSovanim ziskavame opét kopii piivodniho objektu.
e Sobépiibuzné fraktaly jsou fraktaly kazdodenniho Zivota. Pfikladem mohou byt

mraky, stromy, pohofi. ZvétSovanim ziskame podobnou kopii pivodniho objektu.
Dalsi déleni fraktal mtze byt:
1.2.1 L-systémy
Fraktaly vyuzivajici pfepisovych gramatik. Toto téma je detailné zpracovano v kapitole (2.
L-systémy).
1.2.2 Systémy iterovanych funkci — IFS

IFS je zkratka z anglického oznaceni Iterated Function System (systém iterovanych
funkei). Pro generovani fraktali se pouzivaji afinni transformace (posun, rotace, zmenseni)

aplikované na obrazec. Opakovanou aplikaci se zane objevovat fraktalni struktura [7, str.
8].

Pokud uvazujeme omezenou mnozinu transformaci, maji tyto transformace afinni povahu

tzv. jsou sloZeny z nasobné a pficitaci matice (2, 3).

w(G)=( DG)+(f) resp @
w(5)= (Mo o) G)+(7) ©)

kde je vyznam jednotlivych symboli:

e Uhel g urduje otoeni na ose x.
e Parametr r1 udéava preskalovani na ose x.
o Uhel 9 uréuje otogeni na ose y.
e Parametr r2 udava pteSkalovéani na ose y.

e Dvojice e, f urcuji translaci utvaru podle jednotlivych os. [8, str. 37-40].

1.2.3 Time escape algorithm — TEA

Time Escape Algorithms je itera¢ni algoritmus slouzici k obarveni Juliovych mnozin.
Provadi dané iterace do piekroceni zvolené hranice, nebo do vycerpani maximalniho poctu

iteraci (Obr. 4). Pokud trajektorie je i po maximalnim poctu iteraci v dané oblasti pritadi se
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bodu ¢erna barva. Pokud trajektorie unikne, bodu se pfitfadi barva umérna poctu iteraci,

které byly potieba k piekroceni hranice [1].

Konvergentni
trajektorie

Divergentni
trajektorie

Periodicka
trajektorie

Hranice unikového kritéria
-

Obr. 4. Princip TEA algoritmu pro Mandelbrotovu mnozinu [1].

1.2.4 Dynamické systémy

Jsou to matematické modely zavislé na case. U nedynamického systému muzeme podle
dané rovnice a dosazenim poc¢atecnich podminek a Casu t urcit stav systému v jakémkoliv

case.

Pro dynamické systémy plati, Ze nelze pfedpovédét stav systému v budoucnosti, aniZ by se
musel simulovat cely vyvoj systému. Systém je vétSinou popsan soustavou rovnic, které

popisuji aktualni stav na zaklad¢ stavu predchoziho [7, str. 8].

Piikladem dynamického systému je Lorenzovo vodni kolo. Tento dynamicky systém
popisuje chovani vodniho kola, na kterém jsou umistény nadoby s déravym dnem. Kolo se

otaci v disledku tihové sily. Smér otd€eni Lorenzova kola se chovéa chaoticky.

1.2.5 Nahodné fraktaly

V piirod¢ se Casto vyskytuji nesymetrické objekty, pro jejich popis se hodi vice fraktaly
s nepravidelnou strukturou. Tedy fraktaly, do kterych je vnesena nahoda.
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Zpisob, jakym se nahodnost bude podilet pfi generovani fraktald, bude vzdy urcovat tvar
fraktalu a mimo dal$i charakteristiky i jeho Hausdorffovu dimenzi. Pro generovani

nahodnych cisel se pouziva napiiklad Gaussovsky generator, nebo generator bilého Sumu.

1.3 Dimenze

Ve fyzice a matematice je dimenze objektl popsana jako pocet soufadnic potitebnych
K popsani bodu objektu. Udava piesny popis parametri konceptu a vzhledové slozitosti
jakychkoliv geometrickych objekti. Tento popis miiZze byt pouzit i na abstraktni objekty,

které nelze piimo zobrazit [19].

1.3.1 Euklidovska dimenze

Euklidovska dimenze je vzdy celo¢iselna a je limitnim ptipadem dimenze fraktalni. S touto
dimenzi se setkavame v klasické geometrii a realném zivoté, jsou to napiiklad dimenze 1

(¢ara), dimenze 2 (plocha) a dimenze 3(objem) [9, str. 64].

Euklidovsky prostor dimenze n se znaci obvykle jako R™ (ve starsi literatuie jako En). Kde

R™ je prostorovy vektor [19].

1.3.2 Topologicka dimenze

Topologicka dimenze (D7) je celoCiselnou dimenzi, vyuzivana védou zvanou topologie,

charakterizujici prostor.

Zabyva se vlastnostmi, které se deformaci, ota¢enim nebo stlacovanim neméni. V topologii
je dulezité, zda je objekt spojity, zda obsahuje otvory a podobné. Nezalezi tedy na velikosti
a na vlastnostech, které se méni deformacemi, ani na dimenzi prostoru kde je dany objekt

umistén. Casto se zde pracuje v mnoha dimenzich.

,Objekt, ktery je mozné homomorfné (stejnotvarné) pievést stlaovanim a ohybanim na
jeden ze simplexti, ma stejnou topologickou dimenzi jako simplex. Simplex v tomto
ptipad¢ je bod s topologickou dimenzi 0, Usecka délky 1 s topologickou dimenzi 1,
pravouhly trojihelnik s odvésnami délky 1 ma topologickou dimenzi 2 a tetraedr ma

topologickou dimenzi 3.“ [4]

1.3.3 Fraktalni dimenze

Oznacovana také jako Hausdorff-Besicovitch dimenze (Dy).
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Tato dimenze je pouZita pro jednu z definic fraktalnich objektt: ,,Utvar je fraktalem, pokud
jeho fraktalni dimenze prevysSuje jeho dimenzi topologickou.” (4) [19]

Dy > Dy 4)
Udava cClenitost objektu. Méfenim délky geometricky hladké kitivky, ktera ma dimenzi 1,
dostaneme pii méfeni v riznych meéftitkach vzdy stejné konecné Cislo. OvSem napiiklad pfti
méieni délky ostrova se pii zmenSovani meétitka zvétSuje délka namétené vzdalenosti az k
nekonecnu. Takova kiivka zabird vice nez hladka kiivka, zaroven také nevypliluje celou

rovinu. Dimenze bude tedy mezi 1 a 2 z toho plyne ze, fraktalni dimenze takové kiivky

(ostrov) bude necelo¢iselna, mizeme se tedy setkat s dimenzi napft. 1.68, 2.56, atd.

Fraktalni dimenze udava rychlost, s jakou délka téchto utvari roste do nekone¢na. Pokud

se Dy, Dr od sebe malo lisi, ¢lenitost utvaru bude mala [5].
Sobépodobnostni dimenzi Dg vypocitame jako (5)

__InN
" Ins

Dy (5)

, kde d je realné Cislo a musi platit d > 0, s je délitel a N je pocet stejnych ¢asti na které
se téleso rozdéli (pivodnich objektd které obsahuje novy objekt). Sobépodobnostni

dimenze je Casto rovna fraktalni dimenzi Dy.

Pti vypoctu fraktalni dimenze Dy (6) u piimky ji rozd€lime na 3 &asti, s je tedy 3. Ziskame

3 sobépodobné tisecky, N je tedy rovno 3.

InN In3
Du =5 =iz =1 ©)

Pti vypoctu fraktalni dimenze (7) volime délitel s opét 3. Velikost ¢tverce je nyni 9 krat

vétsi nez ptivodné. N se rovna tedy 9.

_InN _In9 _
" lns  1n3

Dy (7)

Predeslé dva piiklady (Usecka a ctverec) maji stejnou topologickou a fraktalni dimenzi.

Podle jedné z definic fraktala nejsou tedy fraktalem.
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Prikladem objektu s neceloCiselnou dimenzi mize byt Kochova vloc¢ka (8), kdy rozdélenim
puvodni usecky na 3 dily a aplikovanim nahrazovaciho pravidla vznikne usecka 4 krat
delsi nez pivodni (iniciator v novém objektu obsazen 4 krat). N je tedy rovno 4 a s = 3
[4]1[18][19].

Dy =N _I% 1261 (8)

" Ins In3
Dalsimi metodami pro zjisténi dimenze jsou: celkova varia¢ni metoda, R/S dimenze,

miizkova metoda, obvodova metoda.
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2 L-SYSTEMY

L-systtmy n¢kdy oznaCovany jako Lindenmayerovy systémy podle Aristida
Lindenmayera, ktery je pouzil jiz v roce 1968 pro simulaci vyvoje mnohobunécnych
organismil na pocitaci. Zakladni myslenka na zaklad¢ které A. Lindenmayer zalozil L
systémy je, zZe na vyvoj organismu muze byt pohlizeno jako na vykonéavani urcitého
programu ulozeného v oplodnéném vajicku. Na vyS§i mnohobunécéné organismy pak Ize

pohliZet jako na kolekci piislusné programovanych kone¢nych automatu [1].

Pti tvorbé L-systému kazdy terminalni symbol (pfepisovany znak) v fetézci ma piifazeny
jisty vyznam (transformace, vykresleni né&jakého geometrick¢ého objektu, zménu
vlastnosti). Pravidla jsou bud’ pfedem zadana mnozinou piepisovacich pravidel, nebo se
meéni v pribéhu generovani fraktdlniho obrazce, naptiklad na zéklad€ zpétné vazby ¢i na
podnéty okolniho prostiedi. Fraktalni objekty generujeme za pomoci rekurze respektive
iteracemi v gramatice. Kdy na pravé strané je symbol shodny se symbolem na levé strané.

Piepisovaci pravidla se aplikuji na pocate¢ni fetézec (axiom) [26].

S pomoci L-systéml lze generovat fraktalni objekty, které se podobaji rostlinam, stromim
a dalsim pfirodnim utvarim. Podobny pifepisovaci mechanismus je napiiklad pouzit jako

zakladni kdmen popularni hry ,,game of life*.

2.1 Deterministické a kontextové nezavislé L-systémy (DOL)

DOL jsou skupinou fraktalt definovanych pomoci regularnich nebo bezkontextovych
prepisovacich gramatik, u kterych se v jednom derivaénim kroku piepisuji vSechny
symboly fetézce soucasné. Pro zajisténi determinismu L-systému je nutné dodrzet

podminku, Ze v mnoziné P nesmé&ji existovat dvé pravidla se stejnou levou stranou [26].

Jde o rekurzivni proces definovany jako usporadana trojice (9)
G=(V,PS) )
kde

e V oznaCuje abecedu symboli (U L-systétmili je pouzita gramatika kde splyvaji
terminalni a nontermindlni symboly), V * je mnozZina vSech slov nad abecedou V. V +
je mnozinou vSech neprazdnych slov nad abecedou V.

e SeV* je neprazdné slovo nazyvané axiom, nebo také seed (seminko). Definuje

pocatecni stavy systému.
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e P cVXxV”jekonetna mnozina piepisovych pravidel. Pro kazdy znak a € V' existuje
alespon jedno slovo x € V*. Pravidla zapisujeme ve tvaru a — x, kde a je piepisovany
symbol (pfedchiidce) a x prava strana pravidla (nastupce). Matematicky symbol —
znamena derivaci, tedy paralelni pfepsani vSech symbolii.

Pokud neni definovéno pro a zadné pravidlo, ptedpoklada se, ze P obsahuje identické

pravidlo a = a [13, str. 3-6].
2.1.1 Priklad L-systému:
Tento ptiklad piedstavuje ptivodni Lindenmayertiv L-systém modelovani ristu fas.
V ={A, B}
S ={B}
P={B - A,A—- AB}

Abeceda V udava, ze fetézce se budou skladat jen ze znaki A,B. PravidloB — A
zZnamena, ze znak B bude vzdy nahrazen znakem A a pravidlo A—> AB nahrazuje znak
A za fetézec AB. B je axiom (pocateCni fetézec) tzv. nulta iterace L-systému. Pfi prvnim
deriva¢nim kroku (prvni iteraci) je B nahrazeno znakem A podle ptepisovych pravidel P.
Pti1 druhé iteraci je znak A pfepsam na fetézec AB. Tento proces opakujeme rekurzivné do

pozadované iterace.

Ptiklad prvnich tfech iteraci:

i=0:B
i=1:4
i=2:AB
i=3:ABA

2.2 Interpretace symbola

L-systémy byly vyvinuty zejména pro generovani fetézci a jejich ndslednou interpretaci.
Nejpouzivangj$i geometricka interpretace je zalozend na takzvané zelvi grafice. Posledni
posloupnost symboli ziskand v posledni iteraci se ve druhém kroku geometricky
interpretuje. Retézec je v tomto piipadé povazovan za sekvenéni posloupnost piikazil pro
zelvu. Postupnym vykonavanim piikazi, kde kazdy symbol vysledného fetézce

reprezentuje piikaz pro pohyb virtudlni zelvy, kterd pii pohybu miize a nemusi zanechéavat
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stopu. Zelva pro sviij posun nepotiebuje znat svoji absolutni polohu, je tedy nezavisla na
souradném systému. Stav se skladd ze dvou prvki, z polohy Zelvy a z jeji orientace.
Pomoci téchto ptikazti dovede Zelva kreslit rtizné rostliny, stromy, feky atd. Slozitéjsi
aplikace sméfuji k vyuziti téchto fraktali ke generovani plosnych i prostorovych textur [8,

str. 34-36][13, str. 6-11].

2.2.1 Interpretace 2D

Stav zelvy je definovan trojici (x,y, @), kde (x,y) je poloha v kartézskych soutadnicich a
() je natoCeni Zelvy v prostoru. Dale je dana délka kroku d a thel otoceni § [13, str. 6-
11].

Zelva &te sekvencné zadany fetézec dané iterace a pomoci tabulky akci interpretuje
jednotlivé symboly, jako ptikazy pro vykresleni dan¢ho L-systému. Zakladni L-systémy

interpretované Zelvi grafikou v plose, mizou pouzivat nasledujici symboly (Tab. 1):

Symbol Interpretace

Posun zZelvy doptedu ve smér aktualniho nato€eni § a délce kroku d.
F Stav zelvy se zménina (x',y',a’), kde x' =x+d-cosaay =y +d-
sin @. Mezi piivodnim stavem a stavem novym vznikne usecka.

f Posun doptedu o délku d bez kresleni usecky.

B Posun Zelvy vzad s kreslenim tsecky.

Otoceni vlevo (protisméru hodinovych rucicek) o thel §. Novy stav
bude tedy (x,y, a + ).

Otoceni vpravo (Ve sméru hodinovych rucicek) o tthel §. Novy stav bude
tedy (x,y,a — 9).

Otoceni o 180°.

Tab. 1. Ptikazy pro pohyb Zelvy v roviné [13, str. 6-11].

Tabulka mize byt rozSifena o dal$i symboly pro fizeni Zelvy, mliZeme tak naptiklad
ovlivilovat barvu, §itku kreslené ¢ary atd. Diky t€émto symbolim mtZzeme vykreslit i slozité

¢i zdanlive kulaté tvary. Zakladni interpretaci symboli najdeme na (Obr. 5).
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A

Obr. 5. Zelvi interpretace fetézce symboll F, +, -. Uhel nato&eni je 90°.

2.2.2 Interpretace ve 3D

Zelvi grafika mize byt roziifena do 3D. Trojrozmémé L-systémy maji mnohem 8irsi
praktické vyuziti nez piedesla interpretace v plose (Obr. 7). Pii pohybu Zelvy v prostoru
ma Zelva mnohem vétsi volnost. Zelva miize byt v prostoru natoéena zcela libovolné. Stav
zelvy je definovan jeji pozici a orientaci v prostoru. Stav Zelvy se v tomto pfipad¢ popisuje
V prostoru je ddna tfemi vektory H,L U, které oznacuji smér Zelvy vpted, vlevo a nahoru
(Obr. 6).

Tyto vektory jsou jednotkové a na sebe navzdjem kolmé (ortogonalni), plati teda HxL=

U. Symbol X znaci vektorovy soucin. Pro popis polohy staci jen dva vektory, tieti miizeme

dopocitat [13, str. 19].

- [\&
L -

Obr. 6. Ovladani zelvy v prostoru.
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- - = , . .
Rotace zelvy kolem os urc¢ené vektorem H, L, U, je reprezentovana maticemi:

R,(a) =|—sina cosa 0

0 0 1

cosa Ssina 0]

cosa 0 —sina
R, (a) = 0 1 0
—sina 0 cosa

Ry(a) =

1 0 0
0 cosa -—sina
0 sina cosa

Tabulka piikazi pro ovladani zelvy v 3D prostoru (Tab. 2):

Symbol Interpretace
F.B Kresleni usecky v aktualnim sméru podle vektori HLU. F-vpted, B-
vzad.
f.b Posun v aktualnim sméru, bez kresleni tsecky, f - vpied, b - vzad.
+ Natoceni doleva o uhel 6.
- Natoceni doprava o thel 6.
& Natoceni dolti o tihel §.
A Natoc¢eni nahoru o thel §.
> Nahnuti doleva o uhel 6.
<

Nahnuti doprava o thel §.

Otoéeni 0 180° ve sméru vektoru U.

Tab. 2. Ptikazy pro pohyb zelvy v prostoru [13, str. 19].

Obr. 7. Ukazka 3D Hilbertovy kiivky.
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2.3 Rozvétvujici se struktury

Pii vytvareni kontextové nezavislych (DOL) systémua zelva vykresluje piimku o délce
Usecky se mohou protinat a byt neviditelné (posun bez kresleni). Vyse uvedené zakladni
ptikazy neumoznuji tvorbu vétvicich se struktur, protoze pii vykreslovani neni k dispozici

zadna pamét’ pro ulozeni aktualniho stavu [13, str. 21].

Reseni je tedy zavedeni zasobnikové paméti, do kterého je pii interpretaci fetézce ukladan
stav zelvy. Téchto stavli mlize byt uloZeno na zasobnik vice. Zasobnik vyuziva struktury
FIFO (prvni dovnitf, prvni ven). Pfi naéteni ze zasobniku se stav zelvy pfesune na
ulozenou pozici bez vykresleni usecky. Pomoci piepisovych pravidel je mozno
reprezentovat pozadovanou pamét nesystémové, napiiklad rekurzivni interpretaci Casti

piepisovaciho fetézce [25].

2.3.1 Osové stromy

Kofenovy strom ma hrany, které jsou oznaceny a nasmérovany. Sekvence hran tvoii cestu
z poc¢ateéniho bodu (oznacovan jako kofen) do koncového uzlu. V biologii se hrany
oznacuji jako vétve. Vétev ndsledovana aspon jednou dalsi vétvi se nazyva vnitini uzel.

Konecna vétev se nazyva vrchol [13, str. 21-23].

Osovy strom (Obr. 8) je typem kofenového stromu. Mezi hranami je vzdy ptimy vystupni
segment. VSechny ostatni hrany jsou oznafeny jako vedlejsi segmenty. Cesta v osovém

stromé se nazyva 0sa, pokud jsou splnény nasledujici podminky:

e Prvni segment vychazi zkofene stromu, nebo jako boc¢ni vétev (segment)
z n¢jakého uzlu.
e Kazdy dalsi vétev je pfimy segment.

e Posledni segment neni ve stromé nasledovan zaddnym pfimym segmentem.
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Obr. 8. Stromova struktura [13].

2.3.2 Zavorkové I-systémy

Zavorkové systémy feSi problém reprezentace stromii datovych struktur. Je nékolik
moznosti jak reprezentaci feSit a to s vyuzitim ukazatell, nebo zavorkovych systémd.

Zavorkové systémy (Tab. 3) jsou reprezentovany symboly [,], které rozsifuji zakladni

gramatiku.
Symbol Interpretace
Vlozi aktualni pozici Zelvy na zasobnik. UloZena informace obsahuje
[ vSechny atributy, které Zelva vyuziva (pozici, orientaci, vlastnosti
usecky,...).
Zméni aktudlni stav Zelvy (vCetné jejich vlastnosti) na hodnotu ulozenou
] na vrcholu zasobniku.

Tab. 3. Interpretace symboll pro zavorkové L-systémy. Doplnéni (Tab. 1.) [13]

Nahrazeni v zavorkovych systémech probiha stejné jako v klasickych DOL L-systémech
S tim ze zavorky nahrazuji samy sebe. Mezi zavorky [, ]| se vkladaji samostatné sekvence
ptikazii pro pohyb Zelvy. Po provedeni znakl mezi zdvorkami se Zelva vrati na ptivodni
pozici, tyto znaky muzeme tedy povazovat za skok do podprogramu a navrat

z podprogramu. Ukazka zavorkové interpretace je na (Obr. 9) [13, str. 24-27].
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a) b)

[F+FI+FI+F] IFF+

Obr. 9. Ukazka zavorkového systému b) reprezentujici Osovy strom a).

Uhel natoceni 8§ = 45°.

2.4 Stochastické L-systémy

Vsechny objekty generované stejnym deterministickym L-systémem jsou vzdy shodné. Pii
generovani piirodnich objektl jako jsou stromy ¢i kefe, plsobi tyto systémy nerealisticky.
Piirodni objekty nejsou vétSinou pravidelné, ale obsahuji jisté prvky nahodnosti a
nesymetrie. Existuje n¢kolik metod, které se snazi napodobit skuteéné tvary piirodnich

objektil.

Jednou z metod simulujici ur¢itou nahodnost mize byt naptiklad simulace 3D ristu rostlin

S vyuzitim gravitace a dalSich ptirodnich vlivi [25].

Jinou moznosti je vlozenim ndhodnych prvki do interpretace fetézce tzv. randomizace
zelviho fetézce. Jsou nahodné ménény geometrické vlastnosti generovanych objektd, jako
je délka segmentu nebo velikost uhlu mezi segmenty. Avsak zakladni topologie zlstava

zachovana [12].

L-systémy napodobujici skute¢ny tvar pfirodnich objektl se nazyvaji Stochastické. Tyto
systémy umoziiuji nahodnou zménu topologie rostliny 1 jeji geometrické vlastnosti. Jsou
zalozeny na nahodném vybéru prepisovacich pravidel (pravé strany) pro jeden piepisovany

symbol. Pro jedeno pismeno abecedy muze byt aplikovano jedno piepisovaci pravidlo v
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50%, druhé pravidlo se aplikuje v 30% a tieti ve 20% piipadu [13]. Pti generovani velkého

mnozstvi objektti v jednom pohledu se objekty jevi jako riiznorodé a tedy vice realné.

Stochasticky OL-systém je definovan jako uspoifadana ¢tvefice G, = (V, w, P, m) , kde V je
abeceda, w axiom a P je mnozina prepisovych pravidel (Detailni definice - 2.1
Deterministické a kontextové nezavislé L-systémy (DOL)). Funkce m:P — [0,1] se
nazyvana rozdéleni pravdépodobnosti, pfifazujici mnozinu pravdépodobnosti k mnoziné
ptepisovy pravidel. Pfedpoklada se, ze pro kazdy piepisovany znak a € V, je soucet

pravdépodobnosti ptepisovych pravidel roven 1 [13, str. 28-30].
Zapis stochastickych systému (10):
a— (n(p))x (10)
, kde x je pravdépodobnost aplikace pravé strany pravidla m(p) naznak a .
Priklad:

Na zakladni axiom F bude aplikovano v kazdém kroku vzdy jedno piepisovaci pravidlo
s danou pravdépodobnosti. Na (Obr. 10.) jsou generovany tii rizné objekty na zakladé

stejnych ptepisovacich pravidel s urcitou pravdépodobnosti.
Axiom: F
Piepisovaci pravidla: F-°° - F[+F][-F]F
F3° - F[—F]F
F20 - F[+F]F

Uhel natogeni:  22.5°
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Obr. 10. Tti a), b), ¢) objekty stochastického systému se stejnymi
ptepisovacimi pravidly [21, str. 4].

2.5 Kontextové L-systémy

V piedchozich ptipadech byla vyuzivana bezkontextova piepisovaci pravidla, nezalezelo
tedy na umisténi pfepisovaného symbolu. Kontextové L-systémy jsou rozsifenim Ol-
systému. A to pfidanim kontextu piepisovaného symbolu. V tvahu bereme pozici, kde se
pfepisovany symbol musi nachdzet, aby se pravidlo pouzilo. Tento efekt je uZite¢ny pfi

simulaci mechanismus, kterym rostliny fidi svij vyvoj [13, str. 30-36].

IL-systémy jsou tiidou L-systémii a jsou oznaCovany jako (K, I)-systémy. Kde levy kontext
je slovo k a pravy kontext je slovo [. Je definovano nékolik tfid IL systémi. OL-systémy

jsou L-systémy neobsahujici kontext.

2.5.1 1L-systémy

Tyto L-systémy maji pouze jednostranny kontext. Jejich forma je al < a — X, nebo
a > ap - X, kde a je prepisovany znak. Dale al,ap je levy a pravy kontext ktery musi
predchazet (<) ¢i nasledovat (>) za a aby se piepisovaci pravidlo provedlo. Kontextové
pravidla maji pfednost pred nekontextovymi Se stejnym piepisovanym symbolem [13, str.
30-36].

2.5.2 2L-systémy

L-systétmy majici oboustranny kontext, jejich forma je tedy al<a>ap — X.
Ptepisovany znak a je nahrazen fetézcem X , pravé pokud se v fetézci pied a nachdzi levy

kontext al a v fetézci za pravy kontext ap.
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2.6 Parametrické L-systémy

Vyse uvedené systémy jsou schopné pomoci Zelvi grafiky generovat riiznorodé objekty.
Spoustu parametrii je ovSem konstantnich, napiiklad délka usecky mize byt jen nasobek
délky d. Pokud bychom zvolili dostate¢né¢ malou usecku d, doséhli bychom pozadované
délky, ale slozitost systému a jeho pamétové, vypocetni naroky by prudce vzrostly.
Gramatiku rozsifime proto o moznost zmény délky usecky, ¢i o zménu tloustku a barvu.

Dalsim rozsitenim muze byt napiiklad nato¢eni o libovolny tihel [13, str. 40-41].

2.6.1 OL-systémy

Parametrické OL-systémy pracuji s parametrickymi znaky (Tab. 4) skladajici se ze znaku
abecedy V a jemu pfifazenému parametru (realné ¢islo, textovy kod).
Parametricky OL-systém je definovan jako uspofadana Ctvetice

G=(V%PS), kde

e V je abeceda systému
e X je mnoZina parametrQ
e Sjeaxiom
e P je mnoZina pfepisovych pravidel
Pti zapisu pravidel vyuzijeme symbol — k odd¢€leni tii ¢asti pravidla: pfepisovany symbol,
podminka, prava strana pravidla. Zapis mize vypadat nasledovné (11):
F(a):a>10 > +F(t+ 1)XF(t—1) (11)

Ptepisovaci pravidlo je aplikovano na symbol, pokud parametr a je vétsi jak 10

[13, str. 40-50].

Symbol Interpretace
F(a) Zelva vykresli Gise¢ku o kroku délky a, kde a > 0.
+(a) Otoceni Zelvy o tihel a. Kde znaménkem ur¢ime smér otoCeni
@(a) Zména barvy usecky a muize byt kod barvy, nebo ptimo RGB hodnoty.
T(a) Volba tloustky cary.

Tab. 4. Nékteré parametrické znaky a jejich vyznam [13, str. 46].
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2.6.2 2L-systémy

Pravidla v 2L systémech (parametrickych) maji oboustranny kontext, jejich forma je tedy
al < a > ap:condition - X. Znak a je nahrazen fetézcem X pravé pokud se v fetézci
pted pfepisovanym znakem a nachazi al a v fetézci za a se nachazi ap, zaroven pokud je

splnéna podminka condition [13, str. 40-44].
Priklad 2L parametrického systému (12):

Ax)<B(y)>C(z2):x+y+z>10->E(x+y)F(y + 2) (12)

Ptidanim pravidla s ur¢itymi pravdépodobnostmi vzniknou stochastické 2L-systémy.

2.7 Generovani polygonti a ploch

Pii vytvareni objektl jakou jsou rostliny a listy potfebujeme do L-systému zavést také
plochy, nebo rovinné polygony. Existuje n¢kolik metod modelovani.

2.7.1 Predem definované plochy

Do abecedy je ptidan dalsi symbol ~. Symbol zna¢i vloZzeni pifedem definovaného
polygonu podle parametru, ktery za timto znakem nasleduje. Orientace se ur¢i podle

definovanych smérovych vektora.

2.7.2 Vyvijejici se modely

Jde 0 modely, které jsou slozeny z polygont a na rozdil od pfedem definovanych ploch.
Polygony jsou vytvafeny pomoci Zelvi grafiky, jejiz abeceda je rozSifena o dalsi piikazy
(Tab. 5):

Symbol Interpretace
{ Zacatek nového polygonu. Aktualni polygon je uloZen na zasobnik.
} Konec polygonu. Pokud je na zasobniku néjaky polygon vyjme ho a
nastavi jako aktudlni.
G Posun vpied (jako F) bez zaznamenani vrcholu polygonu.
g Posun vpied bez kresleni (jako f) bez zaznamenani vrcholu polygonu.
Pozice Zelvy je zaznamenéna jako vrchol polygonu.

Tab. 5. Symboly zelvi grafiky pro kresleni polygont [13, str. 119-128].
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2.7.3 Tropismus

Zavedeni absolutniho sméru do vyvoje L-systémi. Pomoci toho je mozné simulovat

gravitaci (geotropismus), vitr, natoceni listi (fototropismus), atd. [5].

2.8 Vyuziti L-systému v praxi

Pivodni vyuziti L-systémtl bylo modelovani rastu rostlin a rastovych procesii. Postupem
Casu se L-systémy zacaly pouzivat i pro dalsi oblasti neZ je modelovani rostlin a fraktalu.
Napiiklad s jejich pomoci miizeme modelovat tok ek ve fraktalovych horach [5], ulice ve
virtualnich méstech [6], pomoci L-systémi lze také popisovat pod-rozdélovani
(zjemnovani) kiivek. V pocitatovych simulacich umoznuji L-systémy velmi efektivni
modelovani riznorodych objektl, zejména stromd, rostlin, tradvy, clenité pidy, atd.
Naptiklad ve filmu Avatar z roku 2009 bylo pfes 2000 stromi, rostlin a kapradin

vymodelovano pravé pomoci L-systému [24].

Nicméné¢ L-systémy mohou byt pouzity i v jinych oborech nez je pocitacova grafika,
naptiklad 1ze pomoci nich generovat hudbu [9]. Dalsi pouziti mizeme nalézt v biologii,
geologii a v dalsich pfirodnich védach. Ptikladem muze byt vyuziti v elektronice pfi
konstrukci antén, takové antény se poté nazyvaji fraktalni antény. Nejzndméjsi fraktalni
anténa je vytvoiena na zaklad¢é kiivky Helge von Kocha. Takova anténa ma poté Siroky
pasmovy rozsah, ale jsou zachovany malé rozméry [3]. Fraktalni tvar muZze napiiklad byt
vyleptan jako cesta na desce plosnych spoji. VyuZiti téchto antén je zejména v mobilni

technice a armadé.

Fraktalni strukturu mizeme nalézt také v navrhu nékterych velkych mést. Pidorys mésta je
zde rozdélen na velké ¢tverce (hlavni dopravni tah), které jsou postupné zjemiiovany az na

jednotlivé ulicky [3].

Pouziti v informatice najdeme naptiklad u feSeni problému obchodniho cestujiciho (tloha
nalezeni nejkrat$i cesty mezi zadanymi mésty) pomoci kiivky vypliujici prostor. Nebo
také pii indexaci dat, kdy pomoci kiivek vypliujici prostor jako jsou ,,Hilbertova kiivka“
(4.1.7), nebo ,,Z-order curve“ je mozné indexovat vicerozmérny prostor do prostoru
jednorozmérného (Obr. 11). Na tomto jednorozmémém prostoru je poté mozné pouzit
algoritmy pro praci s jednorozmérnymi daty [22]. Hilbertova kiivka se pouziva Castéji,

nebot’ 1épe zachovava lokalitu dat.
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Obr. 11. ,,Z-Curve* a) [32] a Hilbertova kiivka b). Mapovani vicerozmérného

pole do jednorozmérného.

12
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II. PRAKTICKA CAST
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3 PROGRAMOVA CAST

Cilem praktické ¢asti je vytvorit program v prostiedi Mathematica, ktery pomuze pochopit
principy L-systémi. Vytvofeny program umozni volnou upravu pieddefinovanych L-
systétml a to zpusobem kdy je mozné vytvafet uplné nové tvary, které nezavisi na
pivodnim objektu. S vyuzitim ovladacich prvkid Mathematicy, je vytvofeno uzivatelsky
pratelské prostfedi, ve kterém mulzeme vytvaret kontextové nezavislé, parametrické,
rozvétvujici se a CasteCné stochastické skupiny fraktali, jejichz principy byly popsany
V teoretické casti. Je také implementovano rozsifeni do 3D oblasti, kde je zobrazeno

nékolik znamych fraktalt, opet s moznosti editace.

3.1 Wolfram Mathematica

Software Mathematica pochazi od firmy Wolfram Research se sidlem v Champaign,
Illinois, zaloZena britsky matematikem Stephen Wolfram v roce 1987. Stephen Wolfram
ma za sebou mnoho objevil, vynalezii a inovaci v oblasti védy, techniky a obchodu. Jeho
nejvyznamngéjsi publikaci je ,,A New Kind of Science* z roku 2002. Wolfram zde pouziva
jeho pfistupu pocitatovych simulaci k feSeni zakladnich problémi ve védé z mnoha

oblasti.

Mathematica je programovy systém pro provadéni automatizovanych numerickych,
symbolickych vypoctil, adaptivni vizualizaci dat, dynamickou interaktivitou a vykonnym
programovacim prosttedim. Obsahuje ndastroje pro praci s databdzi, komunikaci
S internetem, vytvafeni prezentaci. Mathematica je dostupna pro platformy Windows,

Linux, MAC OS X a Solaris.

Vyuzivana je Vv oblasti védecko-technickych vypoctl, statistickém zpracovani dat,
finanénim managementu, matematice, fyzice, biologii, chemii, geografii, ekonomii nebo

informatice. Je pouZivana pfi vyuce na stfednich Skolach a univerzitach po celém svété.

Mathematica je rozdélena do dvou Casti — jadra a front endu. Jadro interpretuje vyrazy a

vraci vysledky. Front end poskytuje GUI, ve kterém vysledky vhodné zobrazuje [14].

Zakladem frond endu Wolfram Mathematica je soubor nazyvany jako notebook. Soubor
obsahuje buiiky. Tyto buiiky mohou mit rizné funkce: text, spustitelny kod, matematicky
vzorec. Spustitelné bunky jsou vstupnimi a pii jejich zpusSténi vysledky interpretuji do

vystupnich bungk.
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3.2 Popis GUI prostredi

Zakladem praktické Casti je notebook, ktery je roz€lenén do dvou sekci L-systemy v
prostiedi Mathematica obsahuje popis programu a moznosti jeho ovladani. V podsekci
legenda jsou popsany mozné symboly pro interpretaci a vykreslovani L-systému. Podsekce
Ovladani vysvétluje chovani zakladnich ovladacich prvki. Tyto ¢asti jsou jak v ceské tak i

v anglické verzi.

Druha cast obsahuje kod programu rozdéleny na 3 podsekce. Sekce Initialize obsahuje
informace potfebné k vykresleni L-systému, inicializace proménnych, jazykové mutace
GUI prostiedi. V nasleduji sekci Functions se nachazi funkce volany z vizualiza¢ni funkce

»Manipulate* (Obr. 12), ktera je obsazena v sekci Visualization.

2D/3D L-Systems [2D |3D Language |Cz En

tomem (SRS [ VY [
e

Axiom: "FX"

Prepisovaci pravidla: | {"X" = "X+HF++HF-FX--FXFX-HF+",
"H" = "—FX+HFHF++HF +FX--FX-H"}

Uhel: i 60

Iterace: U 3

v Pokrocila nastaveni

v Vlastnosti Usecek

Informace

Nézev: Gosper curve
X

{ X —= X +HF ++HF —FX ——FXFX —HF +
,H == —FX +HFHF ++HF +FX —FX-H }
Nulta iterace: &
Prvni iterace: FX+HF ++HF —FX ——FXFX —HF +
Druha iterace:

FX +HF ++HF —FX ——FXFX —HF ++—FX +HFHF ++HF +FX ——FX -
HF ++—FX +HFHF ++HF +FX —FX —HF —FX +HF ++HF —FX -
FXFX —HF +——FX +HF ++HF —FX ——FXFX —HF +FX +HF ++H
—FX ——FXFX —HF +——FX +HFHF ++HF +FX ——FX —HF +

Obr. 12. Vizualizace L-systému v prostiedi Mathematica.
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3.2.1 Popis ovladacich prvki
L-System: Vybér jednoho z pireddefinovanych L-systému.

Axiom: Zaklad piepisovaciho pravidla, Axiom je také znaCen jako 0. iterace. Axiom se

zapisuje do uvozovek ve tvaru "Axiom".

Piepisovaci pravidla: jsou zapsany ve formatu {"Leva strana pravidla (cil)"—>

"Prava strana pravidla (zdroj)"[, dalsi pravidla, ...]}.
Uhel: Inicializaéni tthel, rozsah hodnot 0° - 180°.

Iterace: Posuvnik pro vybér zobrazené iterace. Pro kazdy fraktal je definovana jina

maximalni hodnota iterace, podle jeho sloZitosti.

Pokrocila nastaveni:

Piedesla iterace: Pro vizualizaci nahrazovacich pravidel 1ze zapnout také predesla iterace.
Kvili raznorodosti jednotlivych fraktali nemusi byt vzdy zobrazeni v jednom pohledu

vzdy zietelné, je tedy piidana moznost zobrazeni pod sebou volba ,,Pod Sebe®.

Nahodny thel: UmoZiuje zménu thlu v zadaném rozmezi od 0° do 180°. Nahodna

generace je realizovana pomoci funkce Mathematicy - Random Integer[{min, max}].
Sipky: Ke kazdé vykreslené Gisedce ptida Sipku ve sméru aktualniho vykreslen.

Vlastnosti usefek: Nastaveni vlastnosti vykreslovanych usecek. Nastavena barva je
inicializa¢ni a pti piekryti pomoci parametrického symbolu @ je pIlné nahrazena, vypnuti

barevnosti Ize provést pomoci parametru ,,Barevnost®.

Informace: V levé spodni Casti je zobrazen souhrn informaci. Druha iterace v pfipadé
dlouhého vypisu bude zkracena. Kliknutim mySi do prostoru s informacemi mulZeme
zapnout zobrazeni parametrickych znakll (@ a &), opétovnym kliknutim tyto znaky opét

zobrazime.

3.2.2 Abeceda gramatiky

Pro ovladani Zelvy mizeme vyuzivat riiznych symboll a zapisi. Tyto symboly a funkce

muzeme pouzit v zapisu axiomu a v prepisovacich pravidlech.

e F,G - Posun zelvy doptedu ve sméru aktualniho natoceni. Mezi plivodnim stavem a

stavem novym vznikne usecka o délce d = konstanta.
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X, Y, H - Prazdny symbol slouzici k piepisovani. Nedojde k posunu ani se nevykresli

usecka.

e + NatocCeni vlevo o thel alfa.

e — Natoceni vpravo o uhel alfa.

e [ UloZeni na zasobnik.

e | Vyjmuti ze zasobniku a piesun na ulozenou pozici.

o @(barva) - Zména barvy ¢ary. VSechny nasledujici vykreslené usecky budou této
barvy, dokud nebude nastavena jina barva.

Mozné zapisy barev:

» RGBColor|r,g,b] - Kder, g, b je hodnota od 0 do 1. Pt. RGBColor[0,1,0]

» GrayLlevel[level] - Kde level je hodnota odstinu Sedi od 0(¢erna) do 1(bild)

» Slovni nazev barvy: Red, Green, Blue, Black, White, Gray, Cyan, Magenta,
Yellow, Brown, Orange, Pink, Purple, LightRed, LightGreen, LightBlue,
LightGray, LightCyan, LightMagenta, LightYellow, LightBrown, LightOrange,
LightPink, LightPurple.

e &(Uhel) - zména Ghlu od 0 do 180° . Inicializac¢ni thel nastaveny posuvnikem v GUI

nebude dale uvazovan.
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4 KONSTRUKCE L-SYSTEMU

4.1

2D Systémy

Pro konstrukci 2D L-systému je pouzita zelvi grafika. Pomoci této metody mizeme

vykreslovat Gise¢ky o pevné délce, Které se jiz po nékolika iteracich méni ve velmi ¢lenité a

slozité utvary.

Zpusob tvorby L-systémil zelvi grafikou:

Retézec axiomu se nahradi prepisovymi pravidly, na tento vysledek jsou rekurzivné

aplikovany ptepisovaci pravidla podle pozadované iterace (Obr. 13).

Characters[Nest[StringReplace[#, rule] &, axiom, n] ]

Obr. 13. Zapis v programu Mathematica

Z vysledného ftetézce jsou postupné odebirany jednotlivé znaky, které jsou
interpretovany podle své funkce v zelvi grafice. Na (Obr. 14.) je znazornéna funkce
pro posun zelvy na kreslici plose, kde tBeta je aktualni thel natoceni, tTheta je

uhel o ktery se ma zelvicka pootocit, [pos je aktudlni pozice zelvicky.

Switch[parametr,

"s"  tBeta += tTheta;,

"-n_  tBeta -= tTheta;,

"F", lpos += {Cos[tBeta Degree] // N, Sin[tBeta Degree] // N},
"G", lpos += {Cos[tBeta Degree] // N, Sin[tBeta Degree] // N},
"E", lpos += {Cos[tBeta Degree] // N, Sin[tBeta Degree] // N},
"[", stack = Prepend [stack, {lpos, tBeta }];,

"n, lpos = First[stack] [[1]]; tBeta = First[stack][[2]]; preLast = 1lpos; stack = Rest[stack];

17

Obr. 14. Ukazka interpretace symbolt v programu Mathematica.

Pti pohybu zelvy po ,kreslicim platn€* je zaznamenavana jeji stopa. Vysledkem je

pozadovana lomena kiivka (Obr. 15).

Graphics[Line[souradnice], ImageSize - 370]

Obr. 15. Mozné vykresleni kiivky v programu Mathematica
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411 Kochova vlo¢ka

Kochova vlocka (Koch snowflake) je jedna z prvné popsanych fraktalni kiivek. Tuto
kiivku popsal Helge von Koch v roce 1904. Pii konstrukci Kochovy kiivky (Obr. 16)
vychazime z inicializatoru (axiomu), kterym je trojuhelnik. Generatorem je lomena usecka,
ktera je vytvoiena rozdélenim plvodni na tfetiny, naslednym vyjmutim prostiedni ¢asti a
nahrazenim dvéma rameny rovnoramenného trojihelniku o délce 1/3 ptvodni usecky.

Vysledna tiseCka ma tedy délku 4/3 délky ptivodni [9, str. 20-22,39][1].

Iniciator

173 1/3 1/3

Generator

1/3 113

1/3 1/3

Obr. 16. Tvorba Kochovy vlocky.

Konstrukce Kochovy vlocky (Obr. 17) a jeji gramatika:
Abeceda: F,+,—
Axiom: F ——F ——F
Ptepisovaci pravidla: F > F+F ——-F+F
Uhel natogeni: ~ 60°

Fraktalni dimenze:

Dy = 2N _In* . 261 (13)

" Ins In3
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Obr. 17. Ctyfi iterace Kochovy vlogky.

4.1.2 Sierpinského trojuhelnik

Sierpinského trojuhelnik (Sierpinski Sieve) je fraktdl pojmenovany po polském
matematikovi Wactaw Sierpinski vroce 1915. Vytvaii se rekurzivnim délenim

rovnoramenného trojuhelniku [15].
Konstrukce sierpinského trojihelniku a jeji gramatika:
Abeceda: X, F,+,—
Axiom: FXF — —FF — —FF
Piepisovaci pravidla: F —» — — FXF + +FXF + +FXF—
Uhel natoGeni: ~ 60°

Fraktalni dimenze:

Dy =t =22 = 1585 (14)

Ins In



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 42

Grafické nahrazeni axiomu piepisovym pravidlem pro prvni iteraci (Obr. 18):

a) b)

FXF--FF--FF FF--FXF4+FXF4+FXF--FF-FFFF-FFFF
: Axiom 1. iterace
F
v =
;
F F F
X X
. F
F F F /F
++
: F

Obr. 18. Axiom a) a prvni iterace b) Sierpinského trojuhelniku. Sipky znaéi aktualni smér

vykreslovani.

4.1.3 32- Segmentova krivka
Konstrukce 32- Segmentova kiivka (32 — Segment curve) (Obr. 19) a jeji gramatika:
Abeceda: F,+,—
Axiom: F+F+F+F

Prepisovaci pravidla: F—>F—-F+F—-F—-F+F+FF—-F+F+FF+F—-F —
FF+FF-FF+F+F—-FF-F—-F+FF-F—-F+F+F—-F+

Uhel natoceni:  90°
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a)

b)

Obr. 19. Nulta a) a prvni b) iterace ,,32 - segment curve®.

4.1.4 Gosperova krivka

Gosperova ktivka (Gosper curve) (Obr. 20) pojmenovana po Bill Gosperovi je znama také

jako flowsnake.

Abeceda:

Axiom:

Ptepisovaci pravidla:

Uhel natocen:

Fraktalni dimenze:

X,F,H,+,—

FX

X - X + HF + +HF — FX — —FXFX — HF +
H —» —FX+ HFHF + +HF + FX — —FX - H
60°

2
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Obr. 20. Gosper curve.

4.1.5 Gosperav ostrov

Vngjsi kiivka definuje prostor Gosperovy kiivky . Benoit Mandelbrot roku 1977 tento
prostor pojmenoval jako fraktal Gosperuv ostrov (Gosper island) (Obr. 21) [17].

Abeceda: F,+,—

Axiom: F—F—F[+F —F —F[+F —F —F[-F —[-—F —F —F —
F—F—FF-F—F|—-F—F—F|—F[+F—-F—F—F—F—F|-F—F]—F —
F—F[++4+F—-F—[++F—-F—F—F—F—F|F—F—F —F]

Ptepisovaci pravidla: F > F —F +F
Uhel natoceni: ~ 60°

Fraktalni dimenze:

__2In3
~ In7

= 1.129 (15)
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Obr. 21. Gosperu ostrov v 3. Iteraci.

4.1.6 Sierpinského krivka

Sierpinského kiivka (Sierpinski curve) (Obr. 22) byla popsana polskym matematikem
Wactaw Sierpinski.

Abeceda: X,F,H,+,—
Axiom: F +XF+ F +XF
Prepisovaci pravidla: X > XF—F +F —-XF+F+XF—-F+F—-X
Uhel natoGeni: ~ 90°

Fraktilni dimenze: 2

Obr. 22. Sierpinského kiivka
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4.1.7 Hilbertova krivka

Hilbertovu kiivku (Hilbert curve) (Obr. 23) popsal némecky matematik David Hilbert
(1891). Limita této kiivky vypliuje ¢tvercovou plochu (Fraktalni dimenze je rovna 2) [20].

Abeceda: X,F,H,+,—
Axiom: X
Prepisovaci pravidla: X — +HF — XFX — FH +
H — —XF + HFH + FX —
Uhel natodeni:  90°
Fraktalni dimenze (16):

InN In4
=Ty 2 (16)

Obr. 23. 6. Iterace Hilbertovy kiivky.

4.1.8 Moorova kiivka
Konstrukce Moorovy kiivky (Moore curve) (Obr. 24) a jeji gramatika:
Abeceda: X,F,H,+,—
Axiom: HFH + F + HFH

Prepisovaci pravidla: X - +HF — XFX — FH +
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H » —XF + HFH + FX —
Uhel natoceni:  90°

Fraktilni dimenze: 2

e

ir L b
eihy E .
et

CnbehdAs

Obr. 24. Ktivka Moore curve s vyzna¢enim

b

o

*Eﬁ :

-—

sméru pruchodu.

4.1.9 Draci krivka
Abeceda: X,F,H,+,—
Axiom: FX
Ptepisovaci pravidla: X —» X + HF +
H—- —-FX—-H
Uhel natoGeni: ~ 90°

Fraktalni dimenze (17):

InN In2
o E - In+/2 =2 (17)

H

Draci kiivka (Dragon curve) (Obr. 25) ostatné jako spousta jinych fraktalnich obrazct 1ze
vytvofit pomoci riznych zapisi axiomu a piepisovacich pravidel. Dal§i moznosti je
zvoleni thlu 45°, axiom: FX a piepisovaci pravidla: X - +FX— —FY+, Y - —FX +
+FY—, F - Z.
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a) b) c) d)

ity ?

-

salel

v 4 g4
.
*)

ﬁ;mn

Obr. 25. Iterace draci kiivky a) O iterace b) 2 iterace c) 4 iterace d) 6

iterace €) 8 iterace f) 10 iterace g) 12 iterace h) 14 iterace.

4.1.10 Box Fraktal

Box fractal (Obr. 26), nékdy také oznacovan jako Vicsek fractal, nebo Vicsek snowflake.

Abeceda: F,+,—
Uhel:  90°
Axiom: F—-F—F—-F
Prepisovaci pravidla: F > F—-F+F+F—F

Fraktalni dimenze (18):

In5 __
Dy =1 = 146

(18)
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e B
a4 ‘Eﬁ
Qﬁﬁ e

Obr. 26. Prvnich Sest iteraci Box Fraktalu.

Pii Box fraktalu na (Obr. 26) byly obarveny jednotlivé tsecky axiomy. Kazda barva je
pfifazena jednomu iniciatoru. Po 6. Iteraci je jiz patrné, ze pro dané rozliSeni je dosazeno

koneéného tvaru obrazce.

Podobu fraktalniho obrazce mizeme ménit, také pouhou zménou thlu, jak demonstruje

(Obr. 27). Byl pouzit stejny axiom a piepisovaci pravidla jako pro fraktal na (Obr. 26).

Obr. 27. Box fraktal a volba thlu 60°.
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4.1.11 Stromy

Pivodni ucel L-systéml bylo modelovani a simulace rastu rostlin (Obr. 30). Jednoduchy
strom (Obr. 29) vznikne pomoci dvou nahrazovacich pravidel. Prvni pravidlo je poZito pro

rozvétveni a druhé pro prodluzovani (Obr. 28).
Abeceda: E,F,+,—
Axiom: F
Uhel:  90°
Piepisovaci pravidla: F - E[+F][—F]EF
E- EE

Kde E se vykresluje stejné jako F.

F > E[+F][-F]EF E>EE

Obr. 28. Nahrazovaci pravidla pro L-systém Strom.
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a) b)

;
5%

i
ke

Obr. 29. Strom v 6. Iteraci. Konstantni thel 45° a). Nahodny uhel
35°-55° by).

Obr. 30. Priklad fraktalniho stromu ve 4. iteraci.
Axiom: FX, piepisovaci pravidla: F - FF —
[-F + F] 4 [+F — F], X - FF + [+F] + [-F]
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4.2 3D Systémy

Pro vizualizaci 3D L-systéma (Obr. 31) bylo vybrano par zakladnich zastupct této
kategorie. Vykresleni urcitych 3D L-systému je mozné opét pomoci zelvi grafiky, kterd je
obohacena o piikazy natoceni ve vSech trech osach. Dalsi fraktaly které nejsou zalozeny na
useckach, ale na tvarech byly vypocteny pomoci nahrazovaci gramatiky jako trojrozmérné

matice a interpretovany pomoci funkci Mathematicy.

2D/3D L-Systems | 2D Language |Cz En

o (% e

Prepisovaci pravidla: | "{1-{{{1,0,1},{0,0,03.{1,0,1}},4{0,0,0},{0,1,
0}.40,0,0}},441,0,1},{0,0,03,41,0,1}}1L,0
{{{0,0,0},10,0,0},{0,0,0}},{£0,0,0},{0,0,
01.40,0,01,{0,0,0,0,0,00,{0,0,041"

L-system

- i -
Uhel: U 60 ?e;‘l".&..lﬁ. >
It o[1]2[5)s L A
; : gl Sy 1
erace .f‘!!'i L’.ﬁ‘ F:’J‘t:'é'l: i
¥ Line Style Sl A i Ry
W o o &
I3 r '
Informace ey o)
Nazev: Vicsek fractal
I

{1-+{{{1.0,1}.10,0,0%,{1,0,1}},1{0,0,0.{0,1,0},{0,0,03}.{{1
A3 A0,0,03,{1,0,1}3,0—+
1{10,0,0,{0,0,0},10,0,0}},110,0,0},{0,0,0},{0,0,01,.{{0
,0.10,0,0},10,0,0043}

Obr. 31. Vizualizace 3D L-systému v prostfedi Mathematica

4.2.1 Mengerova houba

Mengerova houba (Menger Sponge) byla popsana Karlem Menger v souvislosti

s topologickou dimenzi.

Je univerzalnim objektem obsahujici ekvivalent v§ech myslitelnych kiivek v prostoru, kde
vSechny vhodné deformované kiivky jsou identické s néjakou casti houby. Mengerova
houba je tedy super-objektem pro vSechny kiivky. Lze ji pojmout také jako zobecnénim
Sierpinského koberce a Cantorova diskontinua [8, str. 14].
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Mengerova houba vznikne ze zakladni krychle, ktera je rozdélena na 27 krychli (3 x 3 x 3).
Nasledné jsou odstranény vSechny stfedové krychle. Pfi dalSich iteracich je tento krok

aplikovan opét na vSechny plné krychle (Obr. 32).

L]
3

i
by, g
L

T
" "4- :‘;

'

Obr. 32. Ctyti iterace Mengerovy houby.

Pfi tvorbé v programu Mathematica byly vytvofeny nahrazovaci pravidla (Obr. 33), kde 1

znaci jednotkovou krychli a 0 prazdné misto o velikosti jednotkové krychle.

arrayCnbe? = NHest[ArrayFlatten[Z /.
f1-4{{f1, 1,1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 131},
{{1, 0, 1}, {0, 0, O}, {1, O, 1}},
f({2,1,13, {1, 0, 1}, {1,131, 1}}1},
0+ {{{0, 0, O}, {OD, O, O}, {0, O, O}},
{{0, O, O}, {0, 0, O}, {0, D, O}},
{{0, 0, 0}, {0, O, O}, {0, O, O}}1}}
r 31 &, {{{1}}}, iteration]:

Obr. 33. Ukazka nahrazovaciho pravidla
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Vlastnosti Mengerovy Houby:

e Topologicka dimenze je rovna 3.

e Hausdorffova dimenze = =

e Po nekone¢né mnoha iteracich je objem nula a plocha nekoneéno.

Vypocet povrchu (19):

Vypocet objemu (20):

n20
n3

2,7268.

SO =6
S _ Sp*B8+4%6x20™
n+1 — gn

n

&)

Souhrn pro 10 prvnich iteraci a 100., 1000. Iteraci (Tab. 6):

Iterace |Pocet krychli Objem Povrch
0 1 1 6,0
1 20 0,7407 72,0
2 400 0,5487 117,3
3 8,000E+03 0,4064 130,1
4 1,600E+05 0,3011 264,8
5 3,200E+06 0,2230 585,6
6 6,400E+07 0,1652 1300,7
7 1,280E+09 0,1224 2890,3
8 2,560E+10 0,0906 6422,8
9 5,120E+11 0,0671 14272,9
10 1,024E+13 4,97E-02 3,17E+04
100 1,268E+130 9,26E-14 5,15E+35
1000 1,071E+1299 4,63E-132 6,62E+345

4.2.2 Vicsek fraktal

Tab. 6. Iterace Mengerovy houby.

(19)

(20)

Pii vytvafeni Vicsek fraktalu (Obr. 34) se vzdy kazda krychle nahradi 7 krychlemi ve tvaru

kiize.
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Obr. 34. Vicsek Fractal prvni ¢tyfi iterace.

Dalsi verzi Vicsek fraktalu (Obr. 35) je nahrazeni za ,,vné&jsi* kiiz.

Obr. 35. Druha iterace Vicsek fraktalu.

4.2.3 Stromy

Fraktalni stromy jsou v 3D prostoru vytvafeny stejné jako u 2D L-systémi pomoci Zelvi

grafiky.

Abeceda: X, F,+,—,<,>,& "
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4.2.4 Hilbertova krfivka

Hilbertovu ktivku (Hilbert curve) popsal némeckym matematikem David Hilbert v roce
1891. Hilbertova kiivka (Obr. 36) je kiivka vypliujici prostor, jeji fraktalni dimenze je

tedy rovna 3.
Abeceda: X, F,+,—,<>,&"
Uhel:  90°
Axiom: <<< && + XF" < XFX < &F << X —F ++ 4+ XF < —XFX —
F>X

Prepisovaci pravidla: X —» * < XF* < XFX — F* >> XFX&F+>> XFX - F > X—>

Fraktilni dimenze: 3

Obr. 36. Prvni 3. iterace hilbertovy kiivky.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2013 57

ZAVER

Cilem prace bylo vysvétleni zakladnich principt L-systému a jejich konstrukce. L-systémy
jsou skupinou fraktali, proto je tvod prace vénovan jejich obecnému popisu, zakladnimu
rozdéleni a historii. Jednou z vlastnosti fraktalu je dimenze a také jedna z definic fraktalt
pouziva dimenzi jako nastroje k ureni, zda se jednd o fraktalni tvar. Cast prace je proto
vénovana uvodu do této problematiky. V praktické ¢asti jsou u jednotlivych L-Systémut

uvedeny jejich fraktalni dimenze.

Nejznaméjsi grafickou interpretaci je interpretace pomoci zelvi grafiky. S novymi
pozadavky na funkcionalitu se zékladni L-systémy zacali rozSifovat a délit na n¢kolik
zakladnich typa: deterministické, rozvétvujici, stochastické, kontextové, parametrické.
Vsechny jsou detailné popsany véetné dalSich pod rozdéleni a informacemi pro vykresleni

v zelvi grafice.

Praktické vyuziti L-systémil najdeme zejména v pocitacové grafice, kdy pomoci rtizného
poctu iteraci miZeme vytvofit rizn€ velké a tim padem i odliSné objekty. Pouzitim
stochastickych systémd, které¢ vnasi ndhodu do generovéani objektu ziskame pfirozenéjsi a
realnéjsi objekty. Dalsim zdokonalenim muze byt pouziti tropismu, pii némz jsou objekty
generovany v zavislosti na pravidlech daného prostiedi (vitr, gravitace). Dalsi zajimavé
pouziti kde mizeme uplatnit znalosti L-systéma je navrh fraktalnich antén s Sirokym

pasmovym rozsahem ¢i mapovani vicerozmérnych dat do jednorozmérného pole.

Prakticka c¢ast spocivala v naprogramovani a vizualizaci L-systémt v programovém
prostiedi Wolfram Mathematica. Program nazorné zobrazuje postupy piepisovacich
gramatik a vytvafeni L-systému. Vypsany jsou aktualni fetézce pro prvni tfi iterace. U
vyssich iteraci jsou casto fetézce jiz velmi slozité a nepiehledné, proto nejsou uvadény.
Generovani a zobrazeni vyssich iteraci je tedy ¢asoveé a pamét'ové naro¢néjsi, proto musela
byt omezena maximalni mozna iterace u jednotlivych L-systémi. Dlraz byl kladen na
moznost vytvareni vlastnich L-systémd S riznymi moznostmi stylovani, zejména pak
barevného, tak aby vystupy byly pouzitelné pfi studiu ¢i pfi zpracovani seminarni praci. Ve
zjednodusSené verzi je implementovéna také 3D vizualizace nékolika jednodusSich L-

systémt, neznaméjSim je Mengerova houba. Fraktal, ktery po nekonetné¢ mnoha iteracich

ma nekonecny povrch a nulovy objem.
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SEZNAM PRILOH

K bakalaiské praci je pfilozeno CD s praci v elektronické podobé a program vytvoreny ve

Wolfram Mathematica.



