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ABSTRAKT

Cielom bakalarskej prace je ukdzat pouzitie obycajnych diferencidlnych rovnic v praxi.
Hlavna pozornost bude venovand aplikdcidm obycajnych diferencidlnych rovnic 1. a 2.
radu v roznych vednych disciplinach, najmaé vo fyzike, chémii, bioldgii, ekonémii a pod.
Prica bude slizit ako podporny material posluchdcom FAI UTB ve Zliné pri stiudiu

predmetu Diferencialni rovnice.

Klicova slova: matematika, obycajna diferencidlna rovnica, aplikécie, fyzika, chémia,

biologia, ekonémia, metdda variacie konstanty, metoda neurcitych koeficientov

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis is to show use of ordinary differential equations in
practise. The main attention is given to applications of the first and the second order
ordinary differential equations in various fields of sciences, mainly in physics, chemistry,
biology, economics etc. This thesis can be used as a support material for students at
the FAI TBU in Zlin of the course Differential equations.

Keywords: mathematics, ordinary differential equation, applications, physics, chemistry,

biology, economics, variation of parameter, the method of undetermined coefficients
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UVOD

Predlozena bakalarska préca je zamerand na aplikacie obycajnych diferencidlnych rovnic
prvého a druhého radu. Diferencialne rovnice maju uplatnenie v mnohych odvetviach,
napriklad technickych, spolocenskych, ekonomickych a inych.

V teoretickej ¢asti prace si uvedené zakladne pojmy z tedrie diferencialnych rovnic,
nasledne s vysvetlené postupy rieseni jednotlivych typov diferencialnych rovnic prvého
a druhého radu, ktoré sa vyskytuju v praktickych prikladoch. V praktickej casti sa
nachadzaju aplikacie obycajnych diferencialnych rovnic prvého radu z oblasti fyziky,
elektroniky, biolégie, chémie a ekonomiky. Z aplikacii oby¢ajnych diferencialnych rovnic
druhého réadu je praca, popri aplikdciach v roznych odvetviach, zamerana najmé na
problematiku kmitania telesa na pruzine, ¢i uz ide o pohyb netlmeny alebo o rozne
pripady tlmeného pohybu. Su tiez uvedené situdcie, ked na teleso posobi konstantna,
pripadne periodicky sa meniaca vonkajsia sila.

K pochopeniu obsahu bakalarskej prace su potrebné znalosti diferencidlneho a in-

tegralneho poctu funkcie jednej premennej.
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I. TEORETICKA CAST
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1 TEORIA DIFERENCIALYCH ROVNIC

Diferencialna rovnica je taka rovnica, ktorej neznamou je funkcia a v ktorej sa
vyskytuju derivacie tejto neznamej funkcie.

Obyc¢ajna diferencidlna rovnica (dalej iba ODR) je takd diferencidlna rovnica,
ktorej neznamou je funkcia jednej premennej a v ktorej sa vyskytuji derivécie tejto

neznamej funkcie.

Parcialna diferencialna rovnica je taka diferencidlna rovnica, ktorej neznamou je
funkcia dvoch alebo viacej premennych a v ktorej sa vyskytuju parcialne derivacie tejto

neznamej funkcie.

R4ad diferencidlnej rovnice nazyvame rad najvyssej derivacie hladanej funkcie.
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2 ODR PRVEHO RADU

Definicia 2.1 Obycajna diferencidlna rovnica prvého radu je rovnica

v tvare
dy(z)
F ——= | =0 1
(200, 52 )
alebo v pripade, Ze je rozriesend vzhladom k dZ—(;”), v tvare
d
D) _ e y(@)

RieSenim (integrdlom) diferencidlnej rovnice (1) na intervale I nazveme kazdui funkciu

f(z), ktord ma na danom intervale I deriviciu a vyhovuje diferencidlnej rovnici (1),

F (x f(z), dﬁfg —0.

Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice (1) obsahuje neurc¢iti konstantu C' € R a

teda plati

je mozné ho zapisat do tvaru

Yy = 90(1'7 C)

Dosadenim konkrétnej hodnoty za neurcitd konstantu C' dostaneme partikularne

rieSenie yp danej diferencidlnej rovnice.

Pociatocni (Cauchyho) tlohu pre ODR prvého rddu nazyvame tlohu néjst

také rieSenie rovnice (1), ktoré bude spfﬁat’ pociatocni podmienku
y(7o) = Yo, To, Yo € R.

2.1 Priamo integrovatelnda ODR

Definicia 2.2 ODR v tvare

dy(z)
- = /(@)

kde f(z) je spojita funkcia na otvorenom intervale I, je ODR priamo integ-

rovatelna.

POSTUP RIESENIA

Diferencidlne rovnice tohto typu sa riesia priamou integraciou

dy(z)
“dr = f(x),

[ = [ s@a
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kde Oy, Cy st integracné konstanty a plati Cp,Cy € R. Kedze scitanim (odéitanim)
Iubovolnych konstdnt z mnoZiny redlnych ¢isel dostaneme opit konstantu z mnoZiny
realnych ¢isel, mozeme integrac¢ni konstantu uvaddzat iba na jednej strane rovnice. V
praktickej casti je vo vypoctoch po zintegrovani oboch stran rovnice uvadzana iba jedna

integracnd konstanta. VSeobecné rieSenie potom bude mat tvar

y(z) = / f(z)dz + C,

kde C' € R. Toto riesenie sa nazyva vseobecnym riesenim ODR, ktoré zahrnuje ne-

konec¢ne vela partikuldrnych rieSeni.

2.2 Separovatelna ODR

Definicia 2.3 ODR v tvare

WD _ (2 otw).

kde f(x) a g(y) su spojité funkcie na otvorenom intervale I, je ODR so

separovatelnymi premennymi.

POSTUP RIESENIA

Separovatelné ODR riesime metédou separdcie premennych. V prvom kroku upravime

diferencialnu rovnicu tak, aby na kazdej strane rovnice bola iba jedna premenna. Za

predpokladu, ze g(y) # 0, dostavame

Lavi stranu rovnice zintegrujeme podla premennej y, pravi podla z a dostaneme

1
/@dy(x):/f(x)dx—i—C, C eR.

Teraz sa vrétime k pripadu ¢g(y) = 0. Riesenim su konstantné funkcie, ktoré su stucasne
rieSenim danej rovnice, a preto ich pripiSeme k vSeobecnému rieseniu alebo ich zahr-

nieme do vSeobecného riesenia vhodnou volbou konstanty C'.
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2.3 Linearna ODR prvého radu

Definicia 2.4 Mame ODR v tvare

YD _ fop(a) + o(o), ©)

kde f(x),g(x) st spojité funkcie na otvorenom intervale I. Pokial je funkcia

g(x) aspon v jednom bode intervalu I nenulova, jednd sa o nehomogénnu

linedrnu ODR prvého radu. Pokial je funkcia g(x) na celom intervale [

nulova, hovorime o homogénnej linearnej ODR prvého radu.

POSTUP RIESENIA

Vseobecné riesenie rovnice (2) ndjdeme pomocou metddy varidcie konstant. Najprv

rovnicu (2) zhomogenizujeme (polozime g(x) = 0)

WD _ payuta) ®)

a najdeme jej vseobecné riesenie yy metodou separacie premennych

/ 5 dyla) = [ fa)a.

nfy(@)| = [ fe)desC, CeR
jy(@)| = of F@@+

(@) = el S

Kedze vysledkom umocnenia Eulerového éisla e Tubovolnou konstantou C' bude vzdy
kladna konstanta, mozeme vykonat ndhradu e znakom konstanty C, kde C' > 0. Po
odstrdnen{ absoliitnej hodnoty z lavej strany posledného uvedeného vztahu (s prihliad-
nutim, ze y(z) = 0 je konstantnym riesenim pre C' = 0) plati C' € R. Této tprava je

vyuzivans v d'alsich ¢astiach prace.
yu(z) = Cel 1@ dz. C eR. (4)

Dostali sme vseobecné riesenie homogénnej linedrnej ODR (3). Predpokladdme, ze

rieSenie rovnice (2) mé tvar (4), kde C' je urcitd funkcia premennej z, teda
y(z) = Cx)el 1@ O eR. (5)

Toto riesenie zderivujeme

dy(z) _ dC(x)
dx dx

a dosadime spolu s riesenim (5) do pévodnej rovnice (2)
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dC(z)
dz

el 107 1 Ci(a) f(w)e! 1992 = f()Cla)e! 1% + g(z).

Odcitame od seba ¢leny obsahujice C'(z) a rovnicu upravime

dC(CL’) eff(:(:)d:r: _

o g9(z),

dC(z)
dx

Po zintegrovani vyjadrent funkciu C'(x)

Cl) = / o) TTOEq 0 CeR,
dosadime do rovnice (5) a dostaneme vSeobecné riesenie linedrnej ODR prvého rddu

o) = ([ ot 0mar s ) 10w, cen

2.4 Bernoulliho rovnica

Definicia 2.5 ODR v tvare

W) _ (o) + glay @), )

kde f(z) a g(z) st spojité funkcie na otvorenom intervale I, pricom g(x) # 0

pre kazdé x € I ar # 0 Ar # 1, je Bernoulliho rovnica.

POSTUP RIESENIA

Pri riesen{ Bernoulliho rovnice zavedieme na zaciatku substituciu

2(x) =y 7 (2), (7)
ktoru nasledne zderivujeme
dz(z) ey dy()
= (1 — " .
1y
Derivaciu di’i—(;) nahradime z rovnice (6) a upravime

dz(f) =1 =r)y " (z) [f(@)y(z) + g(x)y"(z)],

dz_(;) =1 —7r)fx)y" (@) + (1 -7)g(z),
dz—i@ = (1—7) f(z)2(z) + (1 — ) g(z).

Dostali sme linearnu ODR prvého radu s premennymi x, z. Najdeme vseobecné rieSenie

)= ([ =gty 0010z 4 0) 0o c e,
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ktoré nésledne nahradime podla substiticie (7)
y' (z) = (/ (1 —7)g(x)e” JOI@deqy 4 C) e/ i@ de C eR.

Z predchadzajiceho vztahu nakoniec vyjadrime y(x) ako vieobecné rieSenie Bernoulliho

rovnice. Pokial r > 0, m& Bernoulliho rovnica tiez riesenie y(z) = 0.
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3 ODR VYSSIEHO RADU

Definicia 3.1 Obycajna diferencialna rovnica n—tého radu je rovnica

v tvare

F (m, y(x), d?é(;l?)’ ddyx(f)’ ey d’;;ﬁ:)) =0 (8)

alebo v pripade, Ze je rozriesend vzhladom k najvyssej derivécii, v tvare

d"y(x) _ dy(z) dy(z) 4" 'y(x)
W‘f<x’y($)’ dz  dz? 7 dan ! )

RieSenim (integrdlom) diferencidlnej rovnice (8) na intervale I nazveme kazdu funkciu
f(x), ktord ma na danom intervale I vsetkych n derivacii a vyhovuje diferencidlnej

rovnici (8), teda plati

df(x) &*f(@)  d"f(z)
F = 0.
<x7 f(m>7 dﬂj Y de ) I dxn
Vseobecné rieSenie diferencidlnej rovnice (8) obsahuje n neurcitych konstant

C1,Cs, ..., C, € R a moézeme ho zapisat v tvare
Y= (10(*1.7 Cla CQa sy Cn)

Dosadenim konkrétnych hodnot za neurcité konstanty C, Cs, ..., C,, dostaneme parti-

kularne rieSenie yp danej diferencidlnej rovnice.

Pociatoénii (Cauchyho) tlohu pre ODR n—tého radu nazyvame tlohu najst

také riesenie rovnice (8), ktoré bude spliiovat pociatoéné podmienky

dy (o) dy" ! (z0)
= = -y = Y1, JY0s Y1y - Yno1 € R.
y(z0) = vo, dr Y1, R p— Yn—1 2o, Yo, Y1 Yn—1

3.1 Linearna ODR n-tého radu s konstantnymi koeficientami

Definicia 3.2 Jedné sa o rovnicu v tvare

d"y(x) d"y(x) dy (=) _
n diL‘n n—1 dl‘nfl AF cos AR a1 dZL' + Cloy(l') - f(il)),

kde an,a,_1,...,a0 € R,a, # 0 a f(x) je spojitd funkcia na otvorenom in-

tervale I. Pokial je funkcia f(x) aspon v jednom bode intervalu I nenulova,
jedna sa o nehomogénnu linearnu ODR n—tého radu s konstantnymi
koeficientami. Pokial je funkcia f(z) na celom intervale I nulova, hovorime

o homogénnej linearnej ODR n—tého radu s konstantnymi koeficien-

tami.

Vzhladom k tomu, Ze v praktickej ¢asti riesime diferencidlne rovnice do druhého radu,
uvedieme v nasledujicej ¢asti len vlastnosti linearnej ODR druhého radu s konstantnymi

koeficientami.
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3.2 Linearna ODR 2. radu s konstantnymi koeficientami

Definicia 3.3 Rovnica typu

d*y(z) dy(x) _
A= 3 +ay 4 + aoy(z) = f(), (9)

kde as,a1,a0 € R,ay # 0 a f(x) je spojitd a nenulova funkcia na ot-

vorenom intervale I, sa nazyva nehomogénna linearna ODR 2. radu
s konStantnymi koeficientami. Pokial je funkcia f(z) na celom intervale T
nulova, hovorime o homogénnej linearnej ODR 2. radu s konstantnymi
koeficientami , ktorda ma tvar

Pya) | dylx)
dz? Yz

a2

+ apy(z) = 0. (10)

Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice (9) je v tvare

y(r) = yu(z) + yp(z),

kde yg(z) je vSeobecné riesenie zhomogenizovaného tvaru diferencidlnej rovnice (9)
(teda rovnice (10)) a yp(z) je lubovolné partikuldrne riesenie tejto rovnice.

POSTUP RIESENIA

1. Néjdeme vSeobecné riesenie yg rovnice (10). K rovnici zostavime tzv. charak-
teristickt rovnicu , ¢o je kvadratickd rovnica s neznamou A, ktora vznikne z

rovnice (10) nahradenim L) _ A2 dzé—(;) =Xay(z) =\ teda

da?
a2>\2+a1)\+a0 = 0. (11)
\Ja2—
Této charakteristickd rovnica ma korene A\ o = —2% + %. Mozu nastat

nasledujice tri pripady:

(i) A1 # X2 (A1, A2 € R)

Charakteristickd rovnica mé dva rozne redlne korene. VSeobecné rieSenie

rovnice (10) je v tvare
yH(I) = C’leA”” + CQGAQCC, 01, 02 € R.
(i) My =X =) (AeR)

Charakteristicka rovnica ma dvojnésobny realny koreni. VSeobecné riesenie

diferencialnej rovnice je v tvare

yu(x) = C1e™ 4 Coze, Cy,Cs € R.
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(111) )\172 =a=xib (CL, be R)

Charakteristickd rovnica ma dva komplexne zdruzené korene. Vseobecné

rieSenie diferencidlnej rovnice je v tvare
yu(z) = C1e* cosbr + Cee®” sin b, Ci,Cy € R.

2. Pre vypocet partikuldarneho riesenia yp pouzijeme metéddu neurcitych koefi-

cientov. Ak pravd strana rovnice (9) mé tvar

(i) f(z) = Pu(z),

kde P,(z) je polyném n—tého stupna, tak partikuldrne riesenie bude mat

tvar

yp = kan(x),

kde k& > 0 udéva, kolko koreiiov charakteristickej rovnice (11) je rovnych
0, a P,(z) je polyném s neuréitymi koeficientami rovnakého stupia ako

polyném P, (z). Partikuldrne riesenie yp mozeme teda rozpisat do tvaru
yp = 2* (Ao + Az + As2® + ... + A,z") Ap, A1, Ay, A, €R.
(i) f(x) =™ Pu(x),

kde a je redlne ¢islo a P,(x) je polyném n—tého stupna, tak partikuldrne

rieSenie bude mat tvar
_ _k a:cP
yp = 27" Py (),

kde k > 0 udédva, kolko koretiov charakteristickej rovnice (11) je rovnych
¢éislu a, a P,(x) je polyném s neurcitymi koeficientami rovnakého stupiia

ako polyném P,(x).
(iii) f(z) = e™ [M,,(x) cosbx + N, (z)sinbz],

kde a, b st redlne ¢isla, M (z) je polyném m—tého stupna a N (z) je polyném

n—tého stupia, tak partikuldrne rieSenie bude mat tvar
yp = 2% [M,(z) cosba + Ny(z)sinbz] ,

kde k > 0 udédva, kolko koretiov charakteristickej rovnice (11) je rovnych
a+ib, a My(x), Ny(z) si polynémy s—tého stupna, kde s je vicsie z cisiel

m,n.

3. Zapiseme vSeobecné riesenie rovnice (9) v tvare

y(x) = yu(r) + yp(z).
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K vypracovaniu tejto kapitoly boli pouzité zdroje: [2],[3],[4],[5], [13].
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II. PRAKTICKA CAST
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4 PRIKLADY Z FYZIKY

4.1 Newtonov ochladzovaci zakon

Priklad 4.1 Pizza po vytiahnuti z pece mala teplotu 150°C. Za 5 minut
ochladla na 85°C. Vypocitajte, aki teplotu bude mat pizza po 10 minttach,
ak teplota v miestnosti je 22°C. Rychlost ochladzovania je timernd rozdielu

aktualnej teploty pizze a teploty okolia.

Podla zadania zostavime diferencidlnu rovnicu

ar()
TR —k(T(t) —To),

T(t) je teplota pizze v case t, Tp je teplota okolitého prostredia a k je konstanta
umernosti. Zaporné znamienko pri konstante imernosti £ je z dovodu, ze teplota pizze
s narastajucim casom klesa. Diferencialnu rovnicu vyriesime metédou separacie pre-

mennych

T dT(t) = —kdt,

1
————dT(t)=— [ kdt
/T(t) —To ) / ’
In|T(t) —To| = —kt + C, C >0,
Tt)—To = Ceikt,
T(t) =T+ Ceikt.
Za Ty dosadime teplotu okolia, ¢ize 22°C

T(t) =22+ Ce ™. (12)

Na zaciatku casového intervalu, ¢ize po vytiahnuti pizze z pece, mala pizza teplotu
150°C. Aby sme urcili integracni konstantu C, dosadime do vseobecného riesenia (12)
prvi podmienku 7°(0) = 150

150 = 22 + Ce *0,
150 =22 + C|
C =128.
Vyjadrent integracni konstantu dosadime do rovnice (12)

T(t) = 22 + 128" (13)

Integracnt konstantu & uréime pomocou druhej podmienky, z ktorej vieme, ze teplota
pizze po piatich minitach bola 85°C. Matematicky zapis tejto podmienky ma tvar

T'(5) = 85. Po dosadeni si vyjadrime konstantu k
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85 = 22 4 128e 77,

sk 03
128’
63
5k —=1n [ =2
> n(128>’
In (83
k= — ) (528) = 0,1418,

ktort dosadime do rovnice (13) a dostaneme funkciu popisujiicu zavislost teploty pizze

na case
T(t) = 22 + 128¢~ 14180,
Aby sme zistili teplotu pizze po desiatich minttach, dosadime za ¢as t = 10

T(10) = 22 + 128¢ 141810 = 53

Teplota pizze po desiatich mintutach od vytiahnutia z pece je priblizne 53 °C.

Teplota [°C]
150 -
- Teplota pizze
100 .
I -—- Teplota okolia
50+
0 1 1 1 L 1 1 ] (":as ml n
0 5 10 15 20 25 30 3 [min]

Obr. 4.1.1. Casovy priebeh teploty pizze

4.2 Ohyb nosniku

Priklad 4.2 Urcite tvar krivky nosného lana o dizke [, na ktorom je zave-
seny most. Hmotnost nosného lana vzladom k hmotnosti vozovky zanedbajte

a predpokladajte, Ze zataZenie je rovnomerne rozloZené po di7ke lana v hori-

zontéalnej priamke.
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Obr. 4.2.1. Most s nosnym lanom

Za zaciatok siradnicového systému (x = 0, y = 0) si zvolime miesto najnizsej polohy
lana. Medzi pociatkom a obecnym bodom [z,y|, nachddzajicim sa na lane, posobi

gravitacnd sila Fg = %2z, kde m celkova hmotnost mostu, [ je celkovd dizka lana,

g je gravitacné zrychlenie, a dve tahové sily F; a F,. Sila I} méd smer rovnobeZny
s horizontalnou sturadnicovou osou (os x) a sila F; mé smer dotycnice v danom bode
posobenia. Smernica tejto dotycnice je dand derivdciou hladanej funkcie y(z), ktora

popisuje tvar nosného lana. Po rozpisani do zloziek ma sila Fy tvar
Fy, = Fycos o Fy, = Fysina, (14)

kde « je uhol, ktory lano zviera s horizontdlnou osou. KedzZe je lano v rovnovaznom
stave, plati, Ze vyslednica sil posobiacich na lano je nulové. V smere osi  musi byt

nulovy sucet sily I} a x—ova zlozka sily F;
i+ F,, =0.

V smere osy y sa musi vyrovnat gravitacnd sila Fg vertikdlnej zlozke sily F,
Feo + Iy, = 0.

Zlozky sily Fy nahradime podla vztahov (14)

Fy+ Fycosa =0,
Fo+ Fysina = 0.

7 prvej rovnice si vyjadrime silu F5 a dosadime ju do druhej rovnice. Dostaneme

Fo — sina =0,
COS &
sinae Fg
cosaa Fy’

Po uprave
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mg

toq =
8X=IR "

KedZe tg o vyjadruje smernicu dotyénice v danom bode, mozeme zapisat tg o =

Po dosadeni do rovnice (15) dostdvame diferencidlnu rovnicu

dy(z) _mg
dz lFl
Zintegrujeme
> 0.
y(x) = 21F1$ + C, C>0

Lano bude mat tvar paraboly. Funkénd hodnota v bode z = 0 m4 hodnotu y(0) = 0.
Po dosadeni danej poc¢iatocnej podmienky zistime, ze konstanta C' je nulova. Vysledna

parabola popisujica tvar prehnutia nosného lana ma tvar

o mg

4.3 Volny pad s aerodynamickym odporom vzduchu

Priklad 4.3 Gula s polomerom 5 centimetrov a hmotnostou 1 kg bola upus-
tend s nulovou poéiatocnou rychlostou. Gula padd volnym padom v prostredi
o hustote 1,2 kg - m~3. Koeficient odporu gule C, = 0,5. Ak4 velk4 je hrani¢nd
rychlost, ktori by mohla gula dosiahnut a akt dréhu prejde za 10 sekiind, ked

berieme do uvahy aerodynamicky odpor vzduchu?

FODP

Obr. 4.3.1. Padajiica gula
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Na teleso posobi v smere jeho pohybu gravitaéna sila, proti ktorej posobi odporova sila

vzduchu. Rovnica popisujica tento pripad bude mat tvar

F(t) = Fg — Fopp(t),

kde F(t) prepiseme podla Newtonovho zdkona sily, Fy je stc¢in hmotnosti a gra-
vitaéného zrychlenia a Fpopp prepiseme podla vztahu pre aerodynamicky odpor, ktory
tvrdi, Ze velkost odporovej sily je polovica stéinu suéinitelu odporu, hustoty vzdu-
chu, velkosti ¢elnej plochy a kvadratu okamzitej rychosti. Po nahradeni vztahov pre

jednotlivé sily dostaneme diferencialnu rovnicu v tvare
1
ma(t) = mg — §Canvz(t). (16)

Zrychlenie je derivaciou rychlosti podla ¢asu, takze vykondme tpravu a(t) = <=~ a

vyjadrime si zavislost rychlosti na ¢ase

mdz(tt) =mg — %C’anUZ(t),
dz(}i—(tt) =g— %Qﬂﬁ).
Pre lepsiu prehladnost vypoétov oznacime k = % a rovnicu vyrieSime
0]
g—k;vz(t) do(t) = dt,
/g—k:;vz(t) do(t) = / dt,
/g_k;vz(t)dv(t):tJrC, CeR. (17)

Zlomok m rozlozime na parcidlne zlomky

1 1

g—k2(t) (\/g _ \/Ev(t)> <\/§+ \/Ev(t)> '
Pravi stranu rovnice rozlozime na dva zlomky

1 A . B
g—ko2(t) G- Vho(t) G+ VEo(t)

Urcime koeficienty A a B

1=A <\/§+ \/Ev(t)> +B (f - \/Eu(t)> .
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ot):  0=AVk-BVk = A=B.
V(1) : 1=A/9+ B3,

1
1=Byg+Byg = B=—=A
V9 + By NG
Koeficienty A a B dosadime do rovnice (18)
1 1 1 1
S = + : (19)
g—k(t)  2y9 \ \Jg—Vko(t) g+ VEko(t)

Povodny zlomok rovnice (17) nahradime jeho parcidlnym rozkladom (19) a pokracujeme

Vo vypocte

/ L ! + ! do(t) =t + C,
25 \ Vg~ Viel(t) " g+ V(o)

2\1/_ </\/_—1\/Ev(t)dv<t> /\/_4—\/_11

o)

9(\/_/\/_\/_1) f/f+fv )
-—(M—Mf'fbﬁb—ﬂf+fuo
)=

2V

<ln‘\/_—|—\/_v ‘—ln‘\/ﬁ—\/_v ‘

\/_J“/_“ = 2\/gkt + C. (20)

Uréime si konstantu C'. Vieme, Ze teleso zacalo padat s nulovou pociatoénou rychlostou,
takze do (20) mozeme dosadit v(0) = 0

=2¢/gk-0+C,
f \/_ 0
In|l|=C
C=0.

Vyéislent konstantu C' dosadime do rovnice (20) a pokracujeme vo vyjadrovani v(t)

f+¢bw_

i e G
\/_—1—\/_1;(75) e2¢g7ct
\/_—\/_v(t) ’

Vg + \/_v(t) = <\/_ \/_v( )) 2Vt
VI + Vku(t) = /e — \Eu(t)e?VI*,
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VEv(t) + VEuo(t)e?VoR = | fgeVoRt — /g

\/Ev(t) (1 + e2mt> =9 (eQ‘/gT“t — 1> ,
e2Viokt _
\/EUG:) = \/E e2\/97kt + 1) )

e2\@t—1+2—2>

VEu(t) = /g v

e2VIRt 4 1 2

2

Pomocnu konstantu k£ nahradime pévodnou hodnotou

2mg 2
= — _ 21
o®) V CyoS (1 2V IGE 4 1) 2y

Uréit hraniénd rychlost padajiceho telesa moéZeme dvoma sposobmi:

1. Vypocitanim rychlosti v ¢ase, ktory sa limitne blizi do nekonecna:

I (t) = 1i 2mg 1 2 [ 2myg
imv(t) = lim 4/ ——— —— | =\ =
t—o00 t—o00 CmUS e2\/ %t + 1 CwO'S

2. 7 vedomosti, Ze po dosiahnuti hrani¢nej rychlosti teleso uz nebude zrychlovat,

takze do rovnice (16) dosadime a(t) =0
1 2
m-0=mg — éczO'SU (1),

mg = %CIO'SUQ(t),
2mg
“(t),

Coos "

2mg
v(t) = %4/ Cog

V naSom pripade ma vyznam iba kladna hodnota hrani¢nej rychlosti. Pre ¢ plati,

7e ide o Tubovolny ¢as po ¢ase dosiahnutia hrani¢nej rychlosti.

Po dosadeni konkrétnych hodnét zo zadania do vzfahu pre maximélnu dosiahnutelnt

2.1.981
mar — ’ = 64,53
v \/0,5 12-7-005 —2

rychlost dostaneme

Najviicsia rychlost, ktori méze padajiica gula dosiahnut, je 64,53 m-s~.
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Rychlost’ [m/s]
70+

60 -

50F
a0t — rychlost

30; - hrani¢né rychlost’
20

10F

Obr. 4.3.2. Zavislost rychlosti na case

Aby sme ziskali funkciu popisujicu zavislost drdhy na ¢ase, musime rovnicu rychlosti

CzoS __
(21) zintegrovat podla casu. Pre lepsiu prehladnost vypoctov opit nahradime 222 =k

o= foar= [ i (1= mg) =7 [ (- iy )
\[(/1‘” [ami) =i (a2 f g )

2v/gkt __ .2+/gkt 1
—JI v -2 ¢ S
e2vokt 4 1

2+/gkt 1 2v/gkt

ot —o [ [ dt
k e2V9Rt 11 e2VgRt 4 ]
1 2y/gke?Vot

/2 t+Cl—2/ 1 gre dt
k 2V/gk e2Vakt ||
:\/E t+Cy—2(t— L lneQ\/ﬁt—kl)

k 2v/ gk

1 1
= \/% (—t+ NI ln‘ezmw 1) +Cl) = —\/%H Eln’&m% 1) + C1. (22)

Zostdva ndm urcit konstantu C). Vychadzame z faktu, Zze v ¢ase ¢ = 0 malo teleso

nulovi prejdend dréhu, takze s (0) = 0 dosadime do rovnice (22)

g 1
—_./Z. ZIn
0 \/;0 k

1
OZEIH‘l—f—l’—i—Cl,

In |2]
P

Konstantu dosadime do rovnice pre drahu

6‘2@0 + 1‘ + Cl,

C = -
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1 o In |2 1 e
s(t) = —\/%t—l— Eln‘e2 gkt 4 1’ - %’ =7 (—\/gkt+ln‘e2 gkt 4 1‘ —ln|2|>
1
=7 (—\/gkt—l—ln )

Pomocnu konstantu k£ nahradime povodnou hodnotou

2 C,oS 1 .. /aczes, 1
S(t) m <— g g t+1n‘562 ggmst+—’>’

e2Vikt 4 1

T (.08 om 2

_ 2m gCr08 L ( o\/5C55,
S(t)_cxas<_\/ om t+1n‘§<e " “) '

Po dosadeni konkrétnych hodnot zo zadania a nahradenim ¢ = 10 dostaneme vzdiale-

nost, ktord gula prekonala volnym padom za 10 sekind, teda
5(10) = 370,89.

Gula za 10 sekiind prekonala vzdialenost priblizne 370,89 metrov.

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [1],[9], [12].
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5 PRIKLADY Z ELEKTRONIKY
5.1 RC obvod

Priklad 5.1 N4jdite casovy priebeh pridu v obvode a casovy priebeh napéti
na jednotlivych prvkoch RC obvodu po zopnuti spinaca S. Predpokladajte
napitie zdroja U = 5V, odpor rezistora R = 500 (2, kapacitu kondenzatora
C =20puF.

Obr. 5.1.1. RC sériovy obvod

Aplikaciou druhého Kirchhoffovho zakona, ktory hovori, ze sicet napéti v uzavretej
slucke na spotrebicoch sa rovna suctu elektromotorickych napéti zdrojov v tejto casti

obvodu, dostavame rovnicu
Ur(t) + Uc(t) = U, (23)

kde Ug je napitie na rezistore, U je napétie na kondenzatore a U je napétie zdroja.

Dosadenim jednotlivych vztahov za napétia mozeme rovnicu (23) rozpisat na tvar
1
Ri(t) + 6/z’(t) dt = U. (24)

Najskor si vyjadrime zdvislost pridu na case. Zavedieme substitiiciu

dy(t) _ .
=i(t 2
D i), (25)
dosadime do rovnice (24)
dy(t) 1
R——+4+ —y(t)=U
o oV
a diferencialnu rovnicu vyriesime
dy(t) 1
L U - —y(t
dy(t) _ U — Sy(t)
dt R ’
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[ —

_ 1 1
_ ¢ — il
Jr= 100 Y | ma
1

1
-C'1 ——y(t)| = =t+ K K
C In|U Oy()‘ K > 0,
1 1
In|U— —y(t)| = ——t+ K
1
U— Ey(t) = Ke rc’
1

Prevedieme spiitni substitiiciu za y(t) podla (25)

it) = W) _ ! (C <U_Kei%t>) = —CKe ot (— ! ) B ot (26)

—_— — —e RC7,
dt dt RC R

Pri urcéovani konstanty K vychadzame z toho, ze v case t = 0 nie je na kondenzatore
ziadne napétie, takze prud v obvode podlicha Ohmovmu zakonu. Z toho vyplyva, ze

do (26) mozeme dosadit i(0) = &

0

)

e ®’C

= S
S 3=

Konstantu K dosadime do (26) a dostaneme vyslednii zdvislost pridu na case

it) = %e_RlCt. (27)

Dosadenim hodnot zo zadania dostaneme konkrétny priebeh priudu pre zadany obvod

o 1
i) = ggg e womI = 001670
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Priid [A]
0.010|
0.008
0.006 |
0.004

0.002

%

L L L 1 L L L L L L L L L L L L |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10Cas L]

Obr. 5.1.2. Casovy priebeh pridu RC obvodu

Vyjadreny prid (27) dosadime do vztahov pre napitie na rezistore a na kondenzétore

(24), vypocitame zdvislosti napéti v ¢ase a ich priebehy zobrazime v jednom grafe

Ur(t) = Ri(t) =R %eRlCt = Ue ol (28)
. 1 . . 1 U 7%t o U 7R7t

Uc (t) = o /z(t)dt o | g¢ dt = e | €7 dt,

Uo(t) = Le 7t (“RCY+ K, K >0,

Uc (t) = —Ue met + K (29)

Konstantu K vypocitame dosadenim pociato¢nej podmienky Ug (0) = 0 do (29)
0=-Ue ¥+ K,
K=U.
Konstantu dosadime do (29)
Uo(t) = —Ue met + U =U (1 - e—%t) . (30)

t

. . N A . .
Sucin RC' v argumentoch exponencidlnych funkcii e”®c* sa nazyva casova konstanta

sériového RC obvodu. Oznacuje sa 7¢, teda
I
Uo(t):U<1—e fc).
V case t = 7¢ je napétie na kondenzatore rovné hodnote

Uc(mc) =U (1 - e_%“> =U(1—e') =0,63U.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 34

Z toho vyplyva, ze ¢asova konstanta 7o urcuje dizku €asového intervalu, za ktory sa
napitie na kondenzatore zvicsi z nuly na priblizne 63 % konecnej hodnoty napétia U.
Dosadenim hodnot zo zadania U = 5V, R = 500Q a C' = 2- 107 F do rovnic (28) a

(30) dostaneme konkrétne priebehy napiti na rezistore a kondenzatore
Ug (t) = 5e 502 10-5¢ = e~ 100

Uo (t) =5 (1 - e mmmm") =5 (1— '),

Napétie [V]

P B R R SR é as [S]
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Obr. 5.1.3. Casovy priebeh napéti na prvkoch RC obvodu

Napiitie na kondenzdtore sa postupne zvysuje, pokial sa toto napitie nevyrovnd napitiu
zdroja U. Ako sa kondenzator nabija, tak postupne klesa prud tecuci obvodom a zmensuje

sa napétie na rezistore.

5.2 RL obvod

Priklad 5.2 N4gjdite casovy priebeh pridu v obvode a casovy priebeh napéti
na jednotlivych prvkoch RL obvodu po zopnuti spinaca S. Predpokladajte
napitie zdroja U = 5V, odpor rezistora R = 500 €2, induké¢nost cievky L = 1 H

a nulovy pociatocny prud.
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S R
ol I

v 5

Obr. 5.2.1. RL sériovy obvod

Na zostavenie diferencidlnej rovnice opét pouzijeme druhy Kirchhoffov zdkon
Up+U, =1, (31)

kde Ug je napétie na rezistore, Uy, je napétie na cievke a U je napétie zdroja. Dosadenim

jednotlivych vztahov za napitia moéZeme rovnicu (31) rozpisat na tvar

di(t)

Ri(t)+ L =U 32
i(t) + L (32)
a diferencialnu rovnicu vyriesime
di(t) :
L =U— Rt
i i),
: U — Ri(t)
di(t) = dt
Z( ) L 7
1 1
di(t) = —dt
0= i Y = g
1 1
di(t) = [ —dt
/U—Rz(t) it) /L !
1 —-R 1
di(t) = [ —dt
R/U—Rz’(t) it) /L !
1 1
—Eln\U—Ri(t)\:zt—l—K, K >0,
, R
In|U - Ri(t)| = — Zt + K,
U—Ri(t) =e K,
“Ri(t) = —U + Ke™ 1,
o U K _r 1 _ Ry
z(t)—ﬁ—EeL—ﬁ(U KeL>. (33)
Do rovnice (33) dosadime poé¢iatoéni podmienku #(0) = 0 a vyjadrime si konstantu K
1 _ Ry
0=~ (U — Ke 1 ) ,
1
0=—(U—-K
R( )’
C="U.

Integra¢ni konstantu K dosadime do rovnice (33) a ziskame obecne vyjadrent zavislost
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prudu na c¢ase v RL obvode

i(t) = (U ~Ue™ %t) - % (1 e %t) , (34)

i(t) = % (1 —e #) , (35)

kde 1, = % je ¢asova konstanta RL obvodu. Nahradenim 7, = ¢ v (35) objasnime jej
fyzikalny vyznam
U U U

i) =5 (1—e¥) == (1=c) =063

Casova konstanta 77, je teda as, za ktory sa prid zviacsi z nulovej hodnoty na priblizne
63 % konecnej ustélenej hodnoty %. Dosadenim hodnot zo zadania do (34) dostaneme
konkrétny priebeh priudu pre zadany obvod

5
i) = 205 (1— =) = 0,01 (1 ™).

Prad [A]
0.010 -

0.008

0.006 -

0.004

0.002 -

I I I I | I I I I | I I I I | I I I I |
0.000 0.005 0.010 0.015 O.OZOCG‘S sl

Obr. 5.2.2. Casovy priebeh pridu RL obvodu

Z grafu je zrejmé, ze prud postupne narastd az do maximéalnej hodnoty, ktora je rovna
%. Cievka sa v obvode chova ako zotrvacny prvok, ktory zabranuje prudkému nérastu

priudu. Do vztahov z rovnice (32) dosadime funkciu priebehu pridu (34) na urcenie

t) :U(l—e—%t>.

priebehu napétia na rezistore a cievke

=

: U _
UR:RZ(t)ZRE<1_e
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o]l

-

(1) et v (1)

dt R dt R
Dosadenim hodnot zo zadania U = 5V, R = 500 a L = 1H dostaneme konkrétne

priebehy napétia rezistora a cievky

Ur =5 <1 —e_@t> =5 (1 —e‘500t),

500
Up = 5e~ 1 = 5=,

Napétie [V]

P B T B C as [S]
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

Obr. 5.2.3. Casovy priebeh napéti na prvkoch RL obvodu

Prud v obvode narasta stdle pomalsie, takze napétie na cievke, ktoré je imerne rychlosti

~ . ad dI(t) t klesé. T td , ¢ 6 St .
casovej zmeny pridu ==, postupne klesa. Tym padom musi narastat napétie na rezis-

tore, ¢o vyplyva z druhého Kirchhoffovho zédkona. V ustalenom stave sa cievka sprava

ako dokonaly vodic.

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [6], [8],[10].
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6 PRIKLADY Z BIOLOGIE

6.1 Rozmnozovanie baktérii

Priklad 6.1 Na pociatku pozorovania sme zaznamenali pocet baktérii v uzav-
retom spolocenstve rovny hodnote 1000. Po jednej hodine ich pocet narastol na
1,5—ndsobok povodného mnozstva. Za kolko hodin ich pocet narastie na 50—
nasobok povodného mnozstva, ked vieme, Ze rychlost narastu poctu baktérii

je tmerny ich aktudlnemu poctu?

Pocet baktérif si oznacime ako y(t). Prislusné diferencidlna rovnica bude mat tvar

dgé—it) = ky(t). (36)

Vidime, Ze sa jednd o separovatelni diferencidlnu rovnicu. Prevedieme separaciu pre-

mennych a rovnicu vyriesime

=kt+C, CeR,

|
|
y(t) = CeM, C > 0.

Dosadenim pociatoénej podmienky y(0) = 1000 vy¢islime konstantu C' = 1000. Parti-

kularne rieSenie ma tvar
y(t) = 1000e™. (37)

Vieme, ze po jednej hodine narastol pocet baktérii na 1,5 —nasobok povodného mnozstva,
¢ize mozeme napisat y(1) = 1,5 - y(0) = 1,5 - 1000 = 1500. Podmienku dosadime do

rovnice (37)

1500 = 1000e*,
k=1n1,5 = 0,4055.

Vseobecné rieSenie ma tvar
y(t) = 1000e°4955¢,

Ziskali sme funkciu zdvislosti poctu baktérii na ¢ase. Nasou tlohou je zistit, za aki
dlhi dobu narastie pocet baktérii na 50 —nésobok. Za y(t) dosadime 50 - y(0) = 50000

a vyjadrime ¢t
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50000 = 1000e%4955t
50 = e0,4055t

In50 |
©0,4055 965

Pocet baktérii bude 50 —néasobny pociatoénému poctu za priblizne 9 hodin a 39 minut.

Pocet baktérii [ks]
60000 -

50000
40000
30000
20000

10000 -

0“““““““‘é“‘l‘oCaS[h]

Obr. 6.1.1. Casovy priebeh rozmnozovania baktérii

6.2 Nakazené mysi

Priklad 6.2 'V biologickom laboratoriu maju 700 mysi, z ktorych jednu infiko-
vali nakazlivou chorobou za 1celom overenia tedrie, ktora tvrdi, ze v uzavretom
spolocenstve zivocichov je rychlost §irenia danej choroby timernd sicinu poctu
nakazenych a nenakazenych jedincov. O 24 hodin vykonali kontrolu a zistili,

ze nakazou trpf uz 60 mysi. Vypocitajte, za aki dobu by malo byt, podla tejto

tedrie, nakazena polovica populédcie mysi.

Pocet nakazenych mys{ si oznacime ako y(t) a celkovy pocet mys{ Y. Podla znenia

teodrie zostavime diferencidlnu rovnicu a upravime ju

d?é_g’f) = ky(t) (Y — y(1))
WO _ yto) (700 (1),
di_(tt) = T00ky(t) — ky?(t). (38)

Rovnicu je mozné vypoéitat ako separovatelni diferencidlnu rovnicu alebo ako Ber-
noulliho diferencidlnu rovnicu. Zvolime druhy sposob. Z rovnice vyplyva, ze r = 2.

Zavedieme substituciu
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2(t) =y =y () = —, 39
(0 =) =10 = o5 (30)
ktoru zderivujeme
dz(t) 1 dy(t)
dt— y2(t) dt
Z rovnice (38) dosadime dq“(’i—(tt) a roznasobime
dz(t) 1 9 1
=— T700ky(t) — ky=(t)) = =700k — + k.

Zlomok ﬁ nahradime jeho substiticiou (39) a dostaneme linedrnu diferencidlnu rov-

nicu v premennych ¢, z v tvare

dz(t
O 00kat) + &, (40)
dt
ktoru vyrieSime metédou variacie konstanty. Rovnicu najskor zhomogenizujeme
dz(t)
—— = —T00kz(t
— (1),
urcime a(x) = —700k a vypocitame vieobecné riesenie homogénnej rovnice
ZH(t) _ Cefa(t)dt _ Ce—?OOkfdt — (e~ 700kt (41)

Pre najdenie riesenia pévodnej nehomogénnej rovnice musime konstantu C' vo vSeobecnom

rieSenf zhomogenizovanej rovnice (41) nahradit funkciou ¢asu C(¢) a tiito funkciu najst

2(t) = O(t)e (42)

dz(t) dC(?) o= TO0Kt _ 7001 C(t)e—mom‘

dt dt

Funkciu z(t) a jej derivaciu dosadime do rovnice (40) a vypocitame C(t)

—diit)em%t — 700k C(t)e™ ™" = —700kC (t)e™ """ + k,

dC(t) — J;o 700kt

dt ’
dC(t) = ke™* dt,

/ dC(t) = / ke ™0k dt,

e700kt
Ct)=k C C>0
e700kt
t) = .
C(t) 00 +C

C(t) dosadime do (42)
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A(t) = @700kt 1) e T00kt _ L 4 (o TO0Kt
700 700 '

Funkciu z(¢) nahradime jej povodnou hodnotou (39) a vyjadrime y(¢)

1 1
L (e—TO0kt
y@ 7o TCC
700 _ 1 + 700C e~ 700kt
y(t)
700
y(t) = T 700Ce oo (43)

Na zaciatku pozorovania bola nakazend jedna mys, takze do rovnice (43) dosadime

y(0) = 1 a vyjadrime C, ktoré nasledne do tejto rovnice dosadime

700

1=
1+ 700C'e—T00k-0”
700

1+ 700C"
699

_m.

B 700 700 (44)
- 699 — - — :
1+ 700 899 ¢=700kt 1 4 699e~ 700kt

y(t)

Pre ziskanie konecnej funkcie ostéava urcit konstantu imernosti k. Vyuzijeme fakt, ze

vvvvv

dosadime y(24) = 60

700
0 = T3 699e Toorar
700
1 699 —16800k _
+ e 50
2-1
e—16800k — 6
699
In ‘ﬁ
k=——120971 = 9 49.107*.
16800 ’

Konstantu k& dosadime do rovnice (44)

700 700
y(t)

11 699¢ 700249103 | 4 00,1743t "

Teraz uz sme schopni vypocitat, za ako dlho bude nakazens polovica populdcie my#i.

Za y(t) dosadime ¥

v o 700
2 1+ 699e 01743t
250 — 700

1+ 69901743t
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1 4 699¢~ %1743t — 9

—0,1743¢ _ L
699’
In -+

— 699 -
B

e

Pokial je tedria vedcov o rychlosti §frenia choroby spravna, polovica populdcie mysi

bude nakazend za priblizne 37 hodin a 35 mint.

00—
600 -

500

400 -
300 — Pocet nakazenych mysi
200 - - Celkovy pocet mysi

100

0 i n I . . . I . . . I . . . ] Cas [h]
0 20 40 60 80

Obr. 6.2.1. Casovy priebeh &frenia nékazy u mysi

6.3 Vyvoj I'udskej populécie

Priklad 6.3 V roku 2013 bolo na Zemi priblizne 7,16 miliardy Iudi. V roku
2000 to bolo priblizne 6,13 miliardy lIudi. Kolko Iudi bolo na svete v roku 1990,

pokial predpokladdme, Ze rychlost rastu populdcie je imerna jej aktudlnemu

stavu?

Pripad, kedy je derivacia funkcie imerna funkénej hodnote danej funkcie, sme uz riesili
v tejto kapitole v Priklade 6.1. Ide o rovnicu (36)

WO _ o)

ktorej vSseobecné rieSenie ma tvar
y(t) = Ce*, (45)

kde y(t) je aktudlna svetovd populdcia v ¢ase t, ktorého pociatok si zvolime rok 1990,
takze pre rok 2000 bude platit ¢ = 10 a pre rok 2013 bude platit ¢t = 23. Konstanta
C z rovnice (45) bude vysledok ndsho prikladu, ¢o mozeme dokézat tak, ze do rovnice
dosadime y(0) = o, kde yo je pocet obyvatelov na zaciatku casového intervalu, ¢ize v

nasom pripade v roku 1990. Po dosadeni dostavame
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Yo = Oek'o =C.
Do rovnice (45) dosadime obidve podmienky a dostaneme ststavu 2 rovnic o 2 neznamych

6,13 = y0610k7 (46)
7,16 = yoe®F. (47)

Vydelenim rovnice (47) rovnicou (46) dostédvame

s 7,16’
6,13

odtial

I 716

k= 165)13 = 0,01195.

Konstantu k& dosadime napriklad do rovnice (46) a vypocitame yq

10-0,01195
6a13 = Yo€ )

6,13 .
Yo = 00,1105 9,44.

Na svete bolo v roku 1990 priblizne 5,44 miliardy Iudi.

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [1],[3].
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7 PRIKLADY Z CHEMIE

7.1 Chemicka reakcia

Priklad 7.1 Pocas chemickej reakcia sa meni litka A na latku B. Rychlost
tejto zmeny je umerna kvadratu zvysnej hmotnosti latky A. Na pociatku mé

latka A hmotnost 350 gramov. Po hodine je to uz iba 220 gramov. Akd hmot-

nost bude maft latka A po troch hodindch od zaciatku chemickej reakcie?

Aktudlnu hmotnost litky si oznacime ako y(t). Cas t budeme tdavat v hodinach.

Diferencidlna rovnica popisujica tento problém ma tvar

dy(t) 2
——= = ky“(t
i yo (1),
kde k je konstanta imernosti. Metodou separacie premennych vypocitame vseobecné
riesenie
Lyt = kat
yir) = )
y*(t)
1
dy(t) = / k dt,
/ y*(t) )
1
———=kt+C, CeR,
y(t)
1
t) = — C eR. 48

Na zaciatku chemickej reakcie mala ldtka A hmotnost 350 gramov. Dosadime teda

pociatoéni podmienku y(0) = 350 a uréime hodnotu integra¢nej konstanty C'

350 =———
k-0+C’
B 1
- 350
ktort dosadime do (48)
1 1 350
v = T T T T 350kt 1 (49)

Na urcenie konstanty imernosti k vyuzijeme tidaj, Ze za hodinu mala ldtka A hmotnost

220 gramov, ¢ize dosadime y(1) = 220

350
220 = — ————
350k — 1’
350
1= ==
350k 590’
13
350k = — —
22’
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Dosadime konstantu & do (49)

350 350 350 - 7700 7700

350t — 1 AB0LETIO0 — 45501 4 7700 13t + 22

y(t) = —
7700

a dosadenim za t = 3 zistime, aki mala hmotnost latka A po troch hodinich

7700
_ MY 9603,
yB) = 33 op 12628

Po troch hodindch od zaciatku chemickej reakcie mala ldtka A hmotnost priblizne

126,23 gramov.

7.2 ZmieSavanie

Priklad 7.2 Tank obsahuje 800 litrov vody. Z tanku nepretrzite vyteka 50
litrov za mindtu. Rovnaky objem kvapaliny, ktorad je zlozend z 50 % vody
a z 50 % alkoholu, do tanku nepretrzite kazdi mintitu pritekd. Predpokladajte,
7e alkohol je vo vode v kazdom ¢asovom okamihu rozloZeny rovnomerne. Kolko

percent alkoholu bude obsahovat tank po 20 mintitach?

Aktudlny objem alkoholu v tanku si oznac¢ime ako y(t). Za jednotky ¢asu t uvazujeme

minuty. Kazdi minutu pritecie do tanku 25 litrov alkoholu a vytecie 50 litrov kvapaliny,

y(®)
800

diferencidlna rovnica

z ktorej je 50 £ litrov alkoholu. Rychlost narastu objemu alkoholu v tanku popisuje

y(®)

dy®) _

=25 —-50==
800’
dy(?) y(®)
ANV, | S ANVA
dt ° 16

Rovnicu budeme riesit ako separovatelni diferencidlnu rovnicu a najdeme jej vieobecné
rieSenie

dt 16’
——_dy(t) = dt,

t
25 — ¥

/40016y<) vlt) = /dt
=&+

dy(®) _ . y(®)

1

—161n 400 — y(t) C, CeR,
In 400 — y(t)| = —f—6+c
400 — y(t) = e~ 6+,
(): 00 — Cle™ 15, C > 0. (50)

Na pociatku neobsahoval tank ziaden alkohol, takze pre urcenie konstanty C' dosadime

do vseobecného riesenia y(0) = 0
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0 =400 — Ce™ 16,
C = 400.

Po dosadeni konstanty C' do vSeobecného riesenia (50) dostaneme funkciu popisujicu

zévislost objemu alkoholu v tanku na ¢ase
y(t) = 400 — 400¢™ 15 = 400 (1 - e—%) .
Aby sme zistili objem alkoholu v tanku po 20 minutach, dosadime ¢t = 20
4(20) = 400 (1 e %) = 985,4.
V percentdch, vzhladom na objem celej tekutiny v tanku, to bude
285,4

——— 100 = 36.
800 —

Po dvadsiatich minttach obsahoval tank priblizne 36 % alkoholu.

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [7],[8].
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8 PRIKLADY Z EKONOMIKY

8.1 Spojité tirokovanie 1

Priklad 8.1 Aky trok zakaznik banky potrebuje pri spojitom trokovani, po-

kial chce mat za 10 rokov na tiéte trojndsobok povodného vkladu?

Rychlost narastu mnozstva penazi y(t) na ucte je imernd aktudlnemu stavu na tcte,
pricom konstantu timernosti oznac¢ime ako k. Diferencidlna rovnica popisujica tento

pripad a jej riesenie budi vyzerat nasledovne

WO _ kg,
1
/mdy(t) :/kdt,
In|y(t)| =kt +C,
ly(1)] = 7€,
y(t) =Ce, O >o0. (51)

Povodny vklad si oznaéfme ako 1y. Budeme predpokladat, Ze vklad bol vloZeny na

zacCiatku c¢asového intervalu, teda prvd podmienka, ktori dosadime do rovnice (51),
bude (0) = o

Yo = Cek'o =C.

Integra¢nu konstantu C' dosadime do rovnice (51) rovno aj s druhou podmienkou, ktora
hovori, Ze za 10 rokov m& byt na ucte trojnasobok povodného vkladu, ¢ize y(10) = 3y,

a vycislime potrebnu vysku uroku k

3yo = y0610k7
3 — elOk
In3
k= % = 0,1099.

Aby bol na ué¢te po 10 rokoch trojndasobok povodného vkladu, je potrebny urok o vyske
10,99 %.

8.2 Spojité urokovanie 2

Priklad 8.2 Zakaznik v banke vlozil na svoj tucte 20000€. Pocas prvych
piatich rokov sa ¢iastka uroci 7—percentnym tdrokom a nasledujice tri roky
9,5 percentnym trokom. Ndsledne celd hotovost vyberie. Aki velkd ¢iastku
mal na ucte, ked predpokladame, ze pocas celych 6smich rokov nebol vykonany

ziadny iny vyber alebo vklad a ciastka bola iroc¢ena nepretrzite?

Cas vkladu ¢iastky do banky budeme povazovat za zaciatok casového intervalu. Najskor
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spocitame stav na ucte po 5 rokoch pri 7—percentnom uroku, pricom za casovi jed-

notku povazujeme rok

1
— dy = /0,07dt,
/ y(t)

In |y(t)| = 0,07t + C, CeR,
y(t) = QOTHC

Y

( :
(t)=Ce™"  C>0,0<t<5. (52)
Pociatoénou podmienkou je vyska vkladu na tucet, ¢ize do (52) dosadime y(0) = 20000

20000 = Ce®070
C' = 20000.

Dosadenim konstanty C' do rovnice (52) dostédvame
y(t) = 20000e™°™. (53)

Aby sme zistili, kolko pefiazi bolo na uéte po prvych 5 rokoch trocenia, dosadime do

rovnice (53) kone¢ny cas intervalu, teda ¢t =5
y(5) = 20000e”°"® = 20000e™* = 28381,35. (54)

Po piatich rokoch bolo na uéte priblizne 28381,35€. Nasleduji dalsie 3 roky
s 9,5—percetnym spojitym urokovanim. Rast hotovosti na ucte za toto obdobie po-

pisuje diferencidlna rovnica

WO _ 95,

at — 100”
ktora po uprave ma tvar

y(t) = Ce™0%, C>0,5<t<8.

Dosadime podmienku, ktorou bude stav u¢tu na zaciatku tohto obdobia, ¢ize hodnotu
z (54)

28381,35 = (9955,
C = 28381,35¢~ " = 17649,94.

Spéatnym dosadenim konstanty C' dostavame tvar
y(t) = 17649,94e%99° 5<t<8. (55)

Aby sme mohli vypoéitat, kolko petiazi bolo na i¢te po 6smich rokoch, dosadime t = 8
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do (55)
y(t) = 17649,94e%9958 — 17649,94e"™ = 37740,45.

Po 6smich rokoch bolo na ucte priblizne 37740,45 €.

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [1].
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9 NERIESENE PRIKLADY ODR 1. RADU

1. Na vode sa pohybuje motorovy ¢éln rychlostou vy = 10m-s~!. Po 40 sekundéch
od vypnutia motora klesne jeho rychlost na hodnotu v; = 2m-s~!. Voda kladie po-
hybujicemu sa ¢lnu odpor, ktory je priamo timerny jeho okamzitej rychlosti. Urécite

rychlost ¢lna v case 90 sekind od vypnutia motora.
[0,27m-s7!]

2. Obecne vyjadrite vztah pre rychlost padajiiceho telesa pre pripad, ked odporova

sila vzduchu je imerna okamzitej rychlosti telesa.

[U(t) = (Uo +22e” %t) _ %]

3. VysSetrovatelia nasli v byte vyhrievanom na kostantnu teplotu 23 °C mftvu osobu. V
case nalezu malo telo teplotu 31 °C, po 30 minttach teplota klesla na 27 °C. Vypocitajte,
pred kolkymi mindtami od prichodu vysetrovatelov dand osoba skonala, ak predpo-

kladame, ze v ¢ase umrtia mala osoba telesni teplotu 36,5 °C.
[22,6 min]

4. Dvaja kamarati sa dohodnd, Ze rozsiria famu, Ze zacinaji byt povinné vsetky pred-
nasky. Z 1000 studentov, ktori st na fakulte, to o 24 hodin vedelo 700. V akom case o
fame nebude vediet uz iba 50 studentov? Predpokladajte, Ze rychlost $irenia informdcie
v Tubovolnom ¢éase je timernd stic¢inu poctu osob, ktori o fame poculi, a poctu osob,

ktori o fame esSte nevedia.
(31,13 1]

5. Vypocitajte, za aky ¢as dosiahne napétie na kondenzatore v sériovo zapojenom RC
obvode hodnotu 95 % vstupného napétia U, pokial uvazujeme hodnoty odporu rezistora
R =200 a kapacitu kondenzatora C' = 1 uF.

[0,0006 §]

6. Zakaznik chce vlozif 1000€ na sporiaci icet. Prvd banka mu pontka 5 percentny
urok pocas prvych piatich rokoch sporenia a ndsledne sa trok zvysi na 10 % po dobu
dalsich piatich rokov. Druhd banka mu ponika konstanty 7,5 percentny trok pocas
celych 10 rokov. Obidve banky poskytuju spojité iroc¢enie. Ktory ucet je pre zakaznika

vyhodnejsi?

[Ponuky st zhodné, na konci trocenia bude v obidvoch pripadoch na tcte 2117 €]
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7. V roku 1990 bolo na Zemi priblizne 5,32 miliardy Tudi. Ked predpokladdme, Ze
rychlost rastu populdcie je timernd jej aktudlnemu stavu, kolko Iudi bude na Zemi v
roku 2030, ked v roku 2010 bolo na Zemi 6,92 miliardy Tudi?

[9 milidrd]

8. Na zaciatku rozpadu mal radioaktivny materidl hmotnost 50 mg. Po dvoch hodindch
sa jeho hmotnost zmensila o 10 %. Vypocitajte hmotnost radioaktivneho materidlu po
Styroch hodindch, pokial predpokladdme, Ze rychlost rozpadu je imern4 jeho okamzitej

hmotnosti.

40,5 mg]|

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [1],[3],[15].
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10 APLIKACIE ODR 2. RADU

10.1 Netlmeny harmonicky pohyb

Priklad 10.1 Uvazujte teleso zavesené na vertikalnej pruzine. Najdite funkciu

popisujicu jeho pohyb po vychyleni z rovnovaznej polohy, pokial zanedbiame

odpor prostredia a hmotnost pruziny.

L LSS LLLL S LSS LSS

Yy

Obr. 10.1.1. Teleso zavesené na pruzine

Dizka pruziny v nezatazenom stave je d, predfienie pruziny po zaveseni telesa v rov-
novaznom stave si oznacime ako s. Stred telesa v tomto stave budeme povazovat za
zaciatok suradnicového systému, ktorého kladny smer vertikalnej osy bude orientovany
smerom nadol. Na teleso posobia dve sily: gravitacna sila F} a elasticka sila pruziny F),
ktora je podla Hookeovho zékona priamo timernd vychylke pruZiny s a posobi smerom

k rovnovéaznej polohe. Stuicet tychto sil v rovnovaznom stave je nulovy, teda

Fo+ Fp =0, (56)
mg — ks =0, (57)

kde k > 0 je konstanta imernosti. Po vychyleni telesa z rovnovazneho stavu je vysledna

sila posobiaca na teleso nenulova, takze rovnicu (56) prepiseme do tvaru
F(t) = Fo + Fp(t).

Velkost vychylenia telesa z rovnovdzneho stavu v ¢ase ¢ si oznacime ako y(t), takze
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elastickd sila pruziny bude mat tvar k(s+y(t)). Gravitacnd sila sa nemen{ a prepisanim

sily F'(t) podla 2. Newtonovho zékona dostaneme rovnicu v tvare
ma(t) =mg — k(s +y(t))

a po uprave

d?y(t)

= m9 - ks — ky(t).

m

Z rovnice (57) vieme, ze mg — ks = 0, takze dostaneme diferencidlnu rovnicu v tvare

mde(t) + ky(t) =0,

dt2
d*y(t)  k
—y(t) = 0.
ot y(t) =0 (58)

Jednd sa o homogénnu linedrnu diferencialnu rovnicu druhého radu s konstantnymi
koeficientami, ktord sa riesi postupom uvedenym v kapitole 3.2 v teoretickej casti prace.

Charakteristickd rovnica

k
M4+ —=0
m

ma dva komplexne zdruzené korene

)\12—2&1“ i
m

ktorych redlna cast a = 0 a imagindrna cast b = \/% Riesenie diferencialnej rovnice
(58) ma tvar

y(t) = Cre™ cos bt + Cye™ sin bt, C1,Cy € R,

y(t) = Cre’ co \/kt+Cge0tsm\/kt
= (' cos 4/ t+C’gsmw (59)

Konstany C; a (5 uréime z pociatoénych podmienok. Vychylenie telesa v case 0

oznacime ako yp, takze do (59) dosadime y(0) = yo

| k | k
yozclcos( —-O>—|—C§sin( —'0)201COSO+CQSiHO
m m

Ci = .

Konstantu C) dosadime do rovnice (59)

t) = yocos 4/ t+CQSmU (60)
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Teleso po natiahnuti o dizku yo pustime rychlostou vy. Aby sme mohli pomocou
pociatotnej podmienky v(0) = vy urcit konstantu Cy, musime funkciu (60) zderivo-

vat podla ¢asu, ¢fm dostaneme funkciu popisujicu rychlost telesa v case ¢

o(t) = d?é_gt) = —yo\/gsin (\/%1&) + Cg\/gcos ( %t) .

Dosadime v(0) = vy a urc¢ime Csy

Dosadenim konstanty Cy do (60) ziskame funkciu popisujicu pohyb telesa

k m . k
t):ygcoswat—i-\/zvosmwat. (61)

Zavedieme substiticie \/g = w,yo = Asinp a \/Fvy = Acosy, kde w je uhlovd

frekvencia, A = \/ Yo + ka) je amplituda vychylky, ¢ = arctg \/ywo ,vg £ 0 je
&V
fazovy posun, dosadime 1Ch do (61)

y(t) = Asingcoswt + Acos psinwt = A (sin ¢ coswt + cos ¢ sin wt)
a pouzitim suctového vzorca
sin acos 3 + sin f cos a = sin (a + 3)
dostaneme

y(t) = Asin (wt + ¢) . (62)

Periédu T periodického pohybu uréime pomocou vztahu T = 27” Frekvencia

periodického pohybu f je dana prevratenou hodnotou periody, teda f = % = 5.

Nahradenim konstant A, w a ¢ v (62) dostaneme

y(t) = \/yg + (@%)25111 (Wt + arctg \/_v())

Zvolime si konkrétnu hodnotu hmotnosti telesa, poc¢iatocnej odchylky od rovnovazneho

stavu a koeficientu pruznosti pruziny, aby sme mohli vykreslif priebeh netlmeného

harmonického pohybu
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m=1kg, k=10N-m™, y,=0,5m.
Pre pociatoéni rychlost vy, akou je teleso uvedené do pohybu po pociatoénom natia-
hnuti yg, si zvolime 3 hodnoty

1 1

vo1 =0m-s™", wvgo=2m-s ", vy3= —2m-s L.

Vychylka[m]
10r

05 — Vgz=2ms?
ﬂ — Vg1 =0ms™?

Voz=-2ms?

-0.5¢

-1.0"

Obr. 10.1.2. Netlmeny harmonicky pohyb

10.2 Tlmeny harmonicky pohyb

Priklad 10.2 Uvazujte predchadzajuci priklad s prihliadnutim na linearne

narastajucu odporovi silu prostredia zavisli na rychlosti telesa.

Na teleso v tomto pripade posobi este d’alsia sila odporu prostredia imernd rychlosti
Fr(t) = —r dzt , kde r > 0 je konStanta umernosti. Tato sila posobi proti smeru
pohybu telesa a sposobuje, ze sa pohyb telesa po urcéitom case zastavi. Vyslednu silu

posobiacu na vychylené teleso popisuje rovnica

F(t) = FG + Fp(t) + FR(t),
ma(t) = mg — k(s + y(1)) — r 2,
mddigt) =mg — ks — ky(t) —r dg(/itt).

Kedze podla (57) vieme, ze mg — ks = 0, rovnica bude mat tvar

d*y(t) | dy(t)
m= +r & + ky(t) =0,

dy(t) | rodyt) koo
de2 +EF+Ey(t)—O. (63)

Charakteristickd rovnica

Mgt =0
m m

ma dva korene



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 56

Ao = . 4
12 - (64)

Mozu nastat 3 rozne pripady. Pokial r? = 4km, nastava hraniény tlmeny pohyb, ked

2

plati r2 > 4km, vznik4 neperiodicky tlmeny pohyb a pokial r? < 4km, tak vznikne

periodicky tlmeny pohyb.

Postupne rozobiereme vsetky tri pripady:

1. Hrani¢ny tlmeny pohyb

Plati podmienka
r? = 4km.

Tento pohyb sa nazyva hrani¢ny, pretoze staci nepatrnd zmena niektorého z
parametrov r, m alebo k a pohyb sa zmeni na tlmeny periodicky pohyb, pripadne
tlmeny aperiodicky pohyb. Kedze r? = 4km, tak v ¢itateli pod odmocninou v
(64) dostaneme nulu a charakteristickd rovnica mé jeden dvojnésobny redlny

koren

r
Ao = ——.
1,2 2m

Riesenie diferencidlnej rovnice (63) pre tento pripad mé tvar
y(t) = C’leM + Cgte)\t,

y(t) = C’le_ Zm? + Ogte_ ﬁt. (65)

Dosadenim pociatoénej podmienky y(0) = yq zistime, ze C; = yo. Dosadime
kongtantu C; do rovnice (65), ktort nasledne zderivujeme podla ¢asu, aby sme

mohli aplikovat podmienku s pociatoénou rychlostou na uréenie konstanty Cs

T r r rt r
) = —yy — e~ 2mt + O “aml — e amt | .
v(t) y02me + 2<e 2me )

Dosadime pociatoéni podmienku v(0) = vy a vyjadrime Cy

roo_ . . r-0 _ ..
Vg = —Yp=——¢€ 2m0—|-02(e 2m0——e 2777,0)’

2m 2m
T
Vo = _gi 027
T
Cg = Vo + yL
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Konstanty C a Cy dosadime do (65)

y(t) = yoe~ 2’ + (vg - M) te” 2! = e 2m! [yo + <v0 + M) t} .
2m 2m

Pre zostrojenie grafického priebehu funkcie vychylky boli pouzité nasledujice

hodnoty, ktoré splituji podmienku r? = 4km:

Hmotnost telesa m = 1kg,
Pociatocna vychylka yo = 0,3 m,
Pociatocnd rychlost vy = 0m-s™,

Koeficient odporu vzduchu r = 8N-s-m™ !,

Koeficient tuhosti pruziny % = 16 N-m™'.

Vychylka[m]
05

0.3h
02}

01l

00 [ L L L L L L L L L L L L I L L | L L L L |
0.0 0.5 1.0 15 20 25 Cas[s]

Obr. 10.2.1. Hrani¢ny tlmeny pohyb

2. Tlmeny aperiodicky pohyb

Plati podmienka
r® > 4km.

V citateli pod odmocninou v (64) dostaneme kladné ¢islo, takze charakteristicka
rovinica ma dva realne korene

Gt TN N
) 2 = .

Ay —
! 2m 2m

(66)
Riesenie diferencidlnej rovnice (63) pre tento pripad ma tvar

y(t) = CreMt + Coe?. (67)
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Pre lepsiu prehladnost vypoctov nebudeme zatial korene \; a Ao nahradzovat
rozsirenymi tvarmi. Konstanta C; bude mat po dosadeni pociatocnej podmienky

y(0) = yo tvar C; = yo — Cy. Konstantu dosadime
y(t) = (yo — Ca) M + Cye,
funkciu zderivujeme
v(t) = (yo — Ca) et + Carge™?,
dosadime pociato¢ni podmienku v(0) = vy a vyjadrime Cy

vo = (yo — C2) A1 + Ca ),
vo = Yo — Cad1 + Co)g,
Vo — yO/\l =0y ()\2 - )\1) ,

Vo — Yo
Cy = ——F——.
SRR VD

Potom

Vo — Yo _ YoA2 — YoA1 — Vo + YoM _ YoA2 — Vg
Ao — A1 Ao — A\ Ao — A\

Ci=yo—Ca=yo—

Konstanty C a Cy dosadime do rovnice (67)

YoA2 — Vo At Vo — Yo ot
t) = | &=¥—— 1 - S 2
e LR e S

1
y(t) = [(?J(J)Q — ) et 4 (vo — YoA1) e’\ﬂ .
As — A
Po dosadeni za A\; a Ay podla (66) a néslednych upravach bude mat funkcia y(¢)
tvar
) 1 [( N 2mug + Tyo) SR/ ey N ( 2mug + ryo) r\/2r24kmt:|
Y 2 0 Ve —4km Yo Ve —4km

Konkrétne hodnoty pre zostrojenie grafu boli zvolené, aby platila podmienka

tlmeného aperiodického pohybu, ¢ize r? > 4km

Hmotnost telesa m = 1kg,

Pociatocna vychylka yo = 0,3 m,

Pociatocna rychlost vy = 0m-s™,

Koeficient odporu vzduchu r =7N-s-m™*,

Koeficient tuhosti pruziny & = 10N-m™'.
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Vychylka[m]
04r

0.3
0.2

0.1

00— v T ~
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 Cas [S]

Obr. 10.2.2. Tlmeny aperiodicky pohyb

3. Tlmeny periodicky pohyb

Plati podmienka
r? < 4km.

V citateli pod odmocninou v (64) dostaneme zaporné ¢islo, takze charakteristickd
rovnica ma dva komplexne zdruzené korene

—r 4+ ivV4dkm —r? —r —iv4km — r?

)\ - A et
! 2m 2 2m

Pre prehladnost vypoctov si oznacime redlnu éast korenov ako a, imagindrnu cast

ako b, kde
4km — r?
oo Yikm—r? (68)
2m 2m

Vseobecné rieSenie ma tvar
y(t) = Cre™ cos bt + Che™ sin bt.

Po dosadeni podmienky y(0) = yo zistime hodnotu konstanty C; = yy. Konstantu

dosadime
y(t) = yoe™ cos bt + Coe™ sin bt (69)
a zderivujeme podla ¢asu
v(t) = yo (ae® cos bt — be™ sinbt) + Cy (ae™ sin bt + be™ cos bt) .

Dosadime pociatoéni podmienku v(0) = vy a vyjadrime Cy
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vo = Yo [ae®? cos (b- 0) — be™” (sinb - 0)] + Cy [ae sin (b - 0) 4 be®’ cos (b- 0)] ,

Vo = Yol + Cgb,
Vo — Yol

Cg == b

Konstantu Cy dosadime do (69)

y(t) = yoeat cos bt + <w> e sin bt = e [yo cos bt + (W) sin bt:| .

Po dosadeni za a,b z (68) dostaneme

mt> N (vo—l-yoﬁ) o <¢mt)]

2m VAakm—r2 2m

2m

0 4

Po tprave

\/mt> N <2mv0 + W) o (mtﬂ

1) = e am! 2T
y(t) = [y( " ot "

¢o mozeme zapisat ako (vid Priklad 10.1)
y(t) = Ae” 2mtsin (wt + @),

y(t)—\/y2+w — =t gin (v4km—'r2 Yo 4km—r2)
= 2 vV ‘

2m t 4 arct
4km — r? ¢ 2m * & 2mug + yor

Zostrojime graf funkcie y(t) pre hodnoty

Hmotnost telesa m = 0,5kg,

Pociatoéna vychylka vy = 0,3 m,

Pociatoénd rychlost vy = 0m-s™!,

Koeficient odporu vzduchu 7 = 0,01 N-s-m™,

Koeficient tuhosti pruziny & = 10N-m™*.
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Vychylka[m]

03[
02}

0.1

0.0 j} L A
10

-0.L

-0.2}

"

{\ M/\M
T

Obr. 10.2.3. Tlmeny periodicky pohyb

10.3 Vynutené kmity

Priklad 10.3 Teleso zavesené na pruzine na zaciatku casového intervalu
vychylime o vzdialenost y; = 0,3m a s nulovou pociatoénou rychlostou
pustime. V prvom pripade na nu nebudeme posobit Ziadnou vonkajsou si-
lou. V druhom pripade budeme na fiu posobit konstantnou silou Fx = 30N
a v trefom pripade periodickou silou Fysinwt, kde w = 27 f je uhlova frek-
vencia a f = 1s7! je frekvencia, ktord uddva pocet dokonéenych kmitov
v priebehu jednej sekundy. Amplitida Fy periodickej sily ma velkost 5 N.
Porovnajte graficky ¢asové priebehy odchylky polohy telesa zaveseného na
pruzine od rovnovaznej polohy pre jednotlivé pripady. Uvazujte hmotnost te-

1

lesa m = 1kg, koeficient odporu vzduchu » = 1 N-s-m™" a koeficient tuhosti

pruziny k = 40 N-m~!

Pripad, kedy na teleso neposobila vonkajsia sila, sme uz vyriesili v Priklade 10.2.
Obecne vyriesime teraz druhy pripad. Na teleso budeme posobit ¢asovo nezdvislou
silou Fix. Vysledna sila posobiaca na teleso je vyjadrena ako siucet vSetkych sil, ktoré

na teleso v tomto pripade posobia
F(t) = Fo + Fp(t) + Fr(t) + Fk.

Obdobnymi tdpravami ako v Priklade 10.2 dojdeme k tvaru rovnice
dPy(t) | rody(t) & Fx
— oy S ) = =R
de? m dt * m y(t) m
Charakteristické korene zhomogenizovanej rovnice

Py(t) | r dy(t) Lk
dt? m dt

(70)

y(t) =0

su
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2m

Po dosadeni konkrétnych hodnot zistime, ze tieto korene sii komplexne zdruzené, takze

teleso bude vykazovat tlmeny periodicky pohyb. VSeobecné rieSenie zhomogenizovane;

rovnice je
yu(t) = Cre™ cos bt + Che™ sin bt, (71)
kde a = — 5~ je redlna cast a b = —““‘;2’:;7"2 je imagindrna ¢ast komplexne zdruZenych

koreniov A, Ao. KedZe na nenulovej pravej strane rovnice (70) je polyném nultého
stupna a c¢islo 0 nie je korenom charakteristickej rovnice, tak partikularne riesenie

diferencidlnej rovnice (70) bude mat tvar

Spravime prvi a druhu derivaciu
dyp<t)
=0
dt ’
d’yp(t) _ 0
dt? '
V rovnici (70) nahradime y(t) = yp(t), d%gt) = dygt(t), digg’f) = ngf;(t) a vyjadrime si A
d’yp(t) 7 dyp(t) k Fr
- Zup(t) = ==
de? moa myp( ) m’
k F
04 — 04 —A=-X
m m m
Fyx
A=—.
k

Sucet vseobecného rieSenia zhomogenizovanej rovnice yy a partikularneho riesenia

yp=A= FTK ndam da vseobecné rieSenie nehomogénnej rovnice (70)

y(t) = yu(t) +yp(t),

F
y(t) = C1e™ cos bt + Coe™ sin bt + TK (72)

Dosadime prvu pociatocni podmienku. Teleso v case ¢t = 0 bude vychylené z rov-

novazneho stavu o vzdialenost yo, teda y(0) = yo

F
yo = C1e* cos (b - 0) + Coe™®sin(b - 0) + f7
F
yo = C1 + TK,
F
Cl = Yo — —K.

k
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Konstantu C] spétne dosadime do (72)
F F
y(t) = (yo — TK) e™ cos bt + Coe™ sin bt + ?K (73)
a funkciu y(t) zderivujeme

F
u(t) = (yg — %) (ae“t cos bt — be® sin bt) + Oy (ae“t sin bt + be® cos bt) )

Po dosadeni pociato¢nej podmienky v(0) = vy uréime konstantu C

F
vy = (y K) [ae™® cos(b - 0) — be™? sin(b - 0)]+Cs [ae*” sin(b - 0) + be*? cos(b - 0)]

O Tk -
vy = <QO—TK)G+025,

1 F
sifoefo-B)]

Po dosadeni konstanty Cy do (73) dostaneme obecne vyjadrent vysledni

funkciu

F 1 F . F
y(t) = (yo — TK) e cos bt + 5 [Uo —a (yo — ?0)} o sin bt + 71(

Teraz vyriesime pripad, kedy na teleso budeme posobit periodickou silou Fj sin wt. Di-

ferencidlna rovnica popisujica tento systém sa zhoduje s rovnicou (70), len konstantni
silu Fx nahradime periodickou silou Fj sin wt
dPy(t) o dylt) k
o) v dyt) |k

dt m dt

Fy .
t) = — t. 4
y(t) - sin w (74)

KedZe zhomogenizované rovnica mé rovnaky tvar ako v pripade s konstantnou silou,

tak jej vSeobecné riesenie sa bude zhodovat so vSeobecnym riesenim (71)

yu(t) = C1e™ cos bt + Che™ sin bt, (75)
kde a = — 5~ je redlna cast a b = —W je imagindrna ¢ast komplexne zdruzenych

korenov Aq, Ay. Za predpokladu, ze +wi nie je koretiom charakteristickej rovnice, bude

partikularne riesenie v tvare
yp(t) = Acoswt + B sinwt. (76)

Vypocitame prvi a druhi derivaciu

dyp(t

ygt( ) = —wAsinwt + wB cos wt,
d*yp(t

ydzz( ) = —w?A coswt — w? B sin wt.

V rovnici (74) nahradime y(t) = yp(t), dgé(tt) = dygt(t), dif;é“ = ngf}(t)
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.
—w?Acoswt — w?Bsinwt + — (—wAsinwt + wB cos wt)
m

F
= (Acoswt + Bsinwt) = — sinwt.
m m

’. . .7 . ) . . .
Porovnanim koeficientov u funkcii coswt a sinwt na lavej a pravej strane rovnice

ziskame ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych A, B

k
coswt : — w?A + LijL —A=0,
m m

r k F
sinwt : — w?B — —wA+ —B =2
m m m
Riesenim sustavy rovnic je
B Forw B Fy (mw? — k)
© 2mw?k — m2wt — r2w? — k2’ © 2mw?k — m2wt — r2w? — k2

Konstanty A a B dosadime do obecne vyjadreného partikuldrneho riesenia (76)

yp(t) =Acoswt + Bsinwt,

(t) Forw ;
= cosw
yp 2mw?k — m2wt — r2w? — k2
Fy (mw? — k) _
2mw?k — m2w* — r2w? — k2 s,
Fy 9

ol — 2wt — 1202 — k;2> [rwcoswt + (mw® — k) sinwt] .

()=

Pre lepsiu prehladnost nasledujticich vypoctov budeme pouzivat partikuldrne riesenie
v obecnom tvare yp(t) = Acoswt+ Bsinwt, ktoré sé¢itame s vseobecnym riesenim (75)
zhomogenizovanej diferencidlnej rovnice a dostaneme vSeobecné riesenie nehomogénne;j

diferencidlnej rovnice (74)
y(t) = Cre™ cos bt + Cae™ sin bt + A coswt + Bsinwt. (77)
Dosadime prvi pociatotni podmienku y(0) = yo a vyjadrime si konstantu C
= C1e"%cos(b - 0) + Coe®sin(b - 0) + Acos(w - 0) + Bsin(w - 0),
Cr=yo— A
Konstantu C dosadime do (77)
y(t) = (yo — A) €™ cos bt + Cre™ sin bt + A cos wt + Bsinwt, (78)

rovnicu zderivujeme
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v(t) = (yo — A) (ae™ cos bt — be™ sinbt) + Co (ae™ sin bt + be™ cos bt)
— wAsinwt + wB cos wt
a aplikujeme druht po¢iatoénit podmienku, podla ktorej bola teleso na zaciatku ¢asového
intervalu uvedené do pohybu s pociatoénou rychlostou vy, ¢ize v(0) = vy, a uréime
konstantu Cs
vo = (yo — A) [ae™® cos(b - 0) — be®?sin(b - 0)] + C5 [ae®sin(b - 0) + be®* cos(b - 0)]
—wAsin(w - 0) + wBcos(w - 0) = (yo — A) a + bCy + wB.
Odtial
C, — Ug —a(yob—A) —wB.

Konstantu Cy dosadime do (78) a obdrzime vysledni funkciu

vo—a(yo—A) —wB
b

y(t) = (yo — A) e™ cos bt + ( ) e sin bt + A coswt + B sin wt.

Vychylka[m]
15

Obr. 10.3.1. Casové priebehy v jednotlivych pripadoch

10.4 Padajica retaz

Priklad 10.4 Retaz o dizke 6 m sa kize bez trenia z leSenia. Na zaciatku vis{
z leSenia o 50 cm. Sila posobiaca na retaz je timerna dizke visiacej casti refaze.

Uréite ¢as, za aky refaz spadne z lesenia, pokial uvazujeme nulovi pociatoéni

rychlost.

Dlzku visiace] Casti retaze v case ¢ si oznacime ako y(¢). Silu pésobiacu na retaz mozeme

zapisat ako

F(t) = ky(t), (79)
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kde k > 0 je konstanta timernosti. Z druhého Newtonovho zakona vieme, ze

F(t)=m ddigt),

takze rovnicu (79) mozeme prepisat do tvaru

m ddytit) = ky(t),
d dytg” _ %y(t) 0. (80)

Dostali sme linedrnu diferencialnu rovnicu druhého radu s konstantnymi koeficientami.

Je dolezité si uvedomit, Ze od momentu, kedy refaz spadne z leSenia, ¢ize y(t) = 6,

d?y(t)
at2

bude zrychlenie rovné gravitacnému zrychleniu g. Tieto hodnoty dosadime do

rovnice (80)

Q
|
3=
o
I
o

3=
@_IQ

Vyjadreny podiel % nahradime v rovnici (80)

yt) g
ez Ey(t) =0

Charakteristickd rovnica

M —Z=0
6
ma korene
Mg =+ %.

)~ . ’ A~ ’ ~ 7 ¢~ . i
Ked'ze sa jedna o dva rozne realne korene, vSeobecné riesenie bude mat tvar

y(t) = Cle)‘lt + Cge)\Qt, Cl, CQ > O,
y(t) = C’le\/%t + 0267 \/%t. (81)

Vykoname derivéciu vseobecného riesenia y(t)

dy(t) 9 /T 9 /o
—dt —Cl\/ge CQ 66 .

Na pociatku casového intervalu visela retaz z leSenia o 0,5m, teda prva pociatocnd

W) — .

podmienka bude y(0) = 0,5. Pociatocnd rychlost retaze bola nulovd, ¢ize 5

Dosadenim pociatocnych podmienok do vSeobecného riesenia,

y(()) =05 = 05=0C 405,
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nasledne do derivacie vSeobecného rieSenia

dy(0) B g g
F—O = 0—01\/2—02 6

a podelenim druhej rovnice vyrazom \/g dostaneme sustavu rovnic

0,0 =C1 4+ Cy,
0= Cl _027

ktorej riesenim je C} = Cy = %1. Konstanty dosadime do (81) a dostaneme funkciu

popisujiicu zdvislost diiky visiacej casti refaze na case
y(t) = le\/%t + le_ \/%t’
4 4
y(t) = i <e\/%t + e \/gt> .
Pre urcenie ¢asu, za ktory refaz spadne z lesenia, dosadime za y(t) = 6 a vyjadrime ¢
6= le\/%t_klei\/%t’
4 4
24 — oV i 1 o=V,
Celt rovnicu vynasobime vyrazom V8t
2eVE = VB (Vi eV,
2
240Vt = (e\/gt) +1.

. e, . g
Zavedieme substiticiu x = e\/;t

24 = 22 + 1,
22— 241 +1=0.

Dostali sme kvadraticku rovnicu, ktorej korene st z; = 12 + /143 a o = 12 — /143.

Koren z; dosadime do zavedenej substitiucie a vyjadrime cas ¢

12 + V143 = eV5!,
In (12 + @) —In (e\/%t) :

In (124—\/@) = \/%t,
t:\/gln(w—i-\/m) :\/%111(124-@) = 2,48.

Dosadenim korena xy do substitiicie by sme dostali zaporny cas t = —2,48, ¢o v nasom

priklade nem4 vyznam. Retaz teda padne z leSenia za priblizne 2,48 sekundy.
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10.5 Plavajice teleso

Priklad 10.5 Teleso v tvare valca o hmotnosti m, s polomerom podstavy
r a vyskou [ = 0,25 m, ktorého os je orientovana vertikalne, plava ¢iastocne
ponorené o vzdialenost h vo vode s hustotou g, = 995kg-m~2. Odpor vody
a vonkajSieho prostredia zanedbajte. Po vychyleni valca z kludového stavu
smerom kolmo na podstavu za¢ne harmonicky kmitat s periédou T' = 0,7s.

Vypocitajte hustotu materialu, z ktorého je valec vyrobeny.

- ———

Obr. 10.5.1. Ciastoéne ponoreny valec vo vode

Na ciastocne ponoreny valec posobi gravitacna sila Fz a v opacnom smere posobiaca
vztlakova sila Fy-, ktorej velkost je podla Archimedovho zdkona dand suéinom gra-
vitac¢ného zrychlenia a hmotnosti kvapaliny o objeme, ktory je rovny objemu ponorenej

casti telesa. V kludovom stave telesa je vyslednica tychto dvoch sil nulova
Fo+ Fy =0.

Jednotlivé sily rozpiseme. Pre vypocet hmotnosti vody m, o objeme ponorenej casti

valca pouzijeme vzorec m, = Vp,, kde V' je objem ponorenej casti valca

mg — myg = 0,

mg — 7r’ho,g = 0. (82)

Po vychylen{ valca z kIudového stavu je vyslednica gravitacnej a vztlakovej sily nenu-

lova
F(t) = Fg + Fy(t).

Sily rozpiseme a rovnicu upravime
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ma(t) = mg — mr?(h + y(t))ouy,

d?y(t
m dt<2 ) =mg —7r*(h +y(t))o.9,
d?y(t
m dti ) _ mg — wr’gugh — wr? 0,9y (t).
Zo vztahu (82) vieme, ze mg — mr?g0,gh = 0, takZe po tprave
d?y(t
m dt§> = —mr?ougy(t),
d2y(t) _ _FTQQ’U.Q (t)
dt? m

Za m dosadime vztah pre vypocet hmotnosti celého valca m = wr2lo;

d’y(t) _ 7mr?0ug )= 29,1
dt? mr2lo, Lo '

Charakteristicka rovnica tejto diferencialnej rovnice

A2 — Ovg
Lot
ma dva komplexne zdruzené korene
Ao = i, /29
Lot

Vseobecné rieSenie ma tvar

y(t) = C cos [29y 4 Cysin /29y
Lot Loy

Periéda kmitavého pohybu je obecne vyjadrend vztahom

o
w

kde w je imaginarna ¢ast komplexne zdruzeného charakteristického korena, teda

2m th
&vg Ovg

27 =T,
Ovg
\/E _ T\/0.9
t 27]' )
T |owg
Vo= o
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__IQQvg
o= gz
a dosadime konkrétne hodnoty
0,72 -995 - 9,81
= - —— = 484.6.
o 472025 484,

Hustota materidlu valca je priblizne 484,6 kg-m™3.

Vychylka [m]
03

0.2}

NOAL A g, T
; N 15‘ o “0‘ /- ‘L5‘ - ‘ZbCks[ﬂ — Y¥0=0,05
—01f _ — —

~0.2F

-0.3t

Obr. 10.5.2. Harmonicky pohyb valca

10.6 RLC obvod

Priklad 10.6 Vypocitajte casovy priebeh prudu a ¢asovy priebeh napétia na
kondenzatore RLC sériového obvodu po zopnuti spinaca S. Uvazujte nasle-

dujice hodnoty: napéitie zdroja U=5V, odpor rezistora R=100 , indukénost

cievky L=1H a kapacitu kondenzatora C=100 uF.

S R |C|
>( | I | ||
U —— L

Obr. 10.6.1. RLC sériovy obvod

Pomocou druhého Kirchhoffovho zédkona odvodime rovnicu
Ur(t) + UL(t) + Uc(t) = U,

kde Ug(t) je napétie na rezistore, Uy (t) je napétie na cievke, Us(t) je napétie na kon-
denzédtore a U je napitie zdroja. RozpiSeme vztahy pre jednotlivé napitia na prvkoch
obvodu

Ri(t)+ L dg—(f) + é /i(t) dt =U. (83)
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Rovnicu zderivujeme a dostaneme homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého

radu s konstantnymi koeficientami

4 di(zt) +R dfi(f) + éi(t) —0. (84)

Charakteristickd rovnica

1
LN+ R \+ = =0
+RA+

m4é korene

—~R+,/R?—4%
/\172: .

2L

Po dosadeni konkrétnych hodnot zo zadania za R, L a C zistime, ze charakteristické
korene si komplexne zdruzené, pretoze R? < 4 é Vseobecné riesenie diferencialnej

rovnice (84) mé tvar

i(t) = Kie" cos bt + Kye™ sin bt, Ki, Ky, >0, (85)
JR2_ 1L
kde a = — 37 Je realna cast a b = % je imagindrna cast komplexne zdruzenych

korenov charakterlstlckeJ rovnice. V case zopnutia spinac¢a t = 0 neprechddza obvodom
ziadny prud. Po dosadeni pociatoénej podmienky i(0) = 0 uréime hodnotu konstanty

K, =0, ¢ize (85) upravime do tvaru
i(t) = Koe™ sin bt. (86)

Druht pociatoéni podmienku, hodnotu derivacie pridu i(t) v case t = 0, urc¢ime

vyjadrenim dd—(t) z rovnice (83)
L dl —U-— = / t)dt — Ri(t
dz()_U (t)dt — Ri(t)
dt L '

Dosadime t =0
di(0) U — & [4(0)dt — Ri(0)

at L
Kedze i(0) = 0, druhé pociatocnéd podmienka bude mat tvar
di(0) U
S 87
dt L (87)
Aby sme ju mohli aplikovat, zderivujeme funkciu (86) podla casu
di(t)

T K> (ae™ sin bt + be™ cos bt) .

Za c¢as dosadime t =0
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d;(f) = K5 (ae*”sin(b - 0) + be*? cos(b- 0)) ,
vykondme tpravu podla (87) a vyjadrime K,
U
K
I 2b7
U
Ky = T

Konstantu dosadime do (86)

i(t) = v e™ sin bt.

Lb
Prad [A]
0.04
002|
002 oo o5 oo ow’sll
_002)
004l

Obr. 10.6.2. Casovy priebeh pridu sériového RLC obvodu

Vypocitame priebeh napétia na kondenzatore

1 1
Uc(t) = 5/2’@) dt = E/L%e“t sin bt dt = % e™ sin bt dt. (88)

Vypocitame si zv1ast integral [ e* sinbtdt dvojndsobnym pouzitim metédy per partes

U = eat U,/ — aeat 1
/e‘“ sin bt dt = . ) = — e cosbt + = /e‘” cos bt dt
v' = sinbt v = —;cosbt b b
u= e = ae 1 1
= - :——eatcosbt%—g{—e“tsinbt— E/e‘”sinbtdt}
v'= cosbt v = ;sinbt b b b b

1 2
:—ge“tcosbt—l—b%e“tsinbt— Z—z/e‘”sinbtdt

eat CLQ
= [asin bt — bcos bt] — %) /e“t sin bt dt.

Vidime, Ze sme na pravej strane rovnice dostali integral, z ktorého sme vychédzali
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eat a2
/e“t sinbt dt = ol [asin bt — bcos bt] — ” /e“t sin bt dt.

Integraly dame na spolo¢nu stranu rovnice a rovnicu dorieSime

at

2
/eatsinbtdt+Z—Q/e“tsinbtdt: %[asinbt—bcosbt],

(12 eat
<1 + b_2) /eatsinbtdt = [asinbt — bcos bt],

2 b2 at
¢ ;; /e“tsinbtdt:eb—Q[asinbt—bcosbt],

at
/e‘” sinbt dt = cﬂe——i—b? [asin bt — bcos bt].

Nesmieme zabudnif na integracné konstanty, ktoré pri integrovan{ vznikli. Tieto konstanty

nahradime jednou konstantou K3, takze uplny vysledok integralu bude

at
/e“tsinbtdt: age—w[asinbt—bcosbt]jtl(g, K3 € R.
Tento vysledok dosadime do (88)

U

at
Uc(t) = m{aQe—W[aSIHbt—bCOSbt] +K3} (89)

Zostdva ndm urcit konstantu K. V ¢ase t = 0 je medzi doskami kondenzdtora nulovy

potencidlovy rozdiel, ¢ize dosadime Uq(0) = 0

,_ U {L'O[asm(b-())—bCOS(b'O)HKS}’

T CLb |2+ 12
U b

0= _ K.
OLb( IR 3)’

b

0=—p T

b

ST a2 b2

Konstantu K3 dosadime do (89)

e

U at ) b
Uc(t) = cIb {a2+b2 [asin bt — bcos bt] + —}
U

a? + b2

" COLb(a2 + b2) {e” [asinbt — bcosbt] + b}.
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Napétie [V]

0.05 0.10 0.15 0.20

6l

Obr. 10.6.3. Casovy priebeh napétia na kondenzatore sériového RLC obvodu

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [1],[3], [10], [11].
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11 NERIESENE PRIKLADY ODR 2. RADU

1. Teleso sa pohybuje netlmenym harmonickym pohybom s amplitidou 0,24 m. V case
t = 0s malo teleso nulovii rychlost a vychylku 0,24 m. Vypoéitajte polohu telesa v ¢ase
t=20,5s.

[0,17 m]

2. Teleso o hmotnosti 0,5kg je zavesené na pruzine o tuhosti 8N-m™!. Teleso je
uvedené do pohybu zo vzdialenosti 10cm nad rovnovaznou polohou s pociatoénou

1

rychlostou 2m-s™! rovnakého smeru. Urcite vzialenost od rovnovéaznej polohy v case

t = 1s, pokial na teleso posobi odporové sila prostredia Fr(t) = —4v(t) N.
[4,58 ci]

3. Teleso zavesené na pruzine je uvedené do pohybu z rovnovaznej polohy poc¢iatoénou
rychlostou v(0) = —1m-s™'. Na teleso posobi vonkajsia sila F'(t) = 5sint N. N&jdite
funkciu popisujicu polohu telesa v lubovolnom ¢ase, pokial hmotnost telesa je

m = 10kg a koeficient tuhosti pruziny, na ktorej je teleso zavesené, je k = 140N-m™!.
[—0,18¢7% + 0,198¢~ " 4 0,026 sint — 0,018 cos t]

4. Béja v tvare valca o hustote 450 kg-m~3 pldva s periédou T = 1s v kvapaline vo

vode o hustote 995kg-m~3. Uréite celkovii vysku béje.
(0,55 m]

5. Je dany sériovo zapojeny RLC obvod so striedavym napéatim U(t) = 200 cos 100t V,
odporom rezistora R = 5 2, kapacitou kondenzatora C' = 0,4 mF a indukénostou cievky

L = 0,05 H. Vypocitajte hodnotu prudu v ¢ase t = 1s od uzavretia obvodu.

6,79 A]

K vypracovaniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje: [1], [15].
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ZAVER

Predlozena bakaldrska praca poukazuje na to, ze diferencidlne rovnice maju Siroké
spektrum uplatnenia. V praktickej casti prace si uvedené aplikacie vSetkych typov
diferencidlnych rovnic, ktoré si obecne vysvetlené v teoretickej ¢asti. Stcastou préace
st aj nerieSené priklady prvého aj druhého radu s uvedenymi spravnymi vysledkami,
takze si Student moze overit, nakolko preberanej ldtke porozumel.

Cela préca je pisana typografickym systémom KTEX, ktory je vhodny na pisanie mate-
matickych prac. Elektrické obvody boli kreslené pomocou baliku makier
CircuiTikZ, ktory je primarne urceny na tento ucel. Obrazky znazornujice rozne rieSené
fyzikalne situdcie su nakreslené vektorovym grafickym editorom CorelDRAW X6 a na
znézornenie priebehov hladanych funkcii bol pouzity softvér Mathematica 9 od spo-
lo¢nosti Wolfram.

Praca je urcena sStudentom Fakulty aplikované informatiky UTB ve Zliné ako pod-
porny materidl popri §tudiu predmetu Diferencidlni rovnice, ale zaroven moze byt
prinosna Studentom z inych fakult, ktori sa zaujimaju o aplikacie diferencialnych rovnic

v roznych odvetviach.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

etc.

a pod.
ODR
R

RC
RL
RLC

et cetera

a podobne

obycajna diferencialna rovnica

mnozina realnych ¢isel

obvod so zapojenim rezistora a kondenzatora
obvod so zapojenim rezistora a cievky

obvod so zapojenim rezistora, cievky a kondenzatora
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