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ABSTRAKT

Cilem bakalaiské prace je nastudovat a popsat numerické metody feSeni nelinearnich
rovnic. Pouziti jednotlivych metod bude nazorné ilustrovano na konkrétnich piikladech,

k jejichz feSeni bude vyuzit software Mathematica.

Klicova slova: nelinearni numerické metody, metoda ptleni intervalii, metoda regula

falsi, metoda prosté iterace, Newtonova metoda, metoda sec¢en, Wolfram Mathematica

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis is describe numeric methods used to solve nonlinear
equations. Software Wolfram Mathematica is used to illustrate progress of calculation

of some selected numeric methods.

Keywords: numerical methods, bisection method, false position method, fixed-point

iteration method, Newton’s method, secant method, Wolfram Mathematica
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1 UVOD

Tato bakalarskd prace se zabyva fesenim nelinearnich rovnic s jednou nezndmou po-
moci vybranych numerickych metod. Cilem je vyuziti softwaru Wolfram Mathematica
od spole¢nosti Wolfram Research. Program je dostupny pro tii hlavni opera¢ni sys-
témy Windows, Linuz a OS X. Disponuje vlastnim programovacim jazykem zvanym
Wolfram Language, ktery umoznuje pomérné snadno realizovat nejriznéjsi matema-
tické algoritmy. Program je koncipovan jako pomiicka pti vyuce a demonstraci mate-
matiky. Lze tedy na ném snadnéji a rychle porovnavat jednotlivé matematické postupy,

a to nejenom pro feSeni nelineadrnich rovnic numerickymi metodami.

Postupné bylo implementovano celkem 5 funkci, které jsou schopny resit nelinedrni
rovnice. Kazdé z nich vyuziva jednu z nasledujicich numerickych metod - metoda pileni
intervali (bisekce), metoda regula falsi, metoda prosté iterace, Newtonova metoda a

metoda secen.

V textu je porovnana rychlost konvergence, vhodné typy matematickych funkei,
vypocetni slozitost a pocet krokii jednotlivych metod vedouci k dosazeni pozadovaného
vysledku. Vstupem kazdé z vytvorenych funcki je kromé feSené rovnice také pozadovana
presnost nebo relativni chyba vysledku. Na vystupu je pak mozné kromé vysledku
zobrazit i prubéh vypoctu v kazdém kroku a sledovat zménu v zavislosti na definované

presnosti vypoctu, pocateénim odhadu, typu vstupni funkce apod.
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I. TEORETICKA CAST
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2 CHYBY A JEJICH ODHADY

Jesté nez budou ukézény vybrané numerické metody k FeSeni nelinearnich rovnic, je
vhodné zduraznit nékteré zakladni skutecnosti, na néz je mozné narazit nejenom pii
vypoctu nelinedrnich rovnic, ale jsou spole¢né pro vSechny metody numerické mate-
matiky. Jedné se predevsim o chyby zvolené numerické metody, chyby vznikajici pri
zaokrouhlovani v prubéhu vypoctu a vliv poradi téchto operaci na celkovy vysledek.
Casto se pouzivaji numerické metody k vypoctu rovnic odvozenych z fyzikalnich
zakont, které se snazi popsat reélné situace. Pro lepsi pfedstavu to naptiklad muze byt
fyzikalné a matematicky slozity problém jako je proudéni tekutin a modelovani v problé-
mech klimatu. Uvedenou situaci nazveme fyzikalnim jevem, ktery se nejprve prevede na
matematicky model (tj. soustava rovnic popisujici uvedenou reélnou situaci). BohuZzel
rovnice popisujici tyto slozité jevy nelze ve vétsiné pripadu fesit analytickym zptiso-
bem a je nutné k jejich vypoc¢tu pouzit metody numerické matematiky. To znamena
vytvorit numericky model, tj. soustavu linedrnich algebraickych rovnic, kterou jsme
schopni Tesit (nejéastéji pomoci pocitace). I feSeni nelinedrniho matematického modelu
je v konecné fazi prevedeno na soustavu linearnich rovnic. Pravé popsany postup lze

zobrazit nasledujicim schématem.
Poblém — Matemstidynodd —— Numeridymodd ——————— ReSeny

Obr. 2.1 Postup feseni pomoci numerického modelu

Pod pojmem problém si miizeme predstavit napriklad popis fyzikalniho jevu nebo
jen problém c¢isté matematicky, ktery se bude fesit uvedenym postupem. Matematicky
model predstavuje rovnici nebo soustavu rovnic, které popisuji fyzikalni model, napii-
klad by to mohly byt Maxwellovy rovnice, pokud by se jednalo o popis fyzikalniho déje
souvisejici s elektromagnetickym polem apod. Numericky model pak umoznuje fesit
tyto slozité rovnice prevedenim na posloupnost jednoduchych matematickych operaci
(s¢itani, od¢itani, nasobeni atd.). Numerické vypocty se v dnesni dobé provadi témér
vyhradné pomoci pocitace, protoze je to mnohonasobné rychlejsi a spolehlivéjsi. Navic
spoustu problému by ani nebylo v silach ¢lovéka v rozumném case vyteSit, nehledé
na mozné chyby z nepozornosti, které jsou pii pouziti pocitace eliminovany. Samotné
algoritmy numerickych metod pracuji s ¢isly. Pouzivaji se pritom bézné matematické
operace jako jsou sCitdni, odc¢itani, nasobeni atd. At uz je zpracovava pocita¢ nebo
¢lovék na papife, pouziva pouze aproximace piesnych hodnot. NiZe jsou ukazény ma-
tematické pojmy slouzici k posouzeni spravnosti vysledného feSeni. Numerickd metoda
musi podat kromé vysledku vypoctu také odhad chyby tohoto feSeni. Bez této infor-

mace je vysledek témér bezcenny. [1] [2] |7]
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2.1 Platné cifry

Prvni dulezitym pojmem pii posuzovani spravnosti vypoctu, jsou tzv. platné cifry.
Jsou to takové ¢islice, u kterych se predpoklada, ze jsou ve vysledku spravné. Vstupem
jednotlivych numerickych algoritmt budou opét ¢isla, napt. poc¢ateéni odhad hodnoty
nebo priblizny interval, na kterém se nachazi kofen. Je velmi dulezité védét, kolik
platnych ¢islic bude mit vysledek feSeni, protoze pokud neméme viibec zadnou dalsi
informaci (pouze ¢islo), tak bez znalosti odhadu chyby nelze rozhodnout, zda je postup
a vysledek vyhovujici nebo ne. U jednotlivych metod uvedenych v této praci budou
ukazany vztahy pro urceni odhadu chyby v kazdém kroku vypoétu (tj. kazdého mezi-

vysledku). Poté podle nasledujici definice je mozné odvodit pocet platnych cifer.

Definice 2.1

Aproximace 7 ¢isla x ma s platnych cifer, jestlize s je nejvétsi celé nezaporné

¢islo takové, ze plati

1
<107 (2.1)

[1] [7]

Jinymi slovy relativni chyba pro jednu platnou ¢islici musi byt mensi nez 0,05 (5 %).
Pro dvé platné ¢islice musi byt relativni chyba mensi nebo rovna 0,005 (0,5 %) atd.
Nejcastéji na konci vypoctu je rovnéz potieba znéat kolik desetinnych mist je ve vysledku

spravné zaokrouhleno. Néavod jak na to podéava nasledujici definice.

Definice 2.2

Necht x je redlné ¢islo, které mé obecné nekoneéné dekadické vyjadieni. Cislo

2@ které ma d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotu &sla z,
plati-li
1
o — 2D < S107 (2.2)

V takto spravné zaokrouhleném ¢isle jsou vSechny cifry platné. [1] [7]

Cislo obsahuje na zvoleném misté platnou cifru pravé tehdy, kdyz se od presného
¢isla 1isi nejvyse o 5 jednotek fadu piislusného néasledujicimu desetinnému mistu. [7]

Priklad nize ukazuje, jak pomoci téchto definic spravné zaokrouhlovat.
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Priklad 2.1

Zaokrouhlete presné ¢islo 53486 na 3 platné cislice.

Pohledem na zadané ¢islo nejprve zjistime, Ze na 3. misté je ¢tverka v pozici
stovek. To znamené, Ze spravné zaokrouhlené ¢islo na uvedeny pocet platnych
cifer se od nezaokrouhleného nesmi lisit o vice nez 5 desitek. Vysledek tedy

bude 53500. Ovéreni chyby se provede nasledovné

‘53486 — 53500 < 110_37

53486 -2
2,449 -1074 < 0,5-1073.

2.2 Chyby pri vypoctu

V predchozi ¢asti bylo zminéno zaokrouhlovani na zvoleny pocet desetinnych mist. Kaz-
dou takovou operaci vznikaji chyby, které se mohou v pribéhu vypoctu zvétsovat nebo

naopak navzajem rusit. K posouzeni jejich velikosti se vyuziva nasledujicich pojmii.

Definice 2.3

Necht x je pfesné ¢islo a necht  zna¢i aproximaci x, potom rozdil

T—u, (2.3)
se nazyva absolutni chyba. Kazdé nezaporné ¢islo a, pro které plati
|z — z| < a, (2.4)

se nazyva odhad absolutni chyby. Absolutni chyba vztazend na hodnotu

presné veliciny

r— T

, z#0 (2.5)

se nazyva relativni chyba. Kazdé nezédporné ¢islo 6, pro které plati

r—x

<6, x#£0 (2.6)

T

se nazyva odhad relativni chyby. [1] [7]
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Uvedeny ptiklad byl zamérné vybréan, tak aby ukazal rozdily mezi absolutni a rela-

tivni chybou.

Priklad 2.2

Jsou zadany dvé dvojice ¢isel x1 = 1,84, 27 = 1,85 a x5 = 5,89, 25, = 5, 88.

Jaké jsou absolutni a relativni chyby?

Absolutni chyba a relativni chyba prvni dvojice ¢isel je

|f1—l’1| :1,85—1,84:0,01
1,85 —-1,84
1,84

T1 — 1

= 0,54

Ty
Absolutni chyba a relativni chyba druhé dvojice ¢isel je
|79 — 29| = 5,89 — 5,88 = 0,01

5,89 —5,88
5,89

Lo — T

=0,17

T2

Zatimco absolutni chyba kazdé dvojice ¢isel je stejné, jejich relativni chyba je naopak

rizna. V pribéhu vypocti je mozné rozlisit nasledujici druhy chyb:
e chyby v zadanych parametrech problému,
e algebraické chyby vytvorené v priubéhu vypoctu (napt. v dasledku nepozornosti),
e iteracni chyby,
e chyby aproximaci,
e chyby zaokrouhleni.

Prvni dva typy chyb nebudou dale rozebirany, protoze je nelze rozumné popsat a pred-
vidat. Bude se predpokladat, ze zadani ptrikladu je v poradku a rovnéz je mozné vyloucit

chyby z nepozornosti naptiklad pouzitim pocitace.

2.2.1 Iteracni chyba

Je chyba vznikajici v kazdém kroku itera¢ni metody, jejiz mezivysledky se asymptoticky

priblizuji k FeSeni a naopak chyby téchto mezivysledki se museji limitné blizit nule.
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Udaj o této chybé v kazdém kroku itera¢ni metody je rozhodujicim faktorem k urcent,
zda dany vysledek je uspokojivou aproximaci feSeni a umoziuje rovnéz omezit pocet
iteracnich kroku (tj. nepokracovat ve vypoctu, pokud uz bylo dosaZeno pozadované

presnosti) a mnohdy tak vyrazné urychlit vypocet. |5

2.2.2 Chyba aproximace

Je rozdil mezi presnym feSenim piesné popsaného problému a mezi pfesnym reSenim
priblizné popsaného problému. Tato chyba muze byt redukovana pouze lepsi aproximaci
(matematickym popisem) uvedeného problému. Jako piiklad si lze predstavit nahrazeni
derivace diferenci. Rozdil presnych vysledku pii pouziti téchto postupu bude praveée

chyba aproximace. |5

2.2.3 Chyba zaokrouhleni

Je chyba zpiisobena kone¢nou délkou zobrazeni ¢isla v paméti pocitace. Nepiesnost
rovnéz vznikd i pri ruénim vypoctu na papir, nebot se také pouzivaji ¢isla konecné
délky. Rozsah hodnot, které miize ¢islo reprezentované v pocitaci mit, se lisi od pouzité
poc¢itacové architektury (napiiklad 32 nebo 64 bitovy systém). Nicméné se nejednéa
o definitivni omezeni. Programoveé lze zajistit ¢islo témér ,libovolné” velikosti naptiklad
tak, Ze se rozlozi na vice ¢asti, které obsahnou standardni nabizené datové typy a na
tyto dily se pak nahlizi jako na jedno ¢islo. Software Mathematica méa toto omezeni
automaticky vyfeSeno a je mozné pouhym zadanim pirikazu nastavit pocet cifer, které
se pri vypoc¢tu pouziji. Jedna se o podstatné ulehéeni pri vytvareni algoritmt oproti
jinym programovacim jazyktm, kde vétsinou bez piridavnych knihoven by bylo nutné

celou tuto (ne zrovna jednoduchou) funkénost doplnit. [5]

2.2.4 Celkova chyba

Jak plyne ze schématu a popisu na obrazku 2.1, matematicky model popisujici napft.

fyzikalni déj je mozné zapsat nasledujici rovnici
Y =F(xy,...,2,),

kde Y je hledana veli¢ina, ktera je jednozna¢né uréena hodnotami (z1, ..., x,). Pokud
byl dany problém fyzikalni, tak se s nejvétsi pravdépodobnosti dopustime prvni ne-
presnosti pri vypoctu. Tato nepiesnost oviem nesouvisi s numerickymi metodami, ale
mé puvod v pouzité fyzikalni teorii a jeji kvalita a presnost uz je otazkou fyzikalni,

a ne matematickou, proto nebude dale rozebirana. Nyni se uvedena zavislost nahradi
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obecné néjakou numerickou metodou

y:f<x17"'7xn)-

Veli¢ina Y popsana funkci F' se nahradila novou funkéni zavislosti. Tato ndhrada bude
zalezet na pouzitém druhu numerické metody, kterych je cela rada. Cely postup se
provadél z toho divodu, Ze nelze nalézt feSeni analytickou cestou, proto je nutné volit
numerické postupy. Navic hodnoty (z1,...,z,) nejsou znamy zcela pfesné, ale velmi

casto se dosazuji jejich aproximace z;. Potom rovnice prejde na tvar

g = f(l'l,...,l‘n).

Navic kvili zaokrouhlovani mezivysledkt neni mozné provadét vsechny vypocty presné,

proto vysledna hodnota bude ve tvaru

[1] Celkova chyba vypoctu bude rozdil veli¢iny Y a vypoctené hodnoty §.

Y—jg=Y —y+[f(x1,....,x0) — f(&1, ..., 2+ [f(@1, ..., 5) — f(@1,....50)]. (2.7)

Postup odvozeni 1épe vynikne, pokud se rozepisi chyby v jednotlivych krocich. Roze-

znavaji se pritom:
e chyba metody: Y —y = F(x1,...,2,) — f(z1,...,2,)
e primarni chyba: y — g = f(zy,...,z,) — f(Z1,...,7,)
e sekundarni chyba: § — §j = f(&1,...,2,) — f(£1, ..., %)

Uvedenym rozepsanim je uz tvar vysledku celkové chyby snaze odvoditelny. Primérni

chybu 1ze odhadnout nésledujicim zptisobem.
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Necht existuje mnozina U = {x; : |z; — 7;] < a4,7 = 1,...,n} a necht funkce
f(zq,...,x,) je spojité diferencovatelna na U. Pak
|f(@1, .. xn) — f(F1, ..., % \<ZA042, (2.8)
kde o7
Ai = = (- ) 2 ) ) ~n
sgp e (27, Ty Tp)

Odhad chyby 1ze odvodit napiiklad z Taylorova rozvoje funkce f() okolo bodu .

*f(x)
J(x )+ Z A axz Z AmlA% O0x;0x; *

Z‘]f

Pfi zanedbani soucint chyb Az;Ax; plati pro odhad primérni chyby

|f(z1,. . 20) — f(@1,..., 2 |_

n
S Z | Az
i=1

Odhad sekundéarni chyby lze provést teprve tehdy, az je algoritmus rozepsédn do po-

of(x)
o ‘ (2.9)

sloupnosti aritmetickych operaci. [1][7]

2.3 Priklady

Cést zadani nasledujicich pifkladi byla prevzata z [1].

Priklad 2.3

Najdéte primérni chybu, ktera vznikne, jestlize pribliznych ¢isel je pouzito k vy-

poctu:
a) souctu dvou a obecné n Cisel
b) soucinu dvou ¢isel
c¢) podilu dvou ¢isel

d) mocniny ¢isla, kdy exponent je zndm presné.
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a) Soucet n ¢isel
Nejprve bude jednodussi uvazovat pouze chybu pii sou¢tu dvou ¢isel a nasledné
tento ziskany zavér zobecnit. Necht a a b jsou spravné zaokrouhlené ¢isla na d

desetinnych mist a necht A a B jsou presna ¢isla. Potom
Lo a
A:a+€1, B:b‘|‘€2, ’€1|,|€2‘§§10
Priméarni chyba je ve tvaru
(A+B)—(a+b)=(a+e1 +b+e2) — (a+Db) =1 + ea.

Chyba souctu dvou ¢isel je algebraickym sou¢tem jejich odchylek. Nyni se ovéri,

zda tomu bude podobné pii souctu obecné n ¢isel.

Necht aq,as,...,a, je seznam spravné zaokrouhlenych n ¢isel na d desetin-

nych mist a necht Ay, As, ... A, je seznam presnych ¢isel. Potom
. 1. 4
Ai:ai—l—si, Zzl...7’L7 |€Z|§§10 s

kde

a; :Az — &;.

Primarni chybu poté vypocteme jako

=1 i=1 i=1

i=1
S¢itani je komutativni operace, proto je mozné provést nasledujici ipravu

n n

ZAi — Z(A’ —€) = Z(A’ —Ai+¢) = Zsi.
i=1 i=1 i=1 i=1
Priméarni chyba souc¢tu n ¢isel je suma vSech odchylek. Je zfejmé, ze kazdé zao-
krouhlené ¢islo prispéje do celkového souctu pravé odchylkou od presné hodnoty,
proto je celkovéa chyba algebraickym souc¢tem vSech odchylek.

b) Soucin dvou ¢isel

Pokud se pouzije stejné oznaceni jako v predchozi ¢asti, tak pro chybu soucinu
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dvou cisel plati

A-B—a-b=(a+e1)(b+ez)—a-b

= aeg + bey — 169.

c) Podil dvou ¢isel
Necht v a v jsou spravné zaokrouhlena ¢isla na d desetinnych mist a necht U

a V jsou presna ¢isla potom plati

1
u=U-¢, v=V-—r, |8|a|7| §§1O_d

Primarni chyba bude ve tvaru

no0f 1 of __m

f(l'hxz) = x—2: oy = x_Qa O = _x_22
U U-e € wy
V. V—x v2 2|

d) Mocnina ¢isla, kdy exponent je znam presné
Necht a je spravné zaokrouhlené ¢islo na d desetinnych mist a necht A a k jsou

presna cisla, potom plati

df 1

Priméarni chyba se ziska ve tvaru

AP —a*| = A" — (A—e)f| <k(A—e)* .

Zadani nasledujiciho piikladu bylo pfevzato z [1].

Priklad 2.4

Necht je déano n ¢isel ay,...,d,, je spravné zaokrouhleno na d; desetinnych
mist. Chceme spocitat soucet na d = mind; desetinnych mist. Ukazte, ze je
vyhodnéjsi nejprve vsechna cisla secist a vysledek zaokrouhlit na d mist, nez

nejprve kazdé ¢islo a; zaokrouhlit na d mist a pak secist.
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Necht .
Ai=a;i+e, i=1,...n,q &g < 510*%

Jestlize kazdy ze soucinii a; se zaokrouhli na d desetinnych mist a vysledek se

oznadi (a;),, potom

1 :
(ai)z =A —e+ Yi, |%‘ < §1ommdi’

a pro primarni chybu plati

n n

ZAi - Z(ai)z = Z(Az —Ait+ei—v)= Z&' - Z%-
i—1 i=1 i=1

i=1 i=1
Nyni se vSechna ¢&isla se¢tou a celkovy vysledek zaokrouhli. V tomto pripadé
bude primarni chyba

n

S (z) e,
i=1 2 =1

=1

kde .
< _10mindi.
=3

Porovnénim primarnich chyb je vidét, ze pokud se ¢isla nejprve sectou a az poté

zaokrouhli, bude chyba mensi, nez pii zaokrouhlovani kazdého ¢isla zvlast.
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3 RESENI NELINEARNICH ROVNIC

V nésledujicich kapitolach budou ukédzény nékteré metody feSeni nelinedrnich rov-
nic a jejich prakticky vypocet pomoci pocitace a softwaru Wolfram Mathematica.
U kazdé metody je uveden postup jak pouzit k feSeni uvedeny software. Mathematica
ma jiz vestavény prikaz FindRoot, ktery je schopen po zadéni intervalu, kde se nachazi
jeden koten, takové problémy fesit. Proto bude mozné vypocitané vysledky porovnavat
a oveérovat tak spravnost vypoctu. Regenim rovnice se bude rozumét vektor &, pro ktery

plati
£(§) =0, (3.1)

kde vektory f a £ maji stejny pocet prvki k

f1<l’1,1'2, . ,l’k) =0

fg(l’l,l‘g, . ,J,’k) = 0

fk(wlax27 ce 7$k) =0.

Pokud je k = 1, ziska se pouze jedna rovnice s jednou neznamou. Za predpokladu, ze
k > 1, se ziskd soustava rovnic a je nutné vyuzit principy a postupy k feSeni soustav
nelinearnich rovnic. V této praci budou ukazany pouze vybrané metody vhodné pro
feSeni skalarni rovnice (k = 1)

f(&) =0, (3.2)

kde vSechny mozné funkce f budou u kazdé metody pfesné urceny. Napiiklad nékteré
z metod mohou Tesit pouze vybrané funkce a pouziti feSeni na jiné druhy by nevedlo
ke spravnému vysledku. Nize uvedené postupy se budou aplikovat na rovnice, které
nebudeme schopni vyfesit analytickou metodou (to je jeden z divodi vzniku vSech
numerickych metod). Na zacatku vypoc¢tu pomoci vybrané numerické metody bude
nutné kromé feSené rovnice uvést také interval, kde se TeSeni nachéazi, nebo blizky
pocateéni odhad. Metody vyzadujici interval s jednim kofenem zarucené konverguji,
ale rychlost, s jakou se priblizuje postup ke spravnému feseni, byva mensi, nez u metod
zalozenych na jednom blizkém pocate¢nim odhadu. Tyto typy metod ovSem nemaji
konvergenci vzdy zarucenou. 1] [4] [5] [6] [7]

Nésledujici priklady budou nejcastéji zadany jako tloha, kde tikolem je najit realné

feSeni rovnice f(§) =0, kde f je na intervalu [a, b] spojité.
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Definice 3.1

Bud z, € R. Rekneme, 7e funkee f je v bodé zy spojité, jestlize

lim f(z) = f(zo)-

T—T0

8]

Definice 3.2

Bud f funkce, I C D(f) interval. Rekneme, 7e f je spojita na intervalu I,
jestlize je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu I a patii-li levy(pravy)
koncovy bod do I, je v ném spojita zprava (zleva). Piseme f € C(I) a je-li
I = [a,b], take f € Cla,b)]. [8]

Predpoklad spojitosti je velmi dilezity, nebot umoznuje rozhodnout, zda uvedené
funkce ma na definovaném intervalu feseni. Naptiklad bude stacit, kdyz funkéni hod-
noty v krajnich bodech intervalu budou mit opacna znaménka. Potom je ziejmé, Ze
musi existovat bod, ve kterém je funkéni hodnota nulova (tj. hledané feSeni rovnice).

Presnéji to popisuje nésledujici véta, ktera je uvedena bez dikazu. Ten lze nalézt na-
priklad v [8].

Veéta 3.1 (Bolzanova)

Necht f € Cla,b]. Pak f nabyva vSech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi
hodnotou. [8]

Disledek: Pokud f(a)f(b) < 0, pak existuje bod & € (a,b) tak, ze f(§) = 0.

Tato podminka neni nutna. Tento diisledek nefikd nic o tom, zda existuje nebo
neexistuje kofen za predpokladu, ze obé funkéni hodnoty v krajnich bodech budou mit
stejné znaménko [f(a)f(b) > 0]. Na obrazku 3.1 je zakreslen graf, a v ném vyznacené
krajni body zvoleného intervalu [a, b]. Na takto vybraném intervalu muze mit funkce

feSeni, i kdyz nemé v krajnich bodech intervalu opa¢na znaménka.
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Obr. 3.1 Ukézka nevhodné zvoleného intervalu

Pro numerické metody jako je napt. metoda bisekce (puleni intervali) a metoda
regula falsi (viz kapitoly 4 a 5) se na po¢atku FeSeni objevi prvni problém, a to nalezeni
vhodného intervalu, ve kterém se bude nachazet pravé jeden koren. Na obrazcich nize
jsou graficky znézornény dobré, ale i §patné volby intervalu.

Pokud budeme v piipadé grafu na obrazku 3.1 zmensSovat interval, tak nakonec

opravdu nastane situace, kdy v krajnich bodech budou funkéni hodnoty opa¢ného zna-

ménka. Vhodné zvoleny interval pro feSeni nelinedrnich rovnic pomoci metody vyza-

dujici k vypoctu pocatecni interval s jednim kofenem by byl naptiklad nésledujici.

y

Obr. 3.2 Ukazka vhodné zvoleného intervalu
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NiZe je znazornéna ziejmeé ihned pochopitelna situace. Ma smysl se zabyvat funkcemi,

které protinaji osu z, coz pro tu na nasledujicim obrazku neplati.

Yy

Obr. 3.3 Funkce neprotina osu x

Nicméné existuje problém, ktery zmensenim intervalu nevytesime, pouzivaji-li se me-
tody zaloZené na opaénych znaménkéch v krajnich bodech intervalu (napiiklad metoda

bisekce). Situace je znazornéna na obrazku 3.4.

y

Obr. 3.4 Problém korent sudé nasobnosti

Konkrétné nalezeni kotenu vpravo, tedy obecné kofeny sudé nasobnosti. Je opravdu

potieba myslet na to, Ze volba intervali je pro takovéto metody klicova.
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Na druhou stranu nalezeni kotfent liché nasobnosti neni pro metody zalozené na

opa¢nych znaménkach v krajnich bodech intervalu problémem. [5]

y

Obr. 3.5 Kofen liché nasobnosti

3.1 Hledani korent

Postup nalezeni kofene rovnice (3.2) lze vétsinou rozdélit do dvou ¢asti

e separace kofentu

e zpiesnéni vysledku.

3.1.1 Separace koient

Nalezeni intervali, ve kterém se nachazi pravé jeden kofen, se nazyva separace korenti.
Bohuzel nelze ji obecné algoritmizovat a vétSina postupi bude prevazné zaloZena na

jedné (popft. kombinaci vice) z uvedenych metod: [5]

e grafické zobrazeni funkce

e postupné hledani

e piedchozi zkuSenosti s danym nebo podobnym problémem
e nahrazeni problému zjednoduSenym a pfibliZznym

e vyuziti poznatki z predchozi ¢asti vypoctu za predpokladu, zZe problém ma vice

casti.
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V prikladech uvedenych vyse se pohledem na graf daji ihned vybrat vhodné inter-
valy pro nalezeni korenti. Mtuze ovSem nastat situace, kdy vykresleni funkce v disledku
diskrétni volby hodnot na defini¢nim oboru vede k tomu, ze nékteré z kotfeni zusta-
nou prehlédnuty. Zvétsenim bodu (zpfesnénim) pii vykreslovani grafu se situace jisté
zlepsi, ale nelze to povazovat za obecné feSeni. Implementovat program, ktery by fesil
kromé vypoctu i separaci kofent, lze tedy zajistit pouze ve specialnich pfipadech (napf.
u polynomd).

Dalsi z postupii, pokud neni mozné funkci jednoduse vykreslit (napiiklad pii absenci
pocitace), je velmi podobna metoda zaloZena na zvoleni pevného kroku a vypoctu
nékolika funkénich hodnot na zvoleném intervalu. Z vypocitanych funkénich hodnot se
zjisti (na zékladé znaménka) intervaly, ve kterych lezi kofen. Opét pro ni plati stejné
omezeni jako pro grafické zobrazeni. V dusledku konecné délky kroku muze nastat

situace, ze dojde k prehlédnuti nékterych kofent. [5]

3.1.2 Zpiesnéni vysledkt

Jakmile se nalezne vhodny interval pro feseni, tak mizeme vyuzit nasledujicich postupt
e pokus, omyl
e metody se zadanim intervalu
e metody se zadanim priblizného feseni.

Prvni uvedeny postup ,,pokus, omyl*“ jednoduse spociva v hadani hodnoty & a vy-
pocteni funkéni hodnoty f(&£). Pokud je vypoc¢tend funkéni hodnota blizka nule, je
mozné skoncit a oznacit takové £ jako feseni. Pokud ne, vybere se novy odhad a cely
postup se opakuje. Hledani kotfene timto zpiisobem je ve velké vétsiné nesmysl, protoze
existuji presné postupy, jak nalézt co nejrychleji spravné reseni.

Jednim z nich jsou metody, jejichz vstupem je interval (ziskany postupy uvedenymi
v Casti separace kofenu), na kterém se nachazi jeden kofen. Pokud se na zadaném
intervalu nachézi pravé jeden koten, tak tyto metody konverguji k feseni vzdy, ovSem
rychlost konvergence muze byt velmi pomaléa. Do této skupiny se radi napiiklad metoda
ptleni intervali a regula falsi.

Dalgim typem jsou metody, jejichZ vstupem je poc¢atecni odhad feSeni (ziskany po-
stupy uvedenymi v ¢asti separace kotent). Nejsou tak robustni jako pfedchozi, protoze
pfi nevhodném (a presto velmi blizkém odhadu) se muze stat, ze metody diverguji.
Ovsem pokud je odhad zvolen spravné, rychlost konvergence byva zpravidla vétsi. Do

této skupiny se fadi napf. metoda prosté iterace, Newtonova metoda a metoda secen. 5|
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4 METODA PULENI INTERVALU

Prvni metodou k feSeni nelinearnich numerickych rovnic, kteréd zde bude uvedena, je
metoda pileni intervalid, nékdy nazyvané také jako metoda bisekce. Tento zptsob
feSeni nelinearnich rovnic je zalozen na principu opa¢ného znaménka v krajnich bodech
intervalu, na kterém se nachazi hledany kofen, a podmince, Ze funkce je na uvedeném
intervalu spojita. Dale se predpoklada, Ze na zvoleném intervalu lezi pouze jeden kofen
(byl odvozen napiiklad jednim z postupti uvedenych v ¢asti separace kofent), jehoZ
hodnotu zname velmi priblizné a chceme ji zpresnit. Pfesnéjsi postup této metody je

nasledujici: [1]

e Zvoli se vhodny interval I = [a, b], pficemZ pro funkci plati f € Cla,b] (pouZito

stejné oznaceni jako v definici spojitosti funkce).

a+b .
e Vypocte se bod s, pro ktery plati s = (odtud nazev metoda puleni inter-

vali).

e Interval I se rozdélil na dva [a, s] a [s,b]. Za predpokladu, Ze se uvniti inter-
valu nachéazi pouze jeden koten, musi platit [f(a)f(s) < 0A f(s)f(b) > 0] nebo
[f(a)f(s) > 0A f(s)f(b) <0]. Zadna jina situace nemiZe nastat.

e Za predpokladu, ze f(s) = 0, vypocet je u konce a feSenim je pravé s.

e V opac¢ném pripadé se vybere interval s opacnymi znaménky a cely postup se opa-

kuje, dokud nebude dosazeno pozadované presnosti nebo dokud nebude f(s) = 0.

Je z¥ejmé, Ze pro hodnoty a; (nejmensi bod vybraného intervalu I;) a b; (nejvétsi bod

vybraného intervalu I;) musi platit
aggal...an<§§bn"'§b1Sbo. (41)

Protoze vybirdame vzdy za a;1 bud a; nebo s; (za b1 bud s; nebo b;), potom posloup-
nost {a,} -, je neklesajici a posloupnost {b,} -, je nerostouci. Pro délku prvniho

intervalu po puleni plati

—b
ar—by = ¥7
pro délku druhého
Qo — bo
az — by = 4
obecné pro n-ty interval plati
—b
p — by = 0N (4.2)

2n
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Opakovanym pulenim intervalu jeho délka konverguje k nule. Obé posloupnosti jsou
tedy omezené. Supremum pro mnozinu vSech prvkia posloupnosti {a,} -, je pravé &.
Analogicky infimum pro mnozinu v8ech prvka posloupnost {b,} -, je rovnéz £. Podle

nésledujici véty maji takovéto posloupnosti vlastni limitu.

Kazda neklesajici shora ohrani¢ena posloupnost {a,} -, ma vlastni limitu

a plati

lim a, = sup{ay,as,...}.
n—0o0

Podobné kazda nerostouci zdola ohrani¢ené posloupnost {b,}, -, ma vlastni
limitu. Pritom plati
lim bn = inf{bl, bg, 5o o }

n—oo

18]

Na zakladeé této véty je mozné psat

lim a, = lim b, =¢. (4.3)

n—o0 n—o0

Posledni véc, kterou zbyva dokézat, je, ze £ je kofenem rovnice (presnéji, ze f(§) = 0).

Na zakladé podminky vybéru intervalt plati

flan) f(ba) 0= f()F(€) <0=[f(§)* 0. (4.4)

V oboru redlnych ¢isel musi byt druh& mocnina libovolného é¢isla kladna nebo rovna

nule. Potom z rovnice jednoznac¢né plyne, Ze

f(&)=0

a takovéto £ je pravé hledanym kotenem.

Nyni pomoci vySe uvedenych poznatki je mozné sestavit vétu pro feSeni numeric-

kych rovnic metodou piileni intervala.
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Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0 a necht f ma v intervalu [a, b] jediny kofen &.

n bn
Pak metoda bisekce generuje posloupnost s, = On T ,n=20,1,2..., ktera

konverguje ke kofenu £ a aproximuje ho podle vztahu

b—a

’Sn_€’§ on 1

(4.5)

1]

Poznamka: Jelikoz s,,¢ € [a,,b,] a s, se navic nachéazi uprostied tohoto intervalu,

musi absolutni hodnota jejich rozdilu byt mensi nebo rovna velikosti poloviny celého

a
intervalu. Délka intervalu |a, — b,| je rovna a polovina tohoto intervalu pak

odpovida pravé strané nerovnice (4.5).
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5 METODA REGULA FALSI

Jak se ukazalo v pfedchozi kapitole, metoda piileni intervalii nemtze pii feSeni spo-
jité funkce na intervalu, kde se nachazi jeden kofen, nikdy selhat. Jeji konvergence je
ovSsem pomérné pomalé. Jisté zlepSeni v nékterych pripadech mize predstavovat me-
toda nazyvana regula falsi. Princip vypoctu je podobny s metodou bisekce, az na

volbu intervalt pro nésledujici kroky.

Zamyslime-li se nad krajnimi body intervalu, kdy jeden z nich je vzdy uprostied
predchézejiciho, zjistime, Ze tato volba nemusi byt pokazdé nejlepsi. Princip vybéru

nového intervalu je znédzornén na obrazku nize.

y

Obr. 5.1 Ilustrace metody regula falsi

V uréitych pripadech je lepsi, kdyz je interval zvolen tak, aby jeho krajni body byly
co nejblize FeSeni rovnice, coz pravé zvolenim stifedu ve vétsiné pripadi nemusi byt.
Na obréazku je absolutni hodnota funkéni hodnoty v bodé a mnohem vétsi nez funkéni
hodnota v bodé b. Lze tedy predpokladat, Zze kofen bude lezet spiSe blize k bodu
b nez k a. A tomu se prizpusobuje volba intervali v této metodé. Ty se nerozdéli
na polovinu, ale v poméru funkénich hodnot f(a)/f(b). Jinymi slovy, princip volby
je zaloZen na tom, Ze kofen bude lezet vzdy blize ke krajnim bodu, jehoz absolutni
hodnota funkéni hodnoty je mensi. Uvedena tivaha ale neni pokazdé pravdiva. Jeden

z prikladl je znazornén na obrazku 5.2.
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Obr. 5.2 Pomala konvergence metody regula falsi z divodu velké

nelinearity funkce

Pouziti metody regula falsi je vhodné pro funkce, u kterych se predpokladé na hleda-
ném intervalu pribéh blizky linearnimu. V této situaci by se zvoleni poloviny intervalu
ukézalo jako vhodné&jsi. Absolutni hodnota funkéni hodnoty je v bodé a vyrazné mensi
nez v bodé b, oviem kofen lezi blize k bodu b, coz jde ruku v ruce s predpokladem
linearity funkce. Jak uz bylo fe¢eno vyse, zbytek vypoctu je velmi podobny s metodou
ptleni intervali. [2]

P1i volbé nového intervalu se tedy bude uvazovat, ze funkce je na ném priblizné
linearni. Do nového kroku vybereme bod s, ktery je prisecikem piimky spojujici f(a)

a f(b) s osou z. Z podobnosti trojiuhelnikii na obrazku 5.1 dostavame

Jla) )

s—a s—0b
sf(a) —bf(a) =sf(b) —af(b),
_af() = bf(a)

f) = fla)
po luprave 0 (@
F(b fla
= — b. .
I - ) - @ oy
Jako novy interval do dalsiho kroku bude zvolen I;;; = [a,s| nebo I;1; = [s,b]

na zékladé znaménka funkénich hodnot v téchto bodech, stejné jako u metody piileni
intervalt. Cely postup se opakuje, dokud neni dosazena pozadovana presnost nebo jina

podminka vedouci k ukonceni vypoctu. Uvedenou metodu popisuje nasledujici véta.
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Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0 a necht ¢ je jediny kofen v [a, b]. Pak posloup-
nost {z;}2, uréena metodou regula falsi konverguje pro libovolné pocateéni
aproximace xg, z1 € [a,b], f(xo)f(z1) < 0, ke koFenu & € (a,b) funkce f.[1]

Zatimco u metody piileni intervali byla chyba vysledku v kazdém kroku presné
stanovena, tak zde neméme vetsinou o chybé presnou vypovidajici hodnotu a nezbyva

nic jiného, nez se spolehnout na nasledujici vétu o univerzalnim odhadu chyby.

Veéta 5.2 (univerzalni odhad chyby)

Necht funkce f ma na intervalu I = (x,&) spojitou derivaci a necht existuje
¢islo m > 0 takové, ze Vo € (z,€) : m < |f'(z)|. Pak

€ —z| < w (5.2)

2l

Poznamka: Cislo m je mozné vyjadrit také jako

: /
m= min |f' ()]

Ne vzdy je snadné toto minimum zjistit. Uvedenou vétu o univerzalnim odhadu
chyby je mozné pouzit na vysledek ziskany libovolnou numerickou metodou, ovsem
obecné v nékterych pripadech nemusi byt jeji pouziti snadné.

Dosud uvedené metody (bisekce a regula falsi) pro nalezeni kofene na zadaném in-
tervalu maji zaruc¢enou konvergenci. Pfi dodrzeni podminek spojitosti funkce a vhodné
volby intervalu nemiizou tyto dva postupy nikdy selhat, protoze koreny lezi vzdy uvnitf
intervali, které se postupné zmensuji. Metoda bisekce definuje maximélni chybu feseni
danou jako polovina aktualniho intervalu. Konvergence je pomérné pomald (viz pfi-
klady v kapitole 9.2). Naproti tomu konvergence metody regula falsi mize byt vyrazné
rychlejsi, ale slova ,,muze byt zde maji sva opodstatnéni. Tento zavér plati predevsim
pro funkce, jejichz pribéh je na hledaném intervalu priblizné linearni. Aplikaci metody
regula falsi na nékteré jiné typy funkei (viz napiiklad obrazek 5.2) byva konvergence
neporovnatelné pomalejsi nez u metody bisekce a tento postup se tak stava témeér ne-

pouzitelny. Je nutné zduraznit, ze se zde mysli nepouzitelny ve smyslu neimérného
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mnozstvi krokt (volby novych intervalii), ne ve smyslu toho, Zze by algoritmus nevedl

ke spravnému vysledku.

Pokud rychlost konvergence ani jednoho z doposud uvedenych postupti pro feseni
nelinearnich rovnic nevyhovuje, je nutné se poohlédnout po dalsich metodach nume-
rické matematiky. V nasledujicich kapitolach budou ukazany metody zaloZzené na jiném
principu. Jejich konvergence zéalezi na pocatecnim odhadu, ale byvé zpravidla mnohem

rychlejsi nez konvergence dosud zminénych metod.
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6 METODA PROSTE ITERACE

Metoda je znaméa v anglicky knihéch jako fixed-point iteration, v cesky psanych
knihéch spiSe pod nazvem metoda prosté iterace. Princip je zalozen na prevedeni

feSeni rovnice f(x) = 0 do tvaru x = g(x), coz lze vzdy provést zvolenim g(zx) jako

g(x) =z — f(z), (6.1)

a hledani takového TeSeni, pro které plati z = &, tedy £ = ¢(§), coz je ekvivalentni
s f(¢) = 0. Bod ¢ se oznacuje jako pevny bod funkce g. Geometricky to znamena
hledat prusec¢ik primky y = x s kiivkou y = g(z). Na zacatku vypoctu se voli po¢ateéni
odhad feSeni (tedy jedno ¢islo). To je zasadni rozdil oproti doposud uvedenym meto-
dam (metoda puleni intervali a metoda regula falsi), kde vstupem byl vzdy pocéatecni
interval neboli dvojice ¢isel. A ziskdme posloupnost, kde nasledujici prvek zavisi na

predchozim podle vztahu
Tip1 = g(z;). (6.2)

Funkce ¢ se nazyva itera¢ni funkci a vztah (6.2) itera¢ni metodou nebo také me-
todou prosté iterace. Takova funkce g musi byt pochopitelné vhodné zvolena, ¢asto
se pouziva pojem, zZe se funkce zobrazuje do sebe. To znamené, Ze rozdil dvou vzoru
je vétsi nez rozdil obrazi.[1] (2] [4]

Metoda prosté iterace patii mezi tzv. jednokrokové metody, nebot vypocet ;.4
zéavisi pouze na predchozim prvku z;. Muze se stat, ze by mohl vypocet zaviset také
napiiklad na x;_1, popripadé na dalsich pfedchozich hodnotéch. Takové metody se

nenazyvaji jednokrokovymi, ale vicekrokovymi
Tip1 = g(Ti Tic1, Tio o+ Tp_jy1),  J =2 (6.3)

Naptiklad zavisi-li vypocet x;,1 na dvou pfedchozich hodnotéach, nazyvaji se tyto me-
tody jako dvoukrokové atd. [1]

Itera¢ni metody potfebuji na zacatku vypoctu zvolit odhad hledaného feseni z.
Bohuzel jesté to neznamena, ze pokud je odhad ,dostatecné blizko“ ke kotenu, bude
algoritmus feseni konvergovat. Rovnéz postup pro nalezeni vhodného zy neni jedno-
duché algoritmizovat (viz kapitola 2). Vétsinou se musi pouzit prostiedky analytické
matematiky k nalezeni ptiblizného odhadu, ktery se pouzije jako pocateéni hodnota do
numerického algoritmu a nebo je uz priblizny odhad zndm napt. z predchozich méreni,
vypocti apod. Je mozné rovnéz vyuzit grafickych metod a nahradit (prolozit) funkei ve
zkoumaném intervalu pfimkou a provést vypocet odhadu. V neposledni fadé je mozné

pouzit pro feSeni numerickych rovnic jinou metodu, ktera nemé tak rychlou konver-
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genci, ale nevyzaduje urceni zy na vétsi pocet desetinnych mist. Princip této metody
spoc¢iva v provedeni odhadu, ktery bude vstupni hodnotou do iteracnich algoritmi,

které mohou konvergovat mnohem rychleji. [5]

Nasledujici véta shrnuje poznatky uvedené v odstavcich vySe a definuje podminky;,

za kterych postup vypoctu vede k feseni.

Necht g(z) spliuje Lipschitzovu podminku

l9(x) — g(@")| < A — '], (6.4)

pro vSechny hodnoty x, «' v uzavfeném intervalu I = [xg — p, ¢ + p],p > 0,

kde pro tzv. Lipschitzovou konstantu A plati
0<A<1. (6.5)
Necht je nyni xq zvoleno tak, ze
20 — g(z0)] < (1= A)p. (6.6)

Potom plati nésledujici tvrzeni:

e vSechny iterace z; definované podle vztahu (6.2) lezi v intervalu 1

To—pSx; <xo+p

e iterace konverguji ke stejnému bodu £ (existence)

lim z; = £, neboli |z; — & < M\p
1—00

e ¢ je jedinym kofenem na intervalu (jednozna¢nost) I = [zg — p, zo + p.

4]

Disledek: Jestlize plati |[g(z)] < A < 1 pro |z — x| < p a pro volbu zy je splnéna
rovnice (6.6), potom v8echny zavéry vyplyvajici z véty 6.1 jsou platné.

Dikazy jednotlivych tvrzeni lze nalézt v [4]. Geometrickd interpretace této véty je
znazornéna na obrazku 6.1, aby bylo mozné si lépe predstavit skutecnosti, které z ni

vyplyvaji.
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Obr. 6.1 Grafické znézornéni podminek konvergence metody prosté

iterace [4]

Obréazek zobrazuje piipad, kdy g(x¢) — ¢ = 1 > 0 a trojuhelniky I a II jsou ohrani-
Ceny piimkami se smérnicemi +A. Uvnitf oblasti I a II se na intervalu [zg — p, xo + p]

nachézeji funkéni hodnoty g(x). Z obrazku lze vy¢cist:

e Pokud je A > 1, tak pfimka y = x neprotne horni hranici oblasti I.

e Pokud je A < 1 a zaroven n > (1 — A)p, tak piimka y = x neprotne horni

hranici oblasti I, a proto nemusi protnout pripadnou funkci g(z) na intervalu

[‘rO 4R +p]

4]

Pro¢ je na obrazku znézornéna piimka y = x a dvé trojuhelnikové oblasti? Na
zacatku kapitoly bylo fefeno, ze se problém f(z) = 0 pfevede na ekvivalentni rovnici
z hlediska vysledného feseni f(g(x)) = 0 neboli g(z) = z. Tedy geometricky je to
hledéni priuseciku g(x) s osou x. Trojuhelnikové oblasti vyznacuji prostor, ve kterych

by méla lezet funkce g.

Pro¢ jsou to pravé takové oblasti? Funkce g(z) musi na definovaném intervalu spl-
novat Lipschitzovu podminku, tj. rozdil funkénich hodnot v krajnich bodech je mensi
nez délka tohoto intervalu. Zjednodusené feceno, primka spojujici krajni body intervalu
[zo — p, g(xo — p)] & [xo + p, g(xo + p)] musi mit absolutni hodnotu smérnice mensi nez

jedna.
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Odkud se vzala podminka vztahujici se na 1? Budeme-li zvétsovat rozdil g(zq) — zo,
nastane situace, kdy primka y = x neprotne trojuhelnikovou oblast I. Maximalni veli-
kost 1 je, kdyz pfimka prochazi pravym spodnim vrcholem oblasti I. Odtud i geome-
tricky je mozné odvodit, ze musi platit n > (1 — A)p. Korektné to vyplyva z dukazi,
které lze najit v [4].

Jinymi slovy, podminky A < 1 an > (1 — A)p jsou postacujici k predpokladu
existence kofene pro libovolnou Lipschtizovsky spojitou funkeci g(z) spliwjici pod-
minky (6.4) a (6.5). [4]

Na grafech niZe je znézornén postup feSeni metodou prosté iterace reSeni. Modra
kiivka na grafech znad¢i funkci y = z, hnéda je funkce g a Cervené prerusované tsecky

ilustruji postupnou volbu nové hodnoty x; do dalsiho kroku.

y

X
X0 X1 X2 X3 Xa X5 &

Obr. 6.2 Reseni rovnice itera¢ni metodou (rostouci funkce)
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Xo X2 X5X7 & X6 Xa X1

Obr. 6.3 Reseni rovnice iteracni metodou (klesajici funkce)

Je mozné si vS§imnout, Ze zatimco u rostouci funkce na feSeném intervalu se x; po-
stupné zvétsuje (nebo zmensuje, pokud by byl odhad stanoven vpravo od kofene), tak
naopak u klesajici funkce dochazi stiidavé k vybéru hodnot vpravo a vlevo od priise-
¢iku (feseni). Na dalsich dvou obréazcich je znazornén piipad, kdy funkce g nespliuje

predpoklady uvedené ve vété na zacatku kapitoly.
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7 X5 Xa X XoxXvo &

Obr. 6.4 Nespravné zvolena itera¢ni funkce (rostouci funkce)

Posledni dva obrazky zachycuji nevhodné zvolené iteracni funkce. Prestoze pocatecni
odhad z; je velmi blizko feSeni (mnohem bliZe neZ na obréazcich 6.2 a 6.3), tak metoda
(posloupnost) diverguje. Nejen volba pocateéniho odhadu, ale rovnéz spravna volba

itera¢ni funkce je pro uvedeny postup klicova a rozhoduje i o rychlosti konvergence.
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X4 X X & X1 X3 X5

Obr. 6.5 Nespravné zvolena itera¢ni funkce (klesajici funkce)

Nésledujici véta umoziuje urcit absolutni chybu vysledku pii pouziti metody prosté

1terace.

Necht funkce ¢ spliuje predpoklady véty 10.0, pak pro posloupnost
{xi}ioiOer € [CL, b]?'r’b - g(l‘i—l); plati

7

€<
€ < ==

[1] 2]

Nyni zbyva podat navod, jak najit vhodnou itera¢ni funkei. Z rovnice (6.1) plyne,
ze vhodna itera¢ni funkce vznikne vyjadfenim z z rovnice f(z). Pojem vyjadieni z

z rovnice neni nutné v tomto pripadé chapat doslovné. Ve vétsiné pripada bude stacit
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ziskat vyraz, kde na pravé strané je x = ---. Coz ale nékdy nemusi byt jednoduse
proveditelné. Navic takto ziskané iteracni funkce g nemusi vést ke spravnému vysledku,
nebot musf rovnéZ platit [g(z)| < A < 1. Viz nap¥. z rovnice 223 +z—1 = 0 se uvedenym

postupem ziskaji dvé itera¢ni funkce

1—=x
91(95): \ 9

go(w) =1 — 2%

Obé dvé funkce vyhovuji rovnici (6.1), nicméné druhda z nich nevede k FeSeni, protoze
lg(x)| > 1. Pouziti nevhodné itera¢ni funkce (takové, kterd nevyhovuje uvedenym

vétam) znézoriuji obrazky 6.4 a 6.5.
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7 NEWTONOVA METODA

Newtonova metoda (nékdy je nazyvana také jako Newton-Rhapsonova metoda
¢i metoda técen) je jednou z nejznaméjsich numerickych metod pro fesSeni nelinearnich
rovnic. Vyhodou je v piipadé blizkého pocatecniho odhadu rychla konvergence. Jedina
nepiijemnost je nutnost vypoctu derivace f'(x). Ilustrace této metody je znézornéna

na obréazku 7.1.

y

Obr. 7.1 Grafické znazornéni Newtonovy metody

Princip metody spo¢iva ve vypoctu derivace v poc¢ateénim bodé (odhadu). Do dal-

stho kroku se pouzije prusecik te¢ny s osou x. Postup vypoctu je tedy nésledujici:
e volba pocatecniho odhadu x
e vypocet derivace f'(xg) a zjisténi prusec¢iku z; teény s osou x
e opakovani predchoziho kroku s z;.

Graf na obrazku 7.1 poslouzi jako pomitcka pro odvozeni vztahu pro volbu odhadu

x;4+1 do dalstho kroku. Pro rovnici primky plati
y=kx+gq

kde k = f'(z;) a ¢ = f(z;) — kz; = f(x;) — f'(x;)x;. Prusecik s osou z se odvodi
polozenim y = 0, tedy

0= f(@i)zipr + flx;) — f(z);.
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Vyjadrenim z;,; se ziska vztah pro volbu nového odhadu korene funkce f

f(zi)
f(@i)

(7.1)

LTip1 = Ty —

Jak uz bylo feceno, na pocatku celého vypoctu stoji odhad zy, podobné jako tomu
bylo u metody prosté iterace. Jakd omezeni by mohla platit pro volbu z¢? S prihlédnu-
tim k tomu, Ze derivace urc¢uje smérnici teény a tato te¢na musi protinat osu x, nemuze
pro bod xg byt f'(xg) = 0, tedy teéna rovnobézna s osou x (konstantni funkce). V pii-
padé implementace algoritmu, kde uzivatel bude vyzvan k zadani tohoto pocate¢niho
odhadu, je nutné nejprve provést vyse uvedenou kontrolu a vypocet v pripadé, ze de-
rivace je v xg nulova, ukoncit. Nezbyva nic jiného, nez zvolit jiny pocateéni odhad.

Newtonova metoda je specialnim pripadem metody prosté iterace, pravé kdyz

@
A=y

(7.2)

1121 131 6]
g Vet 7L

Necht f je spojita funkce na intervalu I = [a,b] a necht pro vSechna z € [

existuji derivace f'(x) a f”(z). Jestlize se na intervalu I nachézi kofen &, tj.

plati f(§) =0 a f'(x) # 0, potom existuje § > 0 a posloupnost uréena rovnici

. f(s)
f(:)’

konverguje k & pro libovolné xy € [£ — §,& + ). [1]

flx) #0, k=0,1,... (7.3)

Tit1 = T

Funkce g spliiuje na intervalu [€ — 0, £ + 0] pfedpoklady pro konvergenci posloupnosti
uréenou metodou prosté iterace. To znamend, Ze posloupnost uréena vztahem (7.3)
konverguje pro kazdou poc¢atecni aproximaci xg € [£—9, {+0] ke kofenu €. Zjednodusené
feceno, Newtonova metoda konverguje pro kazdy ,blizky“ odhad zg. [2]

Odhad chyby pro Newtonovu metodu popisuje nésledujici véta.
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Oznac¢ime-li

o = [, 84 = w7,

kde zo € [a,b], £ € [a,b] a v intervalu se znaménka f’ a f” neméni, potom

plati

M
|Zip1 — €| < %m — & (7.4)

1] 2] 13]
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8 METODA SECEN

Uz pfi vytvareni algoritmu pro metodu tecen bylo naznaceno, ze vypocet derivace lze
zjednodusit a nahradit (pfi pripusténi jisté chyby) vypoétem dvou funkénich hodnot ve
dvou velmi blizkych bodech. Za predpokladu, Ze derivace nebude vypoc¢tena symbolicky,
tak se jedna o vypocetné naroc¢nou operaci v porovnani s béznymi operacemi sc¢itani,
nasobeni apod., nebot je nutné navic pouZit opét prostfedky numerické matematiky,
a cely vypocet se tak vyrazné prodluzuje. Mathematica zvladé symbolické derivovani,
proto by nemélo byt znatelné vyrazné zpomaleni Newtonovy metody pravé v diisledku
vypoctu derivace. Pfesto ma smysl se zabyvat dalsi metodou nazyvanou jako metoda
secen, ktera nevyzaduje k vypoctu znalost prvni derivace. Principem je spise podobna

metodé regula falsi uvedené v kapitole 5.

y

Obr. 8.1 Reseni rovnice metodou se¢en

Odhad feSeni x; lezi na spojnici dvou piedchézejicich bodi vypoétu [z;_o, f(z;_2)]
a [z;_1, f(x;_1)]. Tim se do jisté miry zamezuje tomu, coz byva pro metodu regula falsi
typické, a to, ze se v pribéhu vypoctu jeden z krajnich bodd neméni (viz napiiklad
obrazek 5.2). Pfi pouziti metody secen se nepfihlizi ke znaménkim v krajnich bodech
intervali, ale vzdy se pouziji dvé predchazejici hodnoty, coz je pravé ten podstatny
rozdil oproti metodé regula falsi. Proto na zacatku celého vypoctu potrebujeme dva
blizké odhady. Pfedstava dvou bodii mohla byt podobna jako potfeba pocate¢niho
intervalu u metody bisekce a regula falsi. Opét podobné jako u metody regula falsi

z trojuhelnikové podobnosti na obrazku 8.1 se odvodi prisecik s osou x piimky spojujici
f(zi—1) a f(x;). Plati
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f<x2> _ f(xifl)

)
Tit1 — Xy Tit1 — Ti—1

f(-fﬁi)(l’iﬂ - 371'71) = f(xifl)(wz#l - fﬂz)

Po uprave
o F@)rio — flaio)z
T ) = fn)

U metody seCen neni zarucena jeji konvergence, nebot neudrzuje kotfen ve zmensu-

(8.1)

jicim se intervalu, jako je to u metody regula falsi.

y
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Obr. 8.2 Funkce nevhodné pro feSeni metodou secen

Divergence metody secen lze dosahnout pouze zménou pocate¢nich odhadii korene.
Opét zbyva uvést, jak zjistit odhad chyby v kazdém kroku vypoctu. Lze doporucit vétu

o univerzalnimu odhadu chyby a vztah (5.2), stejné jako u metody regula falsi. [1][2]
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II. PRAKTICKA CAST
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9 METODA PULENI INTERVALU

9.1 Implementace algoritmu

Jak uz bylo naznaceno v ivodu kapitoly o feSeni nelinedrnich rovnic, je nutné zadat na
pocatku vypoctu interval, ve kterém se nachazi pravé jeden koren. Vzhledem k obecné
velké slozitosti programové implementovat vyhledavani intervalu s jednim korenem,
bude pfenechana tato volba uzivateli. Jadro algoritmu vypoc¢tu potom mize vypadat

nasledovneé:

While [True,
(* vypocet stredu a funkcnich hodnot v krajnich bodech *)
fa = fg /. x -> a;
fo = fg /. x -> b;
= (a + b) / 2
fs = fg /. x -> s}

(* vypis mezivysledku *)

If [progress, Print[N[{it, a, b, s, fs}, wprecll];

(* kontrola pocetu platnych cifer x*)
If [Abs[(b - a)/2] <= minReqErr, Return[{x -> N[s, wprecl}]];

(* kontrola nalezeni presneho reseni x)

If[fs == 0, Return[{x -> N[s, wprecll}]];

(* zvoleni intervalu do dalsiho kroku *)

If [Negative[fa * fs],b = s, a = s];

(* kontrola zda se na intervalu [a, b] nachazi vice korenu *)
If [Positive[fa] && Positive[fb],

Message [NMBisection::badRange];

Throw[$Failed]
1;

(* zastaveni vypoctu po dosazeni maximalniho poctu opakovani *)
If [++it == maxIt,
Message [NMBisection::maxIt, it];
Throw [$Failed]
1
1
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Pri vytvareni algoritmu se narazi na problém, kdy cely vypocet ukoncit. Je mozné
zadat pevny pocet kroku a vypocet po n opakovani zastavit s tim, Ze nebude dosazeno
pozadované piesnosti. Nebo naopak probihalo nékolik vypoctu zbytecéné a vysledek je
platny na vice cifer nez bylo pozadovano a zbytecné se tim tak prodlouzil ¢as vypoctu.

Lepsi je zavést podminku, kterd vypocet prerusi, az bude vysledek v uzivatelem
zadané presnosti. Ten tedy zada maximélni absolutni chybu vysledku a jakmile je tato
podminka splnéna, dojde k ukonceni vypoctu. Rovnéz bude dobré zajistit ukonceni
vypoctu po maximalnim poc¢tu opakovani. Uzivatel nemusi tusit, Zze k vypoctu jeho
zvolené presnosti je nutné neimeérné velké mnozstvi krokii a vypocet by tak mohl trvat
dlouhou dobu. Je vhodnéjsi mit moznost dvoji kontroly nad probihajicim vypoctem.

NiZe jsou vypsana pouzivana kritéria pro zastaveni vypoctu [1] 2] [6]

lsn — &| <, (9.1)
|f(sn) <, (9.2)
Sn _Sjnl <e (9.3)

P1i vytvatreni algoritmu se pouzije prvni z uvedenych podminek, protoze hodnota vy-
razu na levé strané |s, — | je v kazdém kroku vypoc¢tu znama podle vztahu (4.5).
Pti podmince (9.2) dojde k zastaveni vypoc¢tu poté, co je funkéni hodnota aktualniho
reSeni mensi, nez uzivatelem definovana. Neni pravé moc vhodné, nebot nemame za-
ruceno, ze se funkce pfiblizuje k ose x pouze v blizkosti kofene. Posledni z uvedenych
t¥1 kritérii pro zastaveni vypoctu ukazuje relativni chybu aktuélntho feSeni od pred-
chazejiciho (v minulém kroku). Pii praktickém vypoctu se po uzivateli pozaduje zadat
tuto chybu, ale tu uzivatel vétsinou nezna. Co ho nejvice zajima, je kolik desetinnych
mist bude ve vysledku spravné (tj. zada pocet desetinnych mist). K tomu bude nutné
vyuzit poznatky z kapitoly 2.1. Z pozadovaného poc¢tu desetinnych mist se poté dopo-
Cita presnost €, kterd se pouzije jako kritérium k zastaveni vypoétu (tedy na zékladé

nerovnosti (9.1)).

9.2 Priklady

NizZe jsou uvedeny vybrané piiklady na feSeni nelinearnich rovnic metodou ptleni inter-
vali. PTi vypoctu se vyuziva algoritmus a vytvorené funkce v programu Mathematica,
jejiz ¢ast byla uvedena v ptredchozi sekci. Jak pouzivat tuto funkci popisuje posledni

kapitola na konci prace.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

50

Priklad 9.1

Metodou piileni intervalii (bisekce) naleznéte koten rovnice z°

—z—1=0na

intervalu I = [1, 2] s pfesnosti na 15 desetinnych mist.

Dané rovnice ma na intervalu I jeden kofen (viz obréazek).

y

T ¢ >
Obr. 9.1 Funkce f(z) =25 —x —1

S vyuzitim softwaru Mathematica a vySe popsaného algoritmu se po zadéani
prikazu

NMBisection[x"6-x-1, {x, 1, 2}, AccuracyGoal -> 15,

ShowProgress -> Truel

ziské nasledujici tabulka
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Tab. 9.1 Postup vypoctu kofene rovnice 2% —x — 1 =
metodou bisekce

it | a b x f(x)
1| 1,0000000000000000 | 2,0000000000000000 | 1,5000000000000000 | 8,890625000000000
2| 1,0000000000000000 | 1,5000000000000000 | 1,2500000000000000 | 1,564697265625000
3| 1,0000000000000000 | 1,2500000000000000 | 1,1250000000000000 | —0,097713470458984
4 | 1,1250000000000000 | 1,2500000000000000 | 1,1875000000000000 | 0.616653025150299
5 | 1,1250000000000000 | 1,1875000000000000 | 1,1562500000000000 | 0,233268924988806
6 | 1,1250000000000000 | 1,1562500000000000 | 1,1406250000000000 | 0,061577832108014
48 | 1,1347241384015092 | 1,1347241384015234 | 1,1347241384015163 | 3,843327568481908 - 1015
49 | 1,1347241384015163 | 1,1347241384015199 | 1,1347241384015181 | —1,443117215796558 - 1014
50 | 1,1347241384015181 | 1,1347241384015199 | 1,1347241384015190 | —5,293922294741855 - 10~15
51 | 1,1347241384015190 | 1,1347241384015199 | 1,1347241384015194 | 0

Prvni sloupec it oznacuje ¢islo iterace (kroku). Dalsi

dva sloupce a, b znaci

krajni body zvoleného intervalu, x pak jeho stfed. Posledni sloupec znaci funkéni
hodnotu v tomto bods. Resenim je tedy x -> 1,13472413840152. Vsechny
cifry ve vysledku jsou platné. Pro kontrolu je mozné pouzit vestavény piikaz
FindRoot.

Priklad 9.2

Metodou piileni intervali (bisekce) vypodcitejte v/5 s piesnosti na 15 desetinnych

mist.

Nejprve je nutné patou odmocninu z ¢isla 5 prevést na rovnici v tvaru f(x) = 0.
Jedna se vlastné o hledéani ¢isla, které po umocnéni ,na patou* dé vysledek 5,
tj.

2’ —5=0.
Jesté nez zacne samostatny vypocet, je rovnéz potieba zjistit interval, na kte-
rém se nachazi kotfen. Ze znalosti mocninné funkce plyne, Ze korfen musi lezet
v intervalu [1, 2] (spiSe blize k ¢islu 1, ale jako pocatecni odhad postaéi uvedeny

interval), coz potvrzuje i néasledujici graf.
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Opét vyuzitim vytvoreného programu a zadani piikazu

Obr. 9.2 Funkce f(z) =25 -5

NMBisection[x"6-x-1, {x, 1, 2}, AccuracyGoal -> 15,

ShowProgress -> True]

ziska nasledujici tabulka

Tab. 9.2 Postup vypoc¢tu korene rovnice 2° — 5 = 0

metodou bisekce

it

a

b

X

£(x)

1,0000000000000000

2,0000000000000000

1, 5000000000000000

2,593750000000000

1,0000000000000000

1, 5000000000000000

1, 2500000000000000

—1,948242187500000

1,2500000000000000

1, 500000000000000

1, 3750000000000000

—0,085113525390625

1, 3750000000000000

1, 5000000000000000

1,4375000000000000

1,138175010681152

1, 3750000000000000

1, 4375000000000000

1, 4062500000000000

0,499366670846939

S| [ (W (N

1, 3750000000000000

1,4062500000000000

1, 3906250000000000

0,200560622848570

48

1,3797296614612122

1,3797296614612193

1,3797296614612158

8,161427698079727 - 1014

49

1,3797296614612122

1,3797296614612158

1,3797296614612140

1,724091134919237 - 10— 14

50

1,3797296614612140

1,3797296614612158

1,3797296614612149

—1,494577146660983 - 1014

51

1,3797296614612140

1,3797296614612149

1,3797296614612145

0

Zmnaceni sloupct je stejné jako v predchéazejicim piikladé. Vysledkem je tedy

x -> 1,37972966146121. VSechny cifry ve vysledku jsou platné.
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10 METODA REGULA FALSI

10.1 Implementace algoritmu

Algoritmus metody regula falsi je téméf totozny jako u metody pileni intervala. Lisi
se pouze volbou déliciho bodu (,stfedu®) intervalu. Je zde ovSem problém v uz zmi-
néném zjisténi chyby vysledku a zastaveni vypoctu po uzivatelem zvolené piesnosti.
Pokud by program mél vracet vysledek piimo s danym poc¢tem platnych cifer, musela
by se vypocitat chyba ze vztahu (5.2), coz obnasi i zjisténi minimalni velikosti derivace
na feSeném intervalu. Kdyz bude napiiklad derivace funkce na intervalu monoténné
klesajici (rostouci), potom se nejmensi hodnota nachézi pravé v krajnim bodé tohoto
intervalu. To je ale pouze jeden z p¥ipadu, jak mize vypadat vstupni funkce. Implemen-
tovat algoritmus, ktery by tento problém fesil obecné, je ndro¢né a cela tato priprava
by mohla stat spoustu vypocetniho ¢asu. Proto bude uzivatel pouze vyzvan k zadani
nejvétsi relativni chyby mezi dvéma feSenimi. Jako kritérium pro zastaveni vypoctu
byl tedy zvolen vztah (9.3), doplnény o zadani maximalniho po¢tu kroku (iteraci) tak,

aby bylo mozné lépe kontrolovat pribéh vypoctu.

While [True,
(* vypocet deliciho bodu a funkcnich hodnot v krajnich bodech *)
fa = fg /. x -> a;
fb = fg /. x -> b;
s = (b x fa + a * fb) / (fa + fb);
fs = fg /. x -> s}

(* vypis mezivysledku *)

If [progress, Print[N[{it, a, b, s, fs},wprecll];

(* kontrola zda byla dosazena zadana odchylka *)
If [Abs[fs] <= reqErr, Return[{x -> N[s, wprecll}I];

(* kontrola nalezen presneho reseni x*)
If[fs == 0, Return[{x -> s}1];

(*x zvoleni intervalu do dalsiho kroku *)

If [Negative[fa * fs],b = s, a = s];

(* kontrola zda se na intervalu [a, b] nachazi vice korenu x*)
If [Positive[fal] && Positivel[fb],

Message [NMRegFalsi::badRange];

Throw [$Failed]
1;
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(* zastaveni vypoctu po dosazeni maximalniho poctu opakovani x*)

If[++it

maxIt,
Message [NMRegFalsi::maxIt, it];
Throw [$Failed]

1;

10.2 Piiklady

Priklad 10.1

Metodou Regula Falsi naleznéte feSeni rovnice x — cot z = 0 na intervalu [J, Z

4> 21
Vypocet ukoncete, jakmile bude relativni chyba mezi dvéma po sobé jdoucimi

feSenimi mensi nez 1 - 10719, Pokuste se rovnéZ odhadnout chybu feSeni.

Opét vyuzitim vytvoreného programu a zadédnim piikazu

NMRegFalsi[x - Cotl[x], {x, Pi /4, Pi /2},
RelativeError -> 107{-10}, ShowProgress -> True]

se ziska nasledujici tabulka.

Tab. 10.1 Postup vypoctu kofene rovnice x — cotx =0

metodou regula falsi

it | a b s f(s)

0 0,785398163397448 | 1,570796326794897 0,8798016929768852 | 0,05279205517056876

1 0,785398163397448 | 0,8798016929768852 | 0,8611634349792692 | 0,002272892303819781

2 0,785398163397448 | 0,8611634349792692 | 0,8603693991617098 | 0,0000981240970258853

3 0,785398163397448 | 0,8603693991617098 | 0,8603351351367500 | 4,236626861198189 - 10—
4 0,785398163397448 | 0,8603351351367500 | 0,8603336557751336 | 1,829223667249623 - 10~
9 0, 785398163397448 | 0,8603335890196118 | 0,8603335890193898 | 2,744733943182598 - 10~ 14
10 | 0,785398163397448 | 0,8603335890193898 | 0,8603335890193802 | 1,185078017288932 - 10~15
11 | 0,785398163397448 | 0,8603335890193802 | 0,8603335890193798 | 0

Vysledkem je tedy x -> 0,8603335890193798. Po 11 krocich se ziskal vysledek,
jehoz relativni chyba od piedchazejiciho je mensi nez nez 1-10719. Bohuzel stale

nemame zadnou vypovidajici hodnotu o tom, kolik méa vysledek platnych ¢islic.
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Ke zjisténi chyby vysledku se pouzije véta o univerzalnimu odhadu chyby.
Nejprve se odvodi minimélni derivace na daném intervalu. V tomto piikladé je
to pomérné snadné, nebot funkce je na celém intervalu klesajici, takze
m = f'(3) = 2 a pro odhad chyby plati

f(z) _ £(0,86033)

<1,11-107'C,
m 2

|z —¢| <

To odpovida 15 spravné zaokrouhlenym desetinnym misttim, nebot
|z — €] < 1,11-1071% < 0,5- 1071, (10.1)
Vysledek je ve tvaru x -> 0,860333589019379, kde vSechny cifry jsou platné.

Za pouhych 11 kroki se ziskal vysledek s 15 platnymi ciframi. Vyse uvedeny piiklad
je tedy velmi vhodny pro feSeni metodou regula falsi. Nejvétsim problémem ovSem
zustava urc¢eni odhadu chyby. Zde to bylo pomérné snadné, ale obecné to vzdy nemusi
byt ihned zifejmé. Aby bylo mozné porovnat rychlost konvergence metody bisekce a me-
tody regula falsi, bude pouzito stejné zadani jako v prvnim piikladu v predchéazejici
kapitole. Diky Sesté mocniné to neni funkce, ktera by méla pribéh blizky linearnimu,

proto zfejmé nebude metoda regula falsi ptilis vhodné.

Priklad 10.2

Metodou regula Falsi naleznéte kofen rovnice x®

— 2 — 1 = 0 na intervalu

I = [1,2] s pfesnosti na 15 desetinnych mist.

Zadénim prikazu
NMRegFalsi[x"6-x-1=0, {x, 1, 2}, RelativeError -> 107{-10},
ShowProgres -> True]

se ziska nasledujici tabulka
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Tab. 10.2 Postup vypoétu kotene rovnice 2® — 2 —1 =10

metodou regula falsi

it | a b s f(s)

0 1,000000000000000 | 2,000000000000000 | 1,016129032258065 | —0,9153677138206430

1 1,016129032258065 | 2,000000000000000 | 1,030674754131172 | —0,8319214145135880

2 1,030674754131172 | 2,000000000000000 | 1,043716600659940 | —0,7510231552637691

3 1,043716600659940 | 2,000000000000000 | 1,055347031043141 | —0,6737806512483779

4 1,055347031043141 | 2,000000000000000 | 1,065667281981327 | —0,6010309811208594

97 | 1,134724099633521 | 2,000000000000000 | 1,134724105290876 | —3.406299825392923 - 10— 7
98 | 1,134724105290876 | 2,000000000000000 | 1,134724110122661 | —2,909223751115230 - 10"
99 | 1,134724110122661 | 2,000000000000000 | 1,134724114249352 | —2,484685213714889 - 10~"

Vypocet byl zastaven po 100 iteracich. Porovnanim obou metod se zjisti, ze
pouze 7 desetinnych mist je spravné, a to bylo k vypoctu pouzito témér dvoj-
nasobné mnozstvi kroki oproti metodé ptleni intervali. Samoziejmé pokraco-
vanim ve vypoctu by se dospélo ke stejnému vysledku, nicméné tento priklad

demonstroval nevhodnost pouziti metody regula falsi na nékteré typy funkei.

U obou piikladi se typicky jeden z krajnich bodi zvoleného intervalu diive nebo

pozdéji neméni. V poslednim piikladé se jiz od zac¢atku vypocet krajnitho bodu b viibec

nezménil. Tuto situaci nejlépe znézornuje obrazek 5.2.

Jak uz bylo fe¢eno, rychlost konvergence této metody silné zavisi na prubéhu funkce

f- Nejlepsi vysledky lze dosdhnout pii aplikaci na feSeni priblizné linearnich funkci na

tomto intervalu.
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11 METODA PROSTE ITERACE

11.1 Implementace algoritmu

Samotné jadro algoritmu je velmi jednoduché. Jedna se o vypocet vztahu (6.2). Jak
uz bylo zminéno, na zac¢atku je ovSsem nutné uvést jednak pocatecni odhad xq a také
itera¢ni funkci ¢g. I kdyz by zfejmé bylo mozné urcitymi postupy tyto dvé informace
vyvodit ze zadani prikladu, prenecha se pro jednoduchost tato volba uzivateli. Uzivatel
bude vyzvan rovnéz k zadani relativni odchylky mezi dvéma iteracemi, ktera bude
slouzit jako podminka k zastaveni vypoétu (viz vztah (9.3)) podobné jako tomu bylo u
metody regula falsi. Rovnéz bude umoznéno kontrolovat vypocet zadanim maximéalniho

poctu iteraci. Cast algoritmu by mohla vypadat napiiklad takto:

While [True,
(* vypocet aktualniho reseni z predchazejiciho *)
xAct = iterFnc /. x -> xPrev;
fxAct = fg /. x -> xAct;

(* vypis mezivysledku x)

If [progress, Print[{it, xAct, fxActl}]l];

(* overeni relativni chyby x*)
If [Abs [(xAct-xPrev)/xPrev] <= minReqErr, Return[{x -> N[xAct,
precl}]];

(* zastaveni vypoctu po prekroceni maximalniho poctu iteraci x*)
If [++it == maxIt,
Message [NMIter::maxIt, it];
Throw [$Failed]
1
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11.2 Priklady

Priklad 11.1

Metodou prosté iterace vypodcitejte kofen rovnice & — e */> = ( na intervalu
I = [3,1]. Pocatecni odhad volte 2y = 1. Vypocet ukonéete, jakmile je relativni

chyba vysledku viic¢i predchozi hodnoté rovna 0,00001.

Nejprve se urdi itera¢ni funkce g. Jedna z nich je napiiklad (vznikla osamostat-

nénim x na levé strané rovnice)

(o) ="
protoze plati
1
/ . —z/5
3
"[ =) =-0,172
/(2) = 0m
g (1) = -0, 164.
A také .
" — . az/5

tedy funkce na intervalu I monotoénné klesé a plati, ze |¢'(z)| < 1,Vx € I a takto
zvolena itera¢ni funkce konverguje pro libovolné xy € I. Zvolime napf. jednu
z krajnich hodnot a zadanim piikazu

NMIter [x-Exp[(-x/5)], {x, 3/4, 1}, Exp[(-x/5),

RelativeError -> 107{-10}, ShowProgres -> True]l]

se ziska nasledujici tabulka.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 59

Tab. 11.1 Postup vypoétu kofene rovnice 2 — e™%/5 = 0

metodou prosté iterace

it | x f(x)

0 1,000000000000000 | 0,18126924692201818

1 0,818730753077981 | —0,03022674879057074

2 0,848957501868552 | 0,00511676313398226

5 0,844583430036431 | 4,16431073070724418 - 10—6

6 0,844579265725700 | —7,03418392764111563 - 10~

7 0,844579969144093 | 1,18818608533300575 - 10~

Predbéznym vysledkem, zatim bez znalosti chyby, je tedy
x -> 0,844579969144093.

Pro lepsi predstavu je uveden obrazek znézornujici poc¢atec¢ni priubéh vypoctu.

y

S N

X

Xo X2 83 X1
Obr. 11.1 Grafické znazornéni vypoétu z — e~*/% = 0 metodou

prosté iterace

Barevné oznaceni kiivek je shodné s grafy v c¢asti 6. Nyni je nutné uvést,

kolik desetinnych mist je ve vysledku spravné. S vyuzitim vztahu (6.7) se ziska

0,172

1-0172"" < 10T,
0 17 |1 0 1812692469220] < 1,46121 - 10

lz7 — ¢ <
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To odpovida 6 spravné zaokrouhlenym desetinnym mistiim, nebot
lz7 — €] < 1,46121-1077 < 0,5-107°.

Vysledek je ve tvaru x -> 0,844579, kde vSechny cifry jsou platné.

Priklad 11.2

Metodou prosté iterace vypocitejte koren rovnice z — 1 — %e_“’ = (0 na intervalu
I = [1,2]. Po¢ateéni odhad volte xy = 1. Vypocet ukoncete, jakmile je relativni

chyba vysledku viéi predchozi hodnoté rovna 0,00001.

Obdobné jako v predchozim pfikladu se zvoli vhodna itera¢ni funkce, jednou
z nich je naptiklad

1
glx) =1+ §e_z.

Posloupnost urcené touto funkci konverguje pro libovolné x € I, protoze plati

1
g(e) = =3¢,
1
Jg(1) = —ée_l = —0, 18394,
1
J(2) = —ée*2 = —0, 67668,
g (z) = ze™".

Funkce g na celém intervalu I monotoénné klesa, pricemz plati |g(z)| < 1,Vz € 1.
Po zadani prikazu

NMIter([x-1-(1/2)e"(-x), {x, 1}, 1 + (1/2) Exp[-x]

RelativeError -> 10°{-10}, ShowProgres -> True]]

se ziskéd nasledujici tabulka.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Tab. 11.2 Postup vypoc¢tu kotfene rovnice x — 1 — %e*z =0

metodou prosté iterace

it | x f(x)
0 1,000000000000000 | 0,030904456686543513
1 1,153035263899177 | —0,004803311255371589

2 1,157838575154549 | 0,000756329906438590

5 1,157182413799824 | —2,93657023031634878 - 106
6 1,157185350370054 | 4,61585142774723067 - 10~ 7

7 1,157184888784912 | —7,25542259605305162 - 10~ 7

Predbéznym vysledkem, zatim bez znalosti chyby, je tedy
x -> 1,157184888784912. Nyni je nutné uvést, kolik desetinnych mist je ve

vysledku spravné. S vyuzitim vztahu (6.7) se ziska
0,67668

1—0,67668

< 9,66057 - 107"

|z — &| < I1,157184888784912 — 1, 157185350370054]

To odpovida 6 spravné zaokrouhlenym desetinnym mistim, nebot
lz7 — €] <9,66057-1077 < 0,5-1075.

Vysledek je ve tvaru x -> 1,157184, kde vSechny cifry jsou platné.
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12 NEWTONOVA METODA

12.1 Implementace algoritmu

Vzhledem k tomu, ze Newtonova metoda je specialnim pripadem metody prosté iterace
uvedené v kapitole 6, neni potieba dodatecné vytvaret novy algoritmus. PouZije se tedy
stavajici s tim, Ze vstupem pro itera¢ni funkci bude vztah (7.2). Tedy definice funkce
pro vypocet korenti pomoci Newtonovy metody bude v sobé pouze zapouzdiovat volani

funkce pro vypocet metodou prosté iterace.

NMNewton [f_, {x_, x0_}, options__] :=
NMIter[f,{x, x0}, x-f/D[f, x] ,options]

pocet je nutnost znalosti derivace funkce f v kazdém kroku vypoctu. Derivace je defi-
novana jako

(12.1)

Pro pocita¢ je tento vypocet ¢asové naroény (rovnéz k nému pouzivd numerické me-
tody), a proto je nékdy vhodné prevést derivaci do nésledujici podoby
[z + Ax) — f(z)

fl(z) ~ = (12.2)

pro vhodné malé Az. Pro jednu iteraci se tak funkce vycisluje dvakrat, coz byva ve
vétsiné pripadu rychlejsi nez vypocet derivace.

Na druhou stranu Mathematica umoznuje symbolické derivovani, které je oproti
numerickému vypoctu rychlejsi. Pro tento pripad neni nutné brat vypocet derivace jako
velky problém. K zastaveni vypoctu se pouzivaji iplné stejné podminky jako u metody
prosté iterace (maximalni pocet iteraci a nejvétsi relativni chyba mezi dvéma po sobé

jdoucimi vysledky).
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12.2 Priklady

Priklad 12.1

Newtonovou metodou naleznéte kofen rovnice x°

— 2 —1 = 0 na intervalu [1, 2].

Newtonovou metodou dostavame

6
x; —x;— 1
7 (2
Tip1 = T — — 12.3
' ’ 625 — 1 (12.3)
Za pocatecni odhad se napriklad zvoli g = 1, 5. Po zadani ptikazu
NMNewton[x"6-x-1 {x, 1.5}, ShowProgress -> True]
se ziska nasledujici tabulka.
Tab. 12.1 Postup vypoétu kofene rovnice 25 — 2 — 1 =0
Newtonovou metodou
it | x f(x)
0 | 1,500000000000000 | 8,890630000000000
1 | 1,300490883590462 | 2,537264143440597
2 | 1,139455590275526 | 0,049235251006873
3 | 1,134777625237109 | 0,000550323858393
4 | 1,134724145316217 | 7,113585207090821 - 10~8
5 | 1,134724138401519 | 1,189046717127037 - 1015
Predbéznym vysledkem, zatim bez znalosti chyby, je tedy
x -> 1,134724138401519.
K jejimu odhadu se vyuzije vztah (7.4). Pro prvni derivaci plati
f'(x) = 62° — 1,
ta je na intervalu [1,2] monoténné rostouci a m se vypocte jako
m = min |62° — 1| = 5. (12.4)

(1,2]

Pro druhou derivaci plati

(@) = 302",
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ta je na intervalu [1, 2] rovnéz monoténné rostouci a M se vypocte jako
M = max |30x*| = 480.

(1,2]

Potom pro odhad chyby dostavame
|zi1 — & < 1—0]1, 134724145316217 — 1,134724138401519|° = 2,29503 - 10~ °,
coz odpovida 14 platnym desetinnym misttim, protoze
EETR SN
2,29503 - 107° < 510 .

Vysledek je ve tvaru x -> 1,13472413840151, kde vSechna ¢isla jsou platna.

Priklad 12.2

Newtonovou metodou vypoctéte v/5. Vypocet ukoncete, jakmile je relativni

chyba dvou poslednich iteraci mensi nez 0,00001.

Priklad uz byl vyfeseny metodou bisekce. Jedna se o hledani kotene rovnice
z° —5 = 0. (12.5)

Jako pocatecni odhad se zvoli napiiklad xq = 1,5. Po zadéani pfikazu
NMNewton[x"5-5, {x, 1.5}, ShowProgress -> True]

se ziska nasledujici tabulka.

Tab. 12.2 Postup vypocétu kofene rovnice 2° — 5 = 0

Newtonovou metodou

it | x f(x)

0 1, 500000000000000 | 2,593750000000000

[y

1,379245351827272 | —0,008769285828370

1,379758353642661 | 0,0005199093635911
1,379727986876797 | —0,000030342544610
1,379729759283435 | 1,7724891474003948 - 10—

ot W N

1,379729655747146 | —1,0353600664603852 - 10~7
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Ptredbéznym vysledkem, zatim bez znalosti chyby, je tedy
x -> 1,379729655747146.
Stejné jako v minulém piikladé se odvodi velikost chyby na zakladé vztahu (7.4).

Pro m a M plati

m = min |5z?| = 5,
1.2

M = r[rllaﬁ( 1202°| = 160.

Potom absolutni odchylka je

160 2 -6
|z — & < ?|1, 379729759283435 — 1,379729655747146|° = 3,31316 - 107°,
coz odpovida 5 platnym desetinnym misttim, protoze

3,31316-107° < ~107°.

N —

Vysledek je ve tvaru x -> 1,37972, kde vSechna ¢isla jsou platné.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 66

13 METODA SECEN

13.1 Implementace algoritmu

Uz v predchozi kapitole bylo uvedeno, ze jednotlivé metody mohou mit velice podobny
postup vypoctu. Metoda seCen je velmi podobné metodé regula falsi, az na to, Ze se
nebudou zjistovat znaménka v krajnich bodech intervalu a do dalsiho kroku se tak vzdy

pouziji dvé predchazejici hodnoty bez ohledu na znaménka jejich funkénich hodnot.

While [True,
(* vypocet vysledku na zaklade predchozich hodnot *)

fxPrev = fg /. x -> xPrev;

fxPrevPrev = fg /. x -> xPrevPrev;

tmp = xPrev;

xPrev = xPrev - fxPrev#*(xPrev - xPrevPrev) / (fxPrev -

fxPrevPrev) ;

xPrevPrev = tmp;

(* vypis mezivysledku x*)

If [progress, Print[{it, xPrev, fxPrev}]];

(¥ overeni relativni chyby *)

If [Abs [fxPrev] <= minReqErr, Return[{x -> N[xPrev, precl}]];

(* zastaveni vypoctu po prekroceni maximalniho poctu iteraci x*)
If [++it == maxIt,
Message [NMSec::maxIt, it];
Throw[$Failed]
1;
1;

Vstupem jsou dva pocatecni odhady a v cyklu se provadi vypocet nového odhadu
vzdy na zakladé dvou predchozich. Vypocet konci, jakmile je dosazeno pozadované
presnosti, pficem? jako rozhodujici kritérium se pouzije vztah (9.3). Uzivatel bude vy-
zvan k zadani dvou odhadii feSeni a pravé pozadované presnosti. Vypocet rovnéz konci,
kdyz je dosazeno maximélniho poctu kroki, ktery lze rovnéz specifikovat vstupnim pa-

rametrem.
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13.2 Priklady

Pro srovnani se pouzije nasledujici priklad, ktery byl uz nékolikrat vytfesen v predcha-

zejicich metodach.

Priklad 13.1

Metodou se¢en naleznéte kofen rovnice x°

—z—1 = 0 naintervalu [1, 2]. Vypocet
ukoncete, jakmile je relativni chyba dvou po sobé jdoucich vysledkii mensi nez
0,000001.

Po zadani prikazu
NMSec[x"6-x-1, {x, 1, 2}, RelativeError -> 0.000001,
ShowProgress -> Truel

se ziskéd nasledujici tabulka.

Tab. 13.1 Postup vypodctu korene rovnice 2% — 2 — 1 =0

metodou seden

it | x f(x)

0 1,016129032258065 | —1,000000000000000

[y

1,190577768676637 | —0,915367713820643

1,117655830941552 | 0,6574656967175045

1,132531550216133 | —0,1684911678388040

1,134816808004853 | —0,02243728618794979

1,134723645948705 | 0,000953564064100893
1,134724138291216 | —5,066165711602604 - 10~

N O (ot e (W N

1,134724138401520 | —1,134761595673584 - 10~°

Predbéznym vysledkem, zatim bez znalosti chyby, je tedy
x -> 1,134724138401520. S vyuzitim véty o univerzalnim odhadu chyby plati

|f(z7)]  1,13476-107°

&<
‘5U7 f‘_ m 5

=5,674-1071°,

coz odpovida 9 spravné zaokrouhlenym desetinnym mistim. Vysledek je ve

tvaru x -> 1,134724138, kde vSechna ¢isla jsou platna.
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Priklad 13.2

Metodou sefen vypoctéte v/5. Vypocet ukoncete, jakmile je relativni chyba
dvou poslednich vysledki mensi nez 0, 00001.

Po zadani prikazu
NMSec[x"5-5, {x, 1, 2}, ShowProgress -> True,
RelativeError -> 0.000001]

se ziska nasledujici tabulka

Tab. 13.2 Postup vypoctu koiene rovnice 2° — 5 = 0 metodou

secen

it | x f(x)
0 1,129032258064516 | —4,000000000000000
1,618445012799713 | —3,165440707620006

[y

1,296158100255089 | 6,104263105753632

1,354228333650487 | —1,341610924788847
1,383078752471551 | —0,4453031136798379

1,379603865034384 | 0,06097914451711710
1,379729052181782 | —0,002278951694927873

1,379729661572327 | —0,00001103982380838389
1,379729661461215 | 2,013291289600973 - 10—9

[l BN B ()R (G4 S P [PV L

Predbéznym vysledkem, zatim bez znalosti chyby, je tedy
x -> 1,379729661461215. S vyuzitim véty o univerzalnim odhadu chyby plati

|f(zs)]  2,01329- 1077
m 4

|lzg — | < = 5,0332 1071,

coz odpovida minimalné 9 spravné zaokrouhlenym desetinnym misttim. Vysle-

dek je ve tvaru x -> 1,379729661, kde vSechny ¢islice jsou platné.
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14 POUZITI SOFTWARU MATHEMATICA

V této praci byly pii vypoctech piikladt pouzity vlastni funkce v programu Mathe-
matica. Nize je uveden podrobnéjsi ndvod na jejich pouziti, véetné uvedeni vSech do-
stupnych volitelnych parametria ovlivijicich vypocet. Nejprve je nutné toto dodatecéné
rozsifeni pripojit k programu tak, aby byly vSechny funkce viditelné a bylo mozné je

pouzivat. Postup pripojeni tzv. balicku je néasledujici:

1. Spusténi programu Mathematica a otevieni nového ,,notebooku*
File->New->Notebook(.nb).

2. Zadani prikazu Needs ["NonLinNumMethods‘", <CESTA K SOUBORU>] se specifi-
kaci cesty k souboru nonlinnummethods.m pomoci druhého parametru. Uvedeny
soubor je prilozen k této praci. Rovnéz ve stejné slozce musi byt pfitomny soubory

jednotlivych numerickych metod.

Nyni lze pouzivat v Mathematice néasledujici funkce:

NMBisection[<ROVNICE>, {<PROMENNA>, <LEVY BOD>, <PRAVY BOD INTERVALU>}, <VOLBY>]
NMRegFalsi[<ROVNICE>, {<PROMENNA>, <LEVY BOD>, <PRAVY BOD INTERVALU>}, <VOLBY>]
NMIter [<KROVNICE>, {<PROMENNA>, <POCATECNI ODHAD>}, <ITERACNI FCE>, <VOLBY>]
NMNewton [<ROVNICE>, {<PROMENNA>, <POC. ODHAD>}, <VOLBY>]

NMSec [<ROVNICE>, {<PROMENNA>, <POC. ODHAD 1>, <POC. ODHAD 2>}, <VOLBY>]

Prikazy vyuzivaji nasledujici numerické metody (ve stejném poradi): metoda bisekee,
regula falsi, metoda prosté iterace, Newtonova metoda a metoda secen.

Funkce hledaji kofen rovnice uré¢eny parametrem ROVNICE. Ten muze byt zadan
ve tvaru £ == g nebo ve tvaru £ (potom se automaticky predpoklada £ == 0), kde
f a g znac¢i matematické funkce s jednou nezavisle proménnou, jejiz nazev se musi
u viech prikazi specifikovat parametrem PROMENNA (napiiklad x). Za nim nésleduje
urc¢eni intervalu, na kterém se nachazi jeden kofen. Interval se specifikuje na misté
parametri LEVY BOD a PRAVY BOD oddélenych ¢arkou. Uréeni pocatetniho odhadu(i)
se provadi na misté POC. ODHAD <1,2>. Tato vymezen{ intervalu i odhadu(t) musf byt
realné ¢isla. Parametr specifikovany na misté ITERACNI FCE urcuje itera¢ni funkei pro

metodu prosté iterace.

Vsechny piikazy obsahuji ¢ast urcujici nastaveni vypoctu (parametr VOLBY). Seznam

voleb je nésledujici:
e WorkingPrecision -> <CISLO>
e AccuracyGoal -> <CISLO> (pouze pro NMBisection)

e RelativeError -> <CISLO> (kromé NMBisection)
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e MaxIterations -> <CISLO>

e ShowProgress -> <TRUE, FALSE>

Vs8echny volby jsou nepovinné a v pripadé jejich absence v zadani piikazu se pouziji

nasledujici vychozi hodnoty:
e WorkingPrecision -> MachinePrecision
e AccuracyGoal -> MachinePrecision - 5
e RelativeError -> 0.00001
e MaxIterations -> 20

e ShowProgress -> false
Vyznam jednotlivych parametra je néasledujici:

e WorkingPrecision urcuje, jaka pfesnost (pocet cifer) bude pouzita v pribéhu

celého vypoctu.

e AccuracyGoal urcuje, kolik platnych desetinnych cifer bude obsazeno ve vy-

sledku.

e RelativeError urcuje kritérium pro zastaveni vypoctu v pripadé, ze maximéalni
relativni chyba mezi dvéma po sobé jdoucimi vysledky je mensi nez definované
hodnota.

e MaxIterations urcuje kritérium pro zastaveni vypoctu v pripadé, ze pocet iteraci

prekro¢i definovanou hodnotu.

e ShowProgress umoznuje zobrazit mezivysledky v pribéhu celého vypoctu.
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ZAVER

V této bakalaiské praci bylo popséno celkem 5 numerickych metod (metoda bisekee,
metoda regula falsi, metoda prosté iterace, Newtonova metoda a metoda se¢en) ur-
¢enych pro TeSeni nelinedrnich rovnic. Ke kazdé z uvedenych metod byla vytvorena

v softwaru Wolfram Mathemaica funkce, kterd umoznuje tyto rovnice fesit.

Podnét k implementaci tohoto dodateéného rozsiteni byl predevsim demonstracni
a vyukovy, nebot je mozné u vSech funkci zobrazit pribéh vypoctu. Program Mathe-
matica ma samoziejmé vlastni a jednoduse dostupné nastroje k feseni téchto problémai,
ale nelze v nich zobrazit postup vypoctu, pocet itera¢nich kroku a ani nelze jednoduse
fici, ktera metoda byla pouzita pii feSeni zadané rovnice, nebot nejsou volné k dispozici
zdrojové kédy jednotlivych funkei.

Nové vytvorené nastroje si nekladou za cil rychlejsi a pfesnéjsi provadéni vypocti
oproti pivodnim funkcim vytvorenych tvirci softwaru Mathematica, ale maji slouzit
k porovnéavani prubéhu a rychlosti vypoc¢tu jednotlivych metod, a tim usnadnit jejich
pochopeni, priblizit nékteré nedostatky nebo naopak prednosti jedné metody oproti
druhé.

Ovsem zdéanlivé jednoznacné zavéry, které mohou plynout z porovnani vsech metod
na jediném vybraném piikladé, je potieba brat s jistou rezervou. Mize se stat, ze jedna
z metod bude pro tento druh piikladu zcela nevhodné a vypocet bude trvat delsi cas
nez u ostatnich metod. Nelze v8ak ihned prohlésit, Ze tato metoda je nejhorsi a jeji
konvergence je pomald, protoze na jinych typech piikladi mtuzou byt vysledky zcela
opacné. Pro ziskani smysluplného porovnani, je potieba vyzkouset vice druht piikladi

a teprve poté usoudit, kterou metodu bude vhodné dale pouzivat pii vypoctech.
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PRILOHA P I. ROZSIRUJICi PROGRAMOVY BALICEK

Na pfilozeném CD je k dispozici programovy balicek pro software Wolfram Mathema-
tica. Obsahuje rozsitujici funkce pro vypocet nelinearnich rovnic pomoci numerickych

metod uvedenych v této praci.



