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ABSTRAKT

Táto práca má slúºit ako úvod do zlomkového kalkulu. V prvej kapitole opisujeme

funkcie vyuºívané v tejto práci. Druhá kapitola má za úlohu oboznámi´ £itate©a so

základnými de�níciami zlomkového kalkulu. V tretej kapitole predstavujeme ich zá-

kladné vlastnosti, ktoré sú naj£astej²ie vyuºívané pri operácii so zlomkovými derivá-

ciami a integráciami. V ²tvrtej kapitole popisujeme základ metódy zlomkovej Lapla-

ceovej transformácie s názornými príkladmi. Príklady vyuºitia zlomkového kalkulu v

praxi sú obsiahnuté v piatej kapitole. �iesta kapitola obsahuje geometrickú interpre-

táciu zlomkového kalkulu podla I. Podlubného. Tam, kde to bolo vhodné, sú pridané

grafy relevantných funkcií.

K©ú£ové slová: Zlomkový kalkul, Grünwald-Letnikova zlomková derivácia, Riemann-

Liouvillova zlomková derivácia, Caputova zlomková derivácia, Laplaceova transformá-

cia, Geometrická interpretácia zlomkového kalkulu

ABSTRACT

This thesis is to be used as introduction to fractional calculus. In the �rst chapter we

describe functions used in this thesis. The purpose of the second chapter is to familiarize

the reader with basic de�nitions of fractional calculus. In the third chapter we present

their basic properties that are most commonly used in operations with fractional deri-

vatives and integrals. In the fourth chapter we describe the basis of fractional Laplace

transform method with illustrative examples. Examples of applications of fractional

calculus are placed in the �fth chapter. The the sixth chapter contains geometric inter-

pretation of fractional calculus according to I. Podlubny. Charts of relevant functions

are added, where appropriate.

Keywords: Fractional calculus, Grünwald-Letnikov fractional derivation,

Riemann-Liouville fractional derivation, Caputo fractional derivation,

Laplace transform, Geometric interpretation of fractional calculus
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ÚVOD

Zlomkový kalkulus sa ako oblas´ matematiky zaoberá necelo£íselnými deriváciami

a itnegrálmi. Prvé zmienky o zlomkovom kalkule sa objavili v roku 1695 v kore²pon-

dencii medzi nemeckým matematikom a �lozofom G. W. Leibnizom a francúzskym

matematikom G. de l'Hospitalom. Leibniz ozna£il n-tú deriváciiu fukncie f ako

dn

dxn
f(x), n ∈ Z+ .

De l'Hospital sa zamý²©al nad tým, £o by tento výraz znamenal pre necelo£íselný rád

derivácie n = 1/2. Leibniz mu odpovedal: "Z toho vyplíva, ºe d1/2x sa rovná x(dx/x)1/2.

Jedná sa o zdanlivý paradox, z ktorého budú jedného d¬a vyvodené uºito£né dôsledky."

V roku 1819 sa objavila zmienka o zlomkovom kalkule v publikácii S. F. Laroixa [5],

ktorý tejto tematike venoval dve strany. V nej odvodil vzorec pre derivácie necelo£ísel-

ného rádu funkcie xm. Pre n = 1
2
získal

d
1
2

dx
1
2

x =
2
√
x√
π
.

Za pov²imnutie stojí, ºe výsledok získaný Lacroixom sa zhoduje s výsledkom získaným

Riemann-Liouvillovou de�níciou zlomkovej derivácie [2, 14].

Ako prvý uviedol zlomkový kalkulus do praxe norský matematik N. H. Abel v roku

1823 pri rie²ení integrálnej rovnice popisujúcej problém tautochrony (krivky, po ktorej

sa pohybuje hmotná £astica tak, aby do ur£itého pevného bodu dorazila za rovnaký

£as nezávisle na jej po£iato£nej polohe) [7]. Ak je £as sklzu po krivke známa kon²tanta,

potom je Abelova integrálna rovnica v tvare

k =

∫ x

0

(x− t)−1/2f(t)dt .

Abel zapísal pravú stranu rovnice ako
√
π[d−1/2/dx−1/2]f(x). Potom obe strany rovnice

spracoval s d1/2/dx1/2 a získal
d1/2

dx1/2
k =
√
πf(x) ,

pretoºe tieto zlomkové operácie (s vhodnými podmienkami pre f) majú vlastnos´

D1/2D−1/2f = D0f = f . Takºe ke¤ sa vypo£íta zlomková derivácia rádu 1
2
kon²tanty

k, môºeme ur£i´ funkciu f(x). Je dôleºité podotknú´, ºe zlomková derivácia kon²tanty

nie je vºdy rovná nule.

Matematici ozna£ili Abelove rie²enie ako "elegantné". Moºno to bolo Abelove rie-

²enie, ktoré prilákalo pozornos´ Liouvilla, ktorý spracoval prvú ve©kú ²túdiu zlomko-
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vého kalkulu. Liouville navrhol de�níciu na základe vzorca pre deriváciu exponenciálnej

funkcie, ozna£ovanú ako prvá Liouvillova de�nícia. Druhá Liouvillova de�nícia je pre-

zentovná vo forme integrálu. Po Liouvillovi to bol Riemann, ktorý spracoval ¤al²iu

dôleºitú prácu o zlomkovom kalkule. Grünwald a Letnikov nezávisle na sebe vyvinuli

prístup k necelo£íselným deriváciam pomocou rady, narozdiel od Riemann-Liouvillovho

prístupu, ktorý vyuºíva integrál.

Po roku 1900 zaºíva zlomkový kalkul rapídny rozvoj a v snahe formulova´ konkrétne

problémy, boli navrhnuté ¤a©²ie de�nície. Riesz uviedol formuláciu, ktorá je zaloºená na

Furierovej transformácii. Erdélyi-Kober pri²iel s odli²nou de�níciou integrácie necelo-

£íselného rádu, ktorá je uºito£ná pri aplikáciach zahr¬ujúcich integrálne a diferenciálne

rovnice. Caputo pri²iel s de�níciou podobnou Riemann-Liouvillovej, ktorá má vä£²ie

obmedzenia, ale je vhodnej²ia pre rie²enie problémov diferenciálnych rovníc zlomkového

rádu s po£iato£nými podmienkami. V tejto práci sa zameriame na základné de�nície

zlomkovej derivácie a integrácie, popí²eme si ich vlastnosti, rozdiely a súvislosti.
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1 Vybrané funkcie

1.1 Gamma funkcia

Gamma funkcia Γ(z), taktieº nazývaná Eulerov integrál druhého druhu, je jednou zo

základných funkcií zlomkového kalkulu. Je zov²eobecnením faktoriálu n! pre reálne

a komplexné hodnoty. Gamma funkcia je de�novaná vz´ahom [4]

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−t tz−1 dt .

Integrál konverguje len v pravej polovici komplexnej roviny R(z) > 0, no napriek

tomu je Gamma funkcia de�novaná pre ©ubovo©né reálne a komplexné £ísla okrem nuly

a celých záporných £ísiel {0, -1, -2,. . .}. Na nasledujúcom grafe je vykreslená Gamma

funkcia v rozsahu svojho argumentu.

Obr. 1.1 Priebeh Gamma funkcie Γ(z) v rozsahu z ∈ 〈−5, 4〉

Ako uº bolo spomenuté, Gamma funkcia je úzko spojená s faktoriálom. Jednou zo

základných vlastností Gamma funkcie je

Γ(z + 1) = zΓ(z),

£o sa dá ©ahko dokáza´ integrovaním pomocou metódy per partes

Γ(z + 1) =
[
−e−tt−z

]∞
0
− z

∫ ∞
0

−e−ttz−1 dt = zΓ(z) .

Ak by sme rovnakú operáciu zopakovali pre Γ(z) dostaneme

Γ(z + 1) = z(z − 1)Γ(z − 1)
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a opakovaným aplikovaním tohto postupu aº po Γ(1), kde Γ(1) = 1 získame

Γ(z + 1) = z(z − 1)(z − 2) . . . 1 = z! . (1.1)

Vo výpo£toch budeme vyuºíva´ aj kombina£né £ísla, ktoré sa dajú zapísa´ pomocou

Gamma funkcie nasledovne(
p

r

)
=

p!

(p− r)!r!
=

Γ(p+ 1)

Γ(p− r + 1)Γ(r + 1)
. (1.2)

Gamma funkciu môºeme vyjadri´ aj v limitnom tvare, pomocou ktorého dokáºeme

de�nova´ jej prevrátenú hodnotu

Γ(z) = lim
n→∞

n! nz

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n)
,

1

Γ(z)
= lim

n→∞

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n)

n! nz
.

Obr. 1.2 Priebeh inverznej Gamma funkcie v rozsahu z ∈ 〈−5, 4〉

1.2 Beta funkcia

Beta funkcia je dôleºitá pre výpo£et zlomkových derivácií mocninovej funkcie. Je de�-

novaná dvojparametrovým integrálom

B(z, ω) =

∫ 1

0

τ z−1(1− τ)ω−1dτ
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pre z, ω spl¬ujúce podmienky <(z) > 0 a <(ω) > 0. Ak pouºijeme Laplaceovu trans-

formáciu konvolúcie (4.4), dostaneme vz´ah medzi Beta a Gamma funkciou

B(z, ω) =
Γ(z)Γ(ω)

Γ(z + ω)
,

z £oho vyplíva

B(z, ω) = B(ω, z) .

1.3 Mittag-Le�erova funkcia

Exponenciálna funkcia hrá dôleºtú úlohu pri rie²ení oby£ajných diferenciálnych rovníc.

Pomocou sumy ju môºeme vyjadri´ ako

ez =
∞∑
k=0

zk

k!
. (1.3)

Zov²eobecnením (1.3) získame vz´ah pre Mittag-Le�erovu funkciu závislú na jednom

komplexnom parametre

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
,

s ktorým pri²iel Mittag-Le�er v roku 1903. Dvojparametrovú funkciu Mittag-Le�erovho

typu zaviedol Agarwal, ktorý v²ak ponechal rovnakú notáciu akú má jednoparametrová

Mittag-Le�erova funkcia [13]

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β ∈ R .

Správnou vo©bou parametrov α a β je moºné získa´ niektoré známe funkcie, ako

je vy²²ie uvedená exponenciálna funkcia, hyperbolický kosínus a sínus alebo chybová

funkcia

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k!
= ez ,

E2,1(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z) ,

E2,2(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(z)

z
,

E 1
2
,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(1
2
k + 1)

= ez
2

erf(−z) .
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Obr. 1.3 Jednoparametrová Mittag-Le�erova funkcia pre rôzne hodnoty α

Obr. 1.4 Dvojparametrová Mittag-Le�erova funkcia pre α = 1 a rôzne hodnoty β
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2 Základné de�nície zlomkového kalkulu

Hlavnými predmetmi záujmu klasického kalkulu sú derivácie a integrály funkcií - tieto

dve operácie sú v ur£itom zmysle navzájom inverzné. Ak za£neme s funkciou f(t) a jej

derivácie poloºíme v©avo a integrály vpravo, dostaneme obojsmerne nekone£nú radu

. . .
d2f(t)

dt2
,

df(t)

dt
, f(t),

∫ t

a

f(τ)dτ,

∫ t

a

∫ τ1

a

f(τ)dτdτ1, . . . .

Zlomkový kalkulus sa snaºí interpolova´ túto radu tak, aby zah¯¬ala klasické derivácie

a integrály a zobecnila ju pre ©ubovo©ný rád.

Existuje ve©a spôsobov, ako de�nova´ zlomkové integrály a derivácie. Za názvy vä£²i-

nou berú mená svojich autorov. Napríklad Grünwal-Letnikovova de�nícia sa toho snaºí

dosiahnu´ pomocou sumy a limity. Existujú aj elegantnej²ie prístupy, ako napríklad

Riemann-Liouvillova a Caputova de�nícia. V tejto £asti práce sa oboznámime s tý-

mito troma de�níciami a popí²eme si ich rozdiely a súvislosti. Podrobnej²ie informácie

môºeme nájs´ v [10, 12].

2.1 Grünwald-Letnikova zlomková integrácia a derivácia

V tejto £asti si popí²me prístup zobecnenia pojmov, ktoré sú vä£²inou v klasickom

kalkule prezentované oddelene: derivácie celo£íselného rádu a n-násobný integrál. Ako

bude niº²ie ukázané, tieto pojmy majú k sebe bliº²ie neº sa obvykle predpokladá.

Pod©a známej de�nície je derivácia prvého rádu funkcie f(t) de�novaná nasledovne

f ′(t) =
d

dt
f(t) = lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
. (2.1)

Ak aplikujeme de�níciu (2.1) dvakrát, získame druhú deriváciu funkcie f(t)

f ′′(t) =
d2

d2t
f(t) = lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
. (2.2)

S vyuºitím (2.1) a (2.2) dotaneme tretiu deriváciu

f ′′′(t) =
d3

d3t
f(t) = lim

h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3

a pomocou indukcie [10] môºeme vyjadri´ n-tú deriváciu ako

f (n)(t) =
dn

dnt
f(t) = lim

h→0

1

hn

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
f(t− rh) . (2.3)
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Zavedme nasledovný výraz ako zov²eobecnenie rovníc (2.2)-(2.3)

f
(p)
h (t) =

1

hp

n∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) (2.4)

kde p je ©ubovo©né celé £íslo (1.2). Pre p ≤ n platí

lim
h→0

f
(p)
h (t) = f (p)(t) =

dp

dtp
f(t) (2.5)

pretoºe z rovnice (2.5) vyplíva, ºe pre v²etky koe�cienty r > p je kombina£né £íslo

rovné 0.

Pomocou rovníc (2.4) a (2.5) môºeme vyjadri´ deriváciu pre ©ubovolné reálne p a

nahradením kombina£ného £ísla Gamma funkciou (1.2). �alej nahradíme hornú limitu

sumy výrazom t−a
h
, kde a a t je dolná a horná hranica integrálu, takºe horná limita sumy

pôjde k nekone£nu ak h → 0. Tým sa dopracujeme k de�nícii Grünwald-Letnikovej

zlomkovej derivácie

GLDα
af(t) = lim

h→0

1

hα

t−a
h∑
r=0

Γ(α + 1)

r!Γ(α− r + 1)
f(t− rh) . (2.6)

Teraz uváºme záporné hodnoty α. Kombina£né £íslo pre záporné hodnoty p môºeme

vyjadri´ ako (
−p
r

)
=
−p(−p− 1) . . . (−p− r + 1)

r!
,

£o môºeme zapísa´ ako(
−p
r

)
= (−1)r

p(p+ 1) . . . (p+ r − 1)

r!
= (−1)r

(p+ r − 1)!

(p− 1)!r!
. (2.7)

rovnica (2.7) sa dá zov²eobecni´ pre záporné reálne £ísla nasledovne(
−α
r

)
= (−1)r

Γ(α + r)

Γ(α)r!
(2.8)

S pouºitím (2.8) môºeme prepísa´ (2.6) pre záporné hodnoty α, £ím získame Grünwald-

Letnikovu de�níciu zlomkového integrálu

GLD−αa f(t) = GLIαaf(t) = lim
h→0

hα

t−a
h∑
r=0

Γ(α + r)

r!Γ(α)
f(t− rh) .
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Grünwald-Letnikova de�nícia pre zlomkové integrály a derivácie sa dá vyjadri´ aj v

integrálnom tvare. Zlomkový integrál má tvar

GLIαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ ,

a pre zlomkovú deriváciu platí

GLDα
a f(t) =

m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(k − α + 1)

+
1

Γ(m− α + 1)

∫ t

a

(t− τ)m−αf (m+1)(τ)dτ .

(2.9)

Rovnica (2.9) platí za predpokladu, ºe derivácie f (k)(t), (k = 1, 2, . . . ,m + 1) sú

spojité na intervale [a, t] a m je celé £íslo spl¬ujúce podmienku m ≤ α < m+ 1.

2.2 Riemann-Liouvilleova zlomková integrácia a derivácia

Riemann-Liouvillov prístup je zaloºený na Cauchyho rovnici pre n-násobný integrál

Ina f(t) =

∫ t

a

∫ τn−1

a

· · ·
∫ τ1

a

f(τ)dτdτ1 . . . dτn−1 =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ. (2.10)

Pre zov²eobecnenie Cauchyho rovnice (2.10) sta£í nahradi´ celo£íselný rád integrálu n

kladným reálnym £íslom α a faktoriál Gamma funkciou (1.1) [10]. Kvôli identi�kácii

Riemann-Liouvillovej derivácie a integrálu budeme poºíva´ ©avý horný index RL.

RLIαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ . (2.11)

Táto rovnica predstavuje integrál ©ubovo©ného rádu α > 0, ale nedovo©uje rád α = 0

£o formálne reprezentuje identitu. Preto roz²írime túto de�níciu zavedením

RLI0
af(t) = f(t) . (2.12)

De�nícia zlomkového integrálu je vcelku jednoduchá, narozdiel od zlomkovej deri-

vácie. Ke¤ºe neexistuje rovnica n-tej derivácie obdobná (2.10), musíme zov²eobecni´

derivácie pomocou zlomkového integrálu.

Nech a, b, α sú reálne kon²tanty, a < b, n = max(0, bαc + 1), kde b·c zna£í zao-
krúhlenie nadol, a funkcia f(t) je integrovate©ná na 〈a, b). Pre n > 0 uvaºujme, ºe

funkcia f(t) je n-krát derivova´e©ná na 〈a, b). Potom je Riemann-Liouvillova zlomková

derivácia de�novaná pre t ∈ 〈a, b) ako
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RLDα
af(t) =

dn

dtn

[
RLIn−αa f(t)

]
=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ) dτ,

RLD−αa = RLIαa .

Pre α = k, k ∈ N0 platí

RLDkf(t) =
1

Γ(1)

dk+1

dtk+1

∫ t

a

f(τ)dτ =
dk

dtk
f(t) .

Gra�cká reprezentácia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivácie pre α = 2.3 je zob-

razená na Obr. 2.1.

derivácia integrácia

f 4 f 3 f 2 f 1 f(t) f−1 f−2 f−3 f−4

(a)
n− α = 0.7

(b)
n = 3

α = 2.3

Obr. 2.1 Gra�cká reprezentácia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivácie

Vysvetlenie tohto postupu je vcelku jednoduché. Po tom ako sme ur£ili celé £íslo m,

je prvý krok operácia (a), teda integrál funkcie f(t) rádu n−α = 0.7 . Operácia (b) je

potom derivácia funkcie n-krát, £ím dostaneme deriváciu rádu α = 2.3.

Riemann-Liouvillova derivácia rádu α > 0 funkcie f(t) = tp pre p ≥ 0

RLDα
0 t
p =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t− τ)n−α−1τ pdτ

zavedieme τ = vt pre 0 ≤ v ≤ 1, dτ = tdv a dosadíme
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RLDα
0 t
p =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ 1

0

((1− v)t)n−α−1(vt)pdv

=
1

Γ(n− α)

∫ 1

0

(1− v)n−α−1vpdv
dn

dtn
tn+p−α

=
1

Γ(n− α)
B(p+ 1, n− α)

dn

dtn
tn+p−α

=
1

Γ(n− α)
B(p+ 1, n− α)

Γ(n+ p− α + 1)

Γ(p− α + 1)
tp−α

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
tp−α .

Táto rovnica nám dovoluje rýchlo získa´ zlomkovú deriváciu akéhoko©vek polynómu.

Mohli by sme o£akáva´, ºe zlomková derivácia kon²tanty je vºdy nula, no v tomto

prípade to neplatí. Ak pouºijeme túto rovnicu pre RLDα
0 t
p pre p = 0 , dostaneme

RLDα
0 1 = t−α

Γ(1−α)
, takºe RLDα

0k = kt−α

Γ(1−α)
bude nulová iba vtedy, ak k = 0.

Obr. 2.2 Riemann-Liouvillové zlomkové derivácie funkcie f(t) = t so zmenou rádu
derivácie ∆α = 0, 25

V nasledujúcich tabu©kách sú uvedené zlomkové derivácie vybraných funkcii.
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Tab. 2.1 Derivácie s dolnou hranicou −∞, t.j. RLDα
−∞f(t)

funkciaf(t) RLDα
−∞f(t), zlomková derivácia

eλt λαeλt

eλt+µ λαeλt+µ

sin(λt) λαsin
(
λt+ πα

2

)
cos(λt) λαcos

(
λt+ πα

2

)
eλtsin(µt)

rαeλtsin(µt+ αφ)

r =
√
λ2 + µ2, tan φ = µ

λ
, (λ, µ > 0)

eλtcos(µt)
rαeλtcos(µt+ αφ)

r =
√
λ2 + µ2, tan φ = µ

λ
, (λ, µ > 0)

Tab. 2.2 Derivácie s dolnou hranicou 0, t.j. RLDα
0 f(t) pre t > 0

funkcia f(t) RLDα
0 f(t), zlomková derivácia

k kt−α

Γ(1−α)

H(t) t−α

Γ(1−α)

H(t− c)
{

(t−c)α
Γ(1−α)

(t > c)

0, 0 ≤ t ≤ c

H(t− c)f(t)

{
RLDα

0f(t) (t > c)

0, 0 ≤ t ≤ c

(t− c)β, R(β) > −1 Γ(β+1)
Γ(β−α+1)

(t− c)β−α

δ(t) t−α−1

Γ(−α)

tp Γ(p+1)
Γ(p−α+1)

tp−α p > −1

eλt t−αE1,1−α(λt)

cosh(
√
λt) t−αE2,1−α(λt2)

sinh(
√
λt)√

λt
t1−αE2,2−α(λt2)

tβ−1Eµ,β(λtµ) tβ−α−1Eµ,β−α(λtµ)

2.3 Caputova zlomková integrácia a derivácia

Caputo zvolil podobný prístup ako Riemann-Liouville. Rovnica pre zlomkové integrály

je rovnaká ako (2.11). Caputove zlomkové integrály a derivácie budeme ozna£ova´

©avým horným indexom C.

CIαa f(t) = RLIαa f(t) .
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Rozdiel sa objavuje aº pri zlomkovej derivácii. Zlomkové derivácie sú opä´ de�no-

vané pomocou zlomkového integrálu (2.11) ale s tým rozdielom, ºe najskôr funkciu f(t)

zderivujeme a aº potom zintegrujeme.

Nech a, b, α sú reálne kon²tanty, kde a < b, n = max(0, bαc + 1). Funkcia f(t) je

integrovate©ná na 〈a, b) ak n = 0 a n-krát derivovate©ná na 〈a, b). Caputova zlomková

derivácia je potom de�novaná pre t ∈ 〈a, b) vz´ahom

CDα
af(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ,

CD−αa f(t) = CIαaf(t) .

(2.13)

Na obrázku Obr. 2.3 je uvedená gra�cká reprezentácia Caputovej zlomkovej derivá-

cie.

derivácia integrácia

f 4 f 3 f 2 f 1 f(t) f−1 f−2 f−3 f−4

(a)
n = 3

(b)
n− α = 0.7

α = 2.3

Obr. 2.3 Gra�cká reprezentácia Caputovej zlomkovej derivácie

Po ur£ení celého £ísla n, pre ktoré platí n− 1 ≤ α < n, za£neme s operáciou (a) t.j.

funkciu f(x) zderivujeme n-krát. Operácia (b) je potom inteigrál zderivovanej funkcie

n − α rádu. Tým sa dporacujeme k výslednej zlomkovej derivácii, v na²om prípade

α = 2.3.

Medzi Riemann-Liouvillovou a Caputovou zlomkovou deriváciou platí vz´ah

CDα
a f(t) =RL Dα

a f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(t− a)k−α , (2.14)

za predpokladu, ºe platí

f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, 2, . . . , n− 1), (2.15)
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potom sa Caputova a Riemann-Liouvillova zlomková derivácia rovnajú

CDα
a f(t) = RLDα

af(t) .

Caputova derivácia rádu α > 0 funkcie f(t) = tp pre p ≥ 0 má tieto vlastnosti

CDα
0 t
p =


Γ(p+1)

Γ(p−α+1)
tp−α, p > n− 1

0, p ≤ n− 1

takºe CDα
0 t
p a RLDα

0 t
p sa rovnajú, ak p > n − 1, ale v opa£nom prípade je Caputova

zlomková derivácia funkcie tp rovná nule. Toto je jeden z dôvodov, pre£o sú v niektorých

prípadoch Caputove zlomkové derivácie uprednost¬ované pred Riemann-Liouvillovými.

Obr. 2.4 Caputove zlomkové derivácie funkcie f(t) = t so zmenou rádu derivácie
∆α = 0, 25



UTB ve Zlín¥, Fakulta aplikované informatiky 22

3 Základné vlastnosti zlomkového kalkulu

3.1 Linearita

Podobne ako derivácie celo£íselného rádu sú zlomkové derivácie lineárnou operáciou,

takºe platí

Dp
a (λf(t) + µg(t)) = λDp

af(t) + µDp
ag(t) ,

kde λ, µ, α, a sú reálne kon²tanty a Dp
a zna£i akúko©vek variáciu zlomkovej derivácie

obsiahnutej v tejto práci. Dôkazy pre Riemann-Liouvilovu a Grünwald-Letnikovu zlom-

kovú deriváciu je moºné nájs´ v [10].

3.2 Skladanie Grünwald-Letnikových zlomkových operátorov

Pre skladanie Grünwald-Letnikovej zlomkovej derivácie GLDα
a a derivácie celo£íselného

rádu dn

dtn
platí

dn

dtn
(
GLDα

af(t)
)

=
m+n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−n+k

Γ(k − α− n+ 1)

+
1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f (m+n)(τ)dτ

= GLDα+n
a f(t).

(3.1)

Vezmime do úvahy operátory v opa£nom poradí

GLDα
a

(
dn

dtn
f(t)

)
=

m−1∑
k=0

f (n+k)(a)(t− a)−α+k

Γ(k − α + 1)

+
1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f (m+n)(τ)dτ .

(3.2)

Porovnaním rovníc (3.1) a (3.2) prídeme k záveru, ºe

dn

dtn
(
GLDα

af(t)
)

= GLDα
a

(
dn

dtn
f(t)

)
+

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−n+k

Γ(k − α− n+ 1)
(3.3)

Vz´ah (3.3) nám hovorí o tom, ºe GLDα
a a dn

dtn
sú komutatívne operácie iba vtedy,

ke¤ pre t = a zlomkovej derivácie máme

f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, 2, . . . , n− 1). (3.4)
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Teraz si rozoberieme zlomkovú deriváciu rádu α zlomkovej derivácie rádu β:

GLDα
a

(
GLDβ

af(t)
)

V prípade α < 0 a β < 0 platí

GLDα
a (GLDβ

af(t)) =
1

Γ(−β − α)

∫ t

a

(t− ξ)−β−α−1f(ξ)dξ

= GLDα+β
a f(t) .

(3.5)

A pre β < 0, 0 < n < α < n+ 1

GLDα
a (GLDβ

af(t)) =
dn+1

dtn+1

(
GLDβ+α−n−1

a f(t)
)

= GLDβ+α
a f(t) .

(3.6)

Z (3.5) a (3.6) vyplíva, ºe ak β < 0, potom pre akéko©vek reálne α platí

GLDα
a

(
GLDβ

af(t)
)

= GLDβ+α
a f(t) .

Teraz uvaºujme 0 ≤ m < β < m+ 1 a α < 0

GLDα
a

(
GLDβ

af(t)
)

=
f (m)(a)(t− a)−β−α+m

Γ(−β − α +m+ 1)

+
1

Γ(m− α− β + 1)

∫ t

a

f (m+1)(τ)dτ

(t− τ)β+α−m .

Ke¤ vezmeme do úvahy podmienku (3.4) dostaneme

GLDα
a

(
GLDβ

af(t)
)

= GLDβ+α
a f(t)

Kone£ne, pre 0 ≤ m < β < m+ 1 a 0 ≤ n < α < n+ 1 a za predpokladu, ºe funkcia

f(t) spl¬uje podmienky (3.4), získame

GLDα
a

(
GLDβ

af(t)
)

=
dn+1

dtn+1

(
GLDα−n−1

a

(
GLDβ

af(t)
))

= GLDβ+α
a f(t) .

Navy²e, ke¤ 0 ≤ m < β < m + 1 a 0 ≤ n < α < n + 1 a funkcia f(t) spl¬uje

podmienky

f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, . . . , r − 1),

kde r = max(m,n) potom operátory zlomkovej derivácie GLDα
a a GLDβ

a sú komuta-
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tívne

GLDα
a

(
GLDβ

af(t)
)

= GLDβ
a

(
GLDα

af(t)
)

= GLDβ+α
a f(t) .

3.3 Skladanie Riemann-Liouvillových zlomkových operátorov

Pre skládanie operátorov Riemann-Liouvillového typu budeme potrebova´ pozna´ na-

sledujúce vlastnosti.

Ak aplikujeme zlomkovú deriváciu rádu α na zlomkový integrál funkcie f(t) rovna-

kého rádu z©ava, dostaneme pôvodnú funkciu f(t)

RLDα
a (RLIαa f(t)) = f(t), α > 0. (3.7)

Pre opa£né poradie týchto operátorov v²ak vz´ah (3.7) neplatí.

Skladanie n-tej celo£íselnej a zlomkovej derivácie rádu α, kde α ∈ R a n ∈ N0,

môºeme zapísa´ ako

dn

dtn
RLDα

af(t) = RLDα+n
a f(t) .

Teraz si uve¤me vz´ahy pre skladanie zlomkových operátorov Riemann-Liouvillovho

typu. Pre skladanie dvoch zlomkových integrálov platí

RLIαa (RLIβaf(t)) = RLIβa(RLIαaf(t)) = RLIα+β
a f(t), a ∈ R, α, β > 0 ,

z £oho vyplíva, ºe zlomkové integrály sú komutatívne.

Ak nahradíme zlomkové integrácie zlomkovými deriváciami rádu α a β, kde n− 1 <

β ≤ n dostaneme

RLDα
a (RLDβ

af(t)) = RLDα+β
a f(t)−

n∑
k=1

RLDβ−k
a f(t)

∣∣
t=a

(t− a)−α−k

Γ(−α− k + 1)
.

Aplikáciu zlomkovej derivácie rádu α na zlomkový integrál rádu β môºeme popísa´

ako

RLDα
a (RLIβaf(t)) = RLDα−β

a f(t), α, β > 0 .

Zámenou poradia zlomkovej derivácie a intefrácie rádov α a β, kde m− 1 < α ≤ m,

dostaneme
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RLIβa(RLDα
af(t)) = RLD−β+α

a f(t)−
m∑
k=1

RLDα−k
a f(t)

∣∣∣∣
t=a

(t− a)β−k

Γ(β − k + 1)
.

Pomocou vz´ahu (2.14) môºeme poveda´, ºe ak funkcia f(t) spl¬uje podmienku

(2.15), potom v²etky vy²²ie uvedené vlastnosti platia aj pre Caputovu de�níciu zlom-

kovej derivácie.

3.4 Leibnizovo pravidlo pre zlomkové derivácie

Ubedené vz´ahy platia pre Grünwald-Letnikovu de�níciu. Leibnizovo pravidlo pre zlom-

kové derivácie a integrály znie nasledovne: Ak f(t) je spojitá funkcia na [a, t] a ϕ(t) má

(n+ 1)-tú deriváciu na [a, t], potom je zlomková derivácia sú£inu ϕ(t)f(t) daná ako

Dα
a (ϕ(t)f(t)) =

n∑
k=0

ϕ(k)(t)Dα−k
a f(t)−Rα

n(t) , (3.8)

kde n ≥ α + 1 a

Rα
n(t) =

1

n!Γ(−α)

∫ t

a

(t− τ)−α−1f(τ)dτ

∫ t

τ

ϕ(n+1)(ξ)(τ − ξ)ndξ .

Sumu v (3.8) môºeme bra´ ako £iasto£nú sumu nekone£nej rady a Rα
n(t) ako zvy²ok

danej rady.

Postupnou zmenou integra£ných premmených, najprv ξ = τ + ζ(t − τ) a potom

τ = a+ η(t− a) dostaneme nasledujúci výraz pre Rα
n(t)

Rα
n(t) =

(−1)n

n!Γ(−α)

∫ t

a

(t− τ)n−αf(τ)dτ

∫ 1

0

ϕ(n+1)(τ + ζ(t− τ))ζndζ

=
(−1)n(t− a)n−α+1

n!Γ(−α)

∫ 1

0

∫ 1

0

Fa(t, ζ, η)dηdζ,

Fa(t, ζ, η) = f(a+ η(t− a))ϕ(n+1)(a+ (t− a)(ζ + η − ζη))ζn(1− η)n−α.
Z £oho vyplíva, ºe

lim
n→∞

Rα
n(t) = 0,

ak sú f(τ), ϕ(τ) a ich derivácie spojité na [a, t]. Pod touto podmienkou môºeme Leib-

nizovo pravidlo zapísa´ ako

Dα
a (ϕ(t)f(t)) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
ϕ(k)(t)Dα−k

a f(t) . (3.9)

Leibizovo pravidlo (3.9) je obvzvlá²´ uºito£né pre výpo£et zlomkových derivácii funk-

cie, ktorá je sú£inom polynómu a funkcie so známou zlomkovou deriváciou.

Za predpokladu, ºe funkcie f(t) a g(t) spl¬ujú vy²²ie uvedené podmienky, môºeme

poveda´, ºe Leibnizovo pravidlo (3.9) platí aj pre Riemann-Liouvillovu de�níciu.
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4 Laplaceova transformácia

Laplaceova transformácia je nástrojom pre elegantné rie²enie lineárnych diferenciál-

nych rovníc s kon²tantnými koe�cientmi. Umoº¬uje jednoduché odvodenie vstupnový-

stupných modelov. Zjednodu²uje kvalitatívnu analýzu odozvy procesov na rôzne typy

priebehov vstupných veli£ín.

Laplaceova tranformácia funkcie f(t) je de�novaná vz´ahom

F (s) = L{f(t); s} =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt . (4.1)

Originál f(t) z jej Laplaceovej transformácie F (s) môºeme získa´ pomocou inverznej

Laplaceovej transformácie nasledovne

f(t) = L−1{F (s); t} =

c+i∞∫
c−i∞

estF (s)ds, c = Re(s) > c0,

kde c0 leºí v pravej polrovine absolútnej konvergencie Laplaceovho integrálu (4.1).

Uvedme si príklady Laplaceových transformácií niektorých funkcií

Pre α, β > 0, α ∈ R a sα > |a|

L−1

{
sα−β

sα + a

}
= tβ−1Eα,β(−atα) . (4.2)

Pre α ≥ β > 0, α ∈ R a sα−β > |a|

L−1

{
1

(sα + asβ)n+1

}
= tα(n+1)−1

∞∑
k=0

(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ(k(α− β) + (n+ 1)α)

tk(α−β) .

Laplaceova transformácia Mittag-Le�lerovej funkcie

∫ ∞
0

tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)e−stdt =

k!sα−β

(sα ∓ a)k+1
, (R(s) > |a|1/α) (4.3)

kde k zna£í rád derivácie Mittag-Le�lerovej funkcie.

Laplaceova transformácia konvolúcie
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f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ

dvoch funkcií f(t) a g(t), ktoré sú nulové pre t < 0, je rovná Laplaceovej transformácii

týchto funkcii

L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s) (4.4)

za predpokladu, ºe obe funkcie F (s) a G(s) existujú. Túto vlastnos´ vyuºijeme pri

Laplaceovej transformácii Riemann-Liouvillovho zlomkového integrálu.

�al²ou uºito£nou vlastnos´ou, ktorú vyuºijeme je vzorec pre Laplaceovu transfor-

máciu derivácie celo£íselného rádu n funkcie f(t)

L{fn(t); s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0) . (4.5)

V nasledujúcich £astiach o Laplaceových transformáciach zlomkových derivácií uva-

ºujme spodnú hranicu 0.

4.1 Laplaceova transofrmácia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivácie

Za£neme najskôr Laplaceovou transformáciou Riemann-Liouvillovho integrálu. Na jej

výpo£et pouºijeme de�níciu (2.11), £o môºeme zapísa´ ako konvolúciu funkcií

g(t) = tα−1 a f(t):

RLIα0 f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ = tα−1 ∗ f(t) .

Laplaceova transformácia funkcie tα−1 je

G(s) = L{tα−1; s} = Γ(α)s−α .

A tak, s vyuºitím vzorca pre Laplaceovu transformáciu konvolúcie (4.4) získame La-

placeovu transformáciu Riemann-Liouvillovho integrálu [10]

L{RLIα0 f(t); s} = L{GLIα0 f(t); s} = s−αF (s) . (4.6)



UTB ve Zlín¥, Fakulta aplikované informatiky 28

Laplaceova transformácia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivácie je pre α > 0:

L{RLDα
0 f(t); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk
[
RLDα−k−1

0 f(t)
]
t=0

,

n− 1 ≤ α < n .

Laplaceova transformácia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivácie je v²eobecne

známa [10]. Jej vyuºitie v praxi je v²ak obmedzené tým, ºe neexisuje fyzikálna in-

terpretácia limitných hodnôt zlomkovej derivácie pri dolnej hranici t = 0.

4.2 Laplaceova transofrmácia Caputovej zlomkovej derivácie

K vytvoreniu vzorca pre Laplaceovu transformáciu Caputovej zlomkovej derivácie vy-

jadrime Caputovu zlomkovú deriváciu (2.13) v tvare

CDα
0f(t) = RLI

(n−α)
0 g(t), g(t) = f (n)(t),

n− 1 < α ≤ n .

S vyuºitím rovnice (4.6) pre Laplaceovu transformáciu Riemann-Liouvillovho zlomko-

vého integrálu získame

L{CDα
0f(t); s} = s−(n−α)G(s) . (4.7)

Ke¤ºe g(t) je derivácia funkcie f(t) celo£íselného rádu, k vyjadreniu Laplaceovej

transformácie Caputovej zlomkovej derivácie vyuºijeme rovnice (4.5) a (4.7)

L{CDα
0f(t)} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0),

n− 1 < α ≤ n .

Ke¤ºe vzorec pre Laplaceovu transformáciu Caputovej zlomkovej derivácie zahr-

nuje hodnoty funkcie f(t) a jej derivácie v dolnej hranici t = 0, pre ktoré existuje

ur£itá fyzikálna interpretácia (napr. f(0) je po£iato£ná pozícia, f
′
(0) je po£iato£ná

rýchlos´ a f
′′
(0) je po£iato£né zrýchlenie), môºeme o£akáva´, ºe tento prístup môºe

by´ uºito£ný pre rie²enie problémov vedúcich k lineárnym zlomkovým diferenciálnym

rovniciam s kon²tantnými koe�cientmi so sprievodnými po£iato£nými podmienkami v

klasickej forme.
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4.3 Názorné príklady rie²enia lineárnych zlomkových diferenciálnych rov-
níc

V tejto £asti budeme vyuºíva´ Caputove zlomkové derivácie (2.13) z dôvodu uvedenom

v predchádzajúcej sekcii 4.2.

Príklad 1. Ako prvý príklad uvaºujme Bagley-Torvikovu nehomogénnu diferenci-

álnu rovnicu s po£iato£nými podmienkami

CD2
0y(t) + CD

3
2
0 y(t) + y(t) = 1 + t,

y(0) = y′(0) = 1 .

Táto rovnica je pomocou Laplaceovej transfromácie prevedená na

s2F (s)− sy(0)− y′(0) +
s2F (s)− sy(0)− y′(0)

s
1
2

+ F (s) =
1

s
+

1

s2
,

s2F (s)− s− 1 +
s2F (s)− s− 1

s
1
2

+ F (s) =
1

s
+

1

s2
,

F (s)(s2 + s
3
2 + 1) = (

1

s
+

1

s2
)(s2 + s

3
2 + 1) ,

F (s) =
1

s
+

1

s2
.

S vyuºitím inverznej Laplaceovej transformácie môºeme získa´ rie²enie tohto pro-

blému y(t) = 1 + t.

Príklad 2. Majme lineárnu diferenciálnu rovnicu s po£iato£nými podmienkami

CDα
0y(t) = y(t) + 1, 0 < α ≤ 1

y(0) = 0 .

Laplaceovou transformáciou získame

sF (s)

s1−α = F (s) +
1

s
,

F (s) =
s− 1

sα − 1
.

S vyuºitím (4.2) získame rie²enie

y(t) = tαEα,α+1(tα) .

Príklad 3. Zoberme v úvahu nasledujúcu lineárnu diferenciálnu rovnicu s po£ia-

to£nými podmienkami

CDα
0y(t) + y(t) = 0,

y(0) = 1 y′(0) = 0 .
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Druhá po£iato£ná podmienka platí iba pre α > 1.

L{CDα
0y(t)} môºeme získa´ pre 2 rôzne prípady α

1. Pre α < 1

L{CDα
0y(t)} =

s2F (s)− s
s2−α =

sF (s)− 1

s1−α ,

2. Pre α > 1

L{CDα
0y(t)} =

sF (s)− 1

s1−α ,

ktoré sú si rovné. Teraz získame Laplaceovu transformáciu ako

sF (s)− 1

s1−α + F (s) = 0,

F (s) =
sα−1

1 + sα
.

S vyuºitím (4.2) získame rie²enie problému

y(t) = Eα(−tα) .

Tieto príklady majú za úlohu oboznámi´ £itate©a s rie²ením lineárnych zlomkových

diferenciálnych rovníc a ukáza´, ºe Laplaceova transformácia je ú£inný nástroj k získa-

niu ich analityckého rie²enia (viz [9]).
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5 Vyuºitie zlomkového kalkulu v praxi

Zlomkový kalkulus sa za dobu svojej existencie rozmohol takmer do v²etkých oblastí

vedy. Vyuºíva sa napríklad pri popise viskoelasticity materiálov, pri modelovaní trans-

portných procesov príbuzných difúzii, v biológii apod. V tejto £asti si predstavíme

zopár vyuºití zlomkového kalkulu v praxi.

5.1 Viskoelasticita

Viskoelasticita materiálov súvisí so schopnos´ou materiálov tlmi´ mechanické vibrácie.

Pri harmonickom dynamickom namáhaní sa napätie a pomerná deformácia materiálu

v²eobecne mení s £asom. Pomerná deformácia ε(t) má pritom ur£ité fázové oneskorenie

vo£i napätiu σ(t) pôsobiacemu na materiál.

Napätie σ(t) je úmerné nultej derivácii pomernej deformácie ε(t) pre pevné látky

(Hookov zákon) a prvej derivácii pre Newtonovské kvapaliny:

σ(t) = Eε(t), σ(t) = η
dε(t)

dt
,

kde E a η sú kon²tanty.

Reálne materiály kombinujú vlastnosti týchto dvoch limitných prípadov a leºia

niekde medzi ideálnou kvapaliou a ideálnou pevnou látkou. Teda je prirodzené pred-

poklada´, ºe napätie môºe by´ úmerné zlomkovej derivácii pomernej deformácie pre

reálne materiály [3, 10]

σ(t) = EDα
0 ε(t), (0 < α < 1),

kde E a α sú kon²tanty závislé na vo©be materiálu.

Viskoelasticita sa zdá by´ oblas´ou s najrozsiahlej²ím vyuºitím zlomkových dife-

renciálnych a integra£ných operátorov. Hlavným dôvodom teoretického rozvoja tejto

oblasti je ²iroké vyuºitie polymérov v rôznych technických oblastiach.

5.2 Teória riadenia

Vhodný spôsob, ako efektívnej²ie regulova´ systémy necelo£íselného rádu je vyuºitie

zov²eobecneného PID regulátoru, ktorý budeme nazýva´ PIλDµ regulátor [10]. Tento

regulátor zahrnuje integra£nú zloºku rádu λ a deriva£nú zloºku rádu µ. Prenosová

funkcia takého regulátoru má tvar

Ge(s) =
U(s)

E(s)
= Kp +KIs

−λ +KDs
µ (λ, µ > 0) .

Rovnica pre výstup PIλDµ regulátora v £asovej oblasti je
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u(t) = Kpe(t) +KID
−λe(t) +KDD

µe(t).

Ak dosadíme za rád integrácie λ = 1 a derivácie µ = 1 dostaneme klasický PID

regulátor. Oproti klasickému PID regulátoru je PIλDµ regulátor �exibilnej²í a poskytuje

lep²ie prispôsobenie dynamických vlastností systému riadenia (viz [10]).

5.3 Neurónový model zlomkového rádu

Charakteristický kmitavý pohyb o£ných buliev, ktorý môºeme pozorova´ na za£iatku

a konci periódy otá£ania hlavy sa nazýva nystagmus. Je to re�ex, ktorý poskytuje

vizuálnu �xáciu na stacionárne objekty po£as otá£ania hlavy. Pri za£atí otá£ania sa

o£i pomaly hýbu pri smeru rotácie a po dosiahnutí limity tohto pohybu sa o£i rýchlo

zamerajú na nový �xa£ný bod.

T. J. Anastasio [1] poukázal na nevýhody klasického modelu celo£íselného rádu a

navrhol model zlomkového rádu pomocou Laplaceovej transformácie

R(s)

V (s)
=
τ1(sτ2 + 1)sαd−αi

sτ1 + 1
, (5.1)

kde R(s) je Laplaceova transformácia rýchlosti vybíjania premotorických neurónov

r(t) a V (s) je uhlová rýchlos´ otá£ania hlavy v(t), τ1 a τ2 sú kon²tanty modelu, αd je

rád zlomkovej derivácie na premotorickej úrovni a αi je rád integrácie v Anastasiovom

modeli.

Vz´ah medzi r(t) a v(t) získame pomocou inverznej Laplaceovej transformácie rov-

nice (5.1). Zavedme

G(s) =
R(s)

V (s)
,

kde G(s) je Laplaceova transformácia g(t). Uvaºujme, ºe αi > αd

G(s) =
τ2s

αd−αi+1

s+ τ−1
1

+
sαd−αi

s+ τ−1
1

,

a s vyuºitím (4.3) dostaneme

g(t) = τ2t
αi−αd−1E1,αi−αd(−

t

τ1

) + tαi−αdE1,αi−αd+1(− t

τ1

).

Potom

t(t) =

∫ t

0

g(t− τ)v(t)dτ .

Ke¤ºe tkanivá svalov a k¨bov v celom pohybovom ústrojenstve sa správajú ako visko-

elastické materiály, dynamika zlomkového rádu moºe by´ vo v²eobecnosti vlastnos´ou

motorického systému.
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6 Geometrická interpretácia zlomkového kalkulu

Vo v²eobecnosti je známe, ºe integrály a derivácie celo£íselného rádu majú jasnú fy-

zikálnu a geometrickú interpretáciu, £o zna£ne u©ah£uje ich vyuºitie na rie²enie pro-

blémov v rôznych vedných oblastiach. V prípade zlomkových integálov a derivácií to

v²ak neplatí. Od vzniku my²lienky integrácie a derivácie ©ubovo©ného rádu neexisto-

vala akáko©vek prijate©ná geometrická a fyzikálna interpretácia týchto operácií. V tejto

£asti sa oboznámime s geometrickou a fyzikálnou interpretáciou pod©a I. Podlubného

(viz [11]).

Vezmime Riemann-Liouvillov zlomkový integrál (2.11) rádu α

RLIα0 f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ (6.1)

a zapí²me ho vo forme

RLIα0 f(t) =

∫ t

0

f(τ)dgt(τ)

gt(τ) =
1

Γ(α + 1)

[
tα − (t− τ)α

]
.

(6.2)

Teraz uvaºujme integrál (6.2) pre pevnú hodnotu premennej t. Vezmime osi τ, g a f .

V rovine (τ, g) vykreslíme funkciu gt(τ) pre 0 ≤ τ ≤ t. Pozd¨º získanej krivky budeme

"stava´ plot" o mennej vý²ke f(τ), takºe horná hrana "plotu" je trojrozmerná krivka

(τ, gt(τ), f(τ)), 0 ≤ τ ≤ t. Tento "plot" môºe by´ premietnutý na 2 roviny (viz Obr.

6.1). Obsah oblasti premietnutia tohto "plotu" do roviny (τ, f) odpovedá hodnote

integrálu

RLI1
t f(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ . (6.3)

Oblas´ projekcie do roviny (g, f) odpovedá hodnote integrálu (6.1) resp. (6.2).

Inými slovami, tento "plot" vrhá dva tiene na dve roviny. Prvý z nich, tie¬ na rovinu

(τ, f), je plocha pod krivkou f(τ), £o je ²tandartná geometrická interpretácia integrálu

(6.3). Tie¬ na rovinu (g, f) je geometrická interpretácia zlomkového integrálu (6.1) pre

pevnú hodnotu premennej t.

Je zrejmé, ºe pre gt(τ) = τ sú oba tiene totoºné. To dokazuje, ºe klasický ur£itý

integrál je ²peci�cký prípad Riemann-Liouvillovho zlomkového integrálu dokonca aj

z geometrického h©adiska.

S meniacim sa t sa súbeºne mení aj d¨ºka a, v ur£itom zmysle, tvar ná²ho "plotu".
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Pre ilustráciu je na Obr. 6.2 zobrazená zmena tvaru krivky "plotu" a na Obr. 6.3 je

vykreslený tie¬ na rovine (g, f) pre rôzne hodnoty t.

Obr. 6.1 "Plot" a jeho tiene RLI1
0f(t) a RLIα0 f(t) pre f(t) = t+ 0.5sin(t), α = 0.75

Obr. 6.2 Proces zmeny základného tvaru "plotu", ∆t = 0.5
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Obr. 6.3 Snímky tie¬ov "plotu" na rovine (gt(τ), f(τ)) pre RLIα0 f(t),
f(t) = t+ 0.5sin(t), α = 0.75 s £asovým intervalom ∆t = 0.5 medzi snímkami

Vy²²ie popísaná geometrická interpretácia je v podstate zaloºená na pridaní tretej

dimenzie gt(τ) do klasickej dvojce τ, f(τ). Ak vezmeme do úvahy τ ako £as, potom

funkcia gt(τ) môºe by´ interpretovaná ako "deformovaná" £asová ²kála.

Vynález diferenciálneho a integrálneho kalkulu a jeho sú£asné vyuºitie je hlavným

dôvodom, pre£o pokra£ujeme v uºívaní homogénneho, rovnomerne plynúceho £asu.

�as je vä£²inou zobrazovaný s vyuºitím £asovej osi, kde geomtricky rovnomerné

intervaly £asovej osi odpovedajú rovnomerným £asovým intervalom Obr. 6.4.

0 1 2 3 4 5 6 7
t

Obr. 6.4 Homogénna £asová os

0 1 2 3 4 5 6 7
t

Obr. 6.5 Nehomogénna £asová os
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Tento predpoklad v²ak nemoºno experimentom dokáza´ ani vyvráti´. Je moºné me-

ra´ a porovna´ dve d¨ºky geometrických intervalov, pretoºe sú k meraniu dostupné

sú£asne. Dva £asové intervaly v²ak nemôºu by´ porovnané, pretoºe nie sú dostupné na

meranie alebo pozorovanie sú£asne. G. Clemence napísal [6]:

"Meranie £asu je v podstate proces po£ítania. Akýko©vek opakujúci sa jav, ktorého

výskyt moºno po£íta´, je v skuto£nosti mierou £asu."

Obr. 6.4 a 6.5 zobrazujú "tiky hodín", ktoré dokáºeme zaznamena´, iba obrazne.

Môºeme ich interpretova´, ako keby existovala akási absolútna, alebo kozmická £asová

os, ku ktorej môºeme prirovna´ individuálny homogénny £as, reprezentovaný nejakými

"tikmi hodín".

Celý integra£ný a deriva£ný kalkul je zaloºený na matematickom (homogénnom,

rovnako te£úcom) £ase. Bolo by ve©mi komplikované zmeni´ tento stav, pri£om zatia©

ani neexistuje ºiadna alternatíva ku klasickému kalkulu. Navy²e to pravdepodobne ani

nie je potrebné. Môºeme si skrátka uvedomi´, ºe klasický kalkul poskytuje nástroje na

opis dynamických vlastností kozmického £asu, ktorý - pod©a fyzikov - je nehomogénny.

Môºeme poveda´, ºe expanzia vesmíru znamená, ºe ani priestorová ani £asová mierka

nie je homogénna. Obe sú dynamické. Pre opis nehomogénneho £asu moºe by´ pouºitá

ideálna homogénna £asová mierka. Tent prístup nie je nový. Uº bol pouºitý v teórii rela-

tivity pre popis skracovania £asových intervalov. To znamená, ºe v skuto£nosti sú brané

do úvahy dve £asové mierky sú£asne: ideálny, rovnomerne te£úci £as a kozmický (ne-

homogénny) £as. Takºe ideálny model rovnomerne te£úceho homogénneho £asu môºe

by´ povaºovaný za aproximáciu kozmického £asu.
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7 Vizualizácia zlomkového kalkulu

V²etky grafy obsiahnuté v tejto práci boli vytvorené v programe MATLAB. Na CD

odovzdanom spolu s touto prácou sa nachádzajú m-funkcie vybraných funkcií z tabuliek

Tab. 2.1 a Tab. 2.2. V nich sa dajú nastavi´ parametre danej funkcie a minimálna a

maximálna hodnota rádu derivácie/integráce α (záporné hodnoty α zna£ia integráciu).

Pod samotným grafom je posuvník, pomocou ktorého môºeme meni´ hodnotu α medzi

minimálnou a maximálnou hodnotou, pri£om graf sa mení v reálnom £ase pri zmene

hodnoty α. Tieto grafy by mali slúºi´ k ©ah²iemu pochopeniu problematiky zlomkového

kalkulu. Ako ukáºka m-funkcie je na Obr. 7 zobrazená funkcia f(t) = t s α ∈< −2, 2 >

Obr. 7.1 Graf funkcie f(t) = t s nastavitelnou hodnotou α pomocou posuvníku
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ZÁVER

V tejto práci sme opísali základné de�nície zlomkového kalkulu, ktoré na²li svoje vyu-

ºitie v rôznych vedných oblastiach, ako napríklad teória riadenia, teória viskoelasticity

alebo neurónový model zlomkového rádu. Tým to v²ak nekon£í. Zlomkový kalkulus

stále nachádza nové oblasti k svojmu uplatneniu v praxi. V rámci práce boli vytvorené

krokové grafy zlomkových derivácií vybraných funkcií, £o môºe pomôc´ k lep²iemu po-

chopeniu problematiky zlomkového kalkulu. Predstavili sme si základ metódy zlomkovej

Laplaceovej transformácie a ukázali si názorné príklady rie²enia lineárnych zlomkových

diferenciálnych rovníc. Pri ich rie²ení sa prejavila ako najuºito£nej²ia de�nícia Capu-

tového typu. Existujú rôzne geometrické interpretácie zlomkového kalkulu, pri£om v

tejto práci sme sa zamerali na interpretáciu pod©a I. Podlubného. V nej sme si ukázali

vz´ah medzi zlomkovou a celo£íselnou integráciou a popísali si interpretáciu zloºky g(t)

ako nehomogénneho £asového merítka.
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