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ABSTRAKT

Tato praca méa sluzit ako tvod do zlomkového kalkulu. V prvej kapitole opisujeme
funkcie vyuZivané v tejto préaci. Druha kapitola ma za tlohu oboznamit ¢itatela so
zakladnymi definiciami zlomkového kalkulu. V tretej kapitole predstavujeme ich za-
kladné vlastnosti, ktoré st najcastejSie vyuzivané pri operacii so zlomkovymi derivé-
clami a integraciami. V stvrtej kapitole popisujeme zaklad metody zlomkovej Lapla-
ceovej transformécie s nazornymi prikladmi. Priklady vyuzitia zlomkového kalkulu v
praxi st obsiahnuté v piatej kapitole. Siesta kapitola obsahuje geometricki interpre-
taciu zlomkového kalkulu podla I. Podlubného. Tam, kde to bolo vhodné, si pridané

grafy relevantnych funkcii.

KIucové slova: Zlomkovy kalkul, Griinwald-Letnikova zlomkova derivacia, Riemann-
Liouvillova zlomkova derivicia, Caputova zlomkova derivacia, Laplaceova transformé-

cia, Geometrickd interpretacia zlomkového kalkulu

ABSTRACT

This thesis is to be used as introduction to fractional calculus. In the first chapter we
describe functions used in this thesis. The purpose of the second chapter is to familiarize
the reader with basic definitions of fractional calculus. In the third chapter we present
their basic properties that are most commonly used in operations with fractional deri-
vatives and integrals. In the fourth chapter we describe the basis of fractional Laplace
transform method with illustrative examples. Examples of applications of fractional
calculus are placed in the fifth chapter. The the sixth chapter contains geometric inter-
pretation of fractional calculus according to I. Podlubny. Charts of relevant functions

are added, where appropriate.

Keywords: Fractional calculus, Griinwald-Letnikov fractional derivation,
Riemann-Liouville fractional derivation, Caputo fractional derivation,

Laplace transform, GGeometric interpretation of fractional calculus
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UVOD

Zlomkovy kalkulus sa ako oblast matematiky zaobera neceloc¢iselnymi derivaciami
a itnegralmi. Prvé zmienky o zlomkovom kalkule sa objavili v roku 1695 v kore$pon-
dencii medzi nemeckym matematikom a filozofom G. W. Leibnizom a francizskym

matematikom (. de I’'Hospitalom. Leibniz oznacil n-ta derivaciiu fukncie f ako

% flx), neZ".

De I'Hospital sa zamyslal nad tym, ¢o by tento vyraz znamenal pre neceloc¢iselny rad

derivacie n = 1/2. Leibniz mu odpovedal: "Z toho vypliva, ze d'/?z sa rovna x(dx/z)"/2.

Jedna sa o zdanlivy paradox, z ktorého budi jedného dia vyvodené uzitocné dosledky."
V roku 1819 sa objavila zmienka o zlomkovom kalkule v publikacii S. F. Laroixa [5],

ktory tejto tematike venoval dve strany. V nej odvodil vzorec pre derivacie necelocisel-

ného radu funkcie ™. Pre n = % ziskal

ﬁw_Qwi
d:p%_ﬁ.

Za povsimnutie stoji, Ze vysledok ziskany Lacroixom sa zhoduje s vysledkom ziskanym

Riemann-Liouvillovou definiciou zlomkovej derivacie |2, 14].

Ako prvy uviedol zlomkovy kalkulus do praxe norsky matematik N. H. Abel v roku
1823 pri rieseni integralnej rovnice popisujicej problém tautochrony (krivky, po ktorej
sa pohybuje hmotna castica tak, aby do urcitého pevného bodu dorazila za rovnaky
¢as nezavisle na jej pociato¢nej polohe) [7]. Ak je ¢as sklzu po krivke znama konstanta,

potom je Abelova integralna rovnica v tvare

k:i/?x—wlﬂﬂﬂ&.

Abel zapisal pravii stranu rovnice ako /7[d~1/2/dz~"/2] f(x). Potom obe strany rovnice

1/2

spracoval s d¥/2/dx!/? a ziskal

d1/2
mk = \/7_Tf($) )

pretoze tieto zlomkové operéacie (s vhodnymi podmienkami pre f) maji vlastnost
D'V2D=12f = DOf = f. TakZe ked sa vypotita zlomkova derivécia radu 1 kongtanty
k, mozeme urcit funkciu f(z). Je dolezité podotknit, 7e zlomkova derivacia konstanty
nie je vzdy rovna nule.

Matematici oznacili Abelove riesenie ako "elegantné". Mozno to bolo Abelove rie-

Senie, ktoré prilakalo pozornost Liouvilla, ktory spracoval prva velka stadiu zlomko-
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vého kalkulu. Liouville navrhol definiciu na zaklade vzorca pre derivaciu exponencialnej
funkcie, oznacovani ako prva Liouvillova definicia. Druha Liouvillova definicia je pre-
zentovnd vo forme integralu. Po Liouvillovi to bol Riemann, ktory spracoval dalsiu
doleziti pracu o zlomkovom kalkule. Griinwald a Letnikov nezavisle na sebe vyvinuli
pristup k necelo¢iselnym derivaciam pomocou rady, narozdiel od Riemann-Liouvillovho
pristupu, ktory vyuziva integral.

Po roku 1900 zaziva zlomkovy kalkul rapidny rozvoj a v snahe formulovat konkrétne
problémy, boli navrhnuté dalSie definicie. Riesz uviedol formulaciu, ktora je zaloZené na
Furierovej transformécii. Erdélyi-Kober prisiel s odlisSnou definiciou integracie necelo-
¢iselného radu, ktora je uzitoéna pri aplikdciach zahriujtcich integralne a diferencidlne
rovnice. Caputo priSiel s definiciou podobnou Riemann-Liouvillovej, ktord mé vicsie
obmedzenia, ale je vhodnejsia pre riesenie problémov diferencidlnych rovnic zlomkového
raddu s pociatoénymi podmienkami. V tejto praci sa zameriame na zakladné definicie

zlomkovej derivacie a integracie, popiSeme si ich vlastnosti, rozdiely a stvislosti.
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1 Vybrané funkcie

1.1 Gamma funkcia

Gamma funkcia ['(z), taktiez nazyvana Eulerov integral druhého druhu, je jednou zo
zakladnych funkcii zlomkového kalkulu. Je zovSeobecnenim faktoridlu n! pre reélne

a komplexné hodnoty. Gamma funkcia je definovana vztahom [4]

['(z) = / et dt .
0

Integral konverguje len v pravej polovici komplexnej roviny R(z) > 0, no napriek
tomu je Gamma funkcia definovana pre lubovolné realne a komplexné ¢isla okrem nuly
a celych zapornych ¢isiel {0, -1, -2,...}. Na nasledujacom grafe je vykreslend Gamma

funkcia v rozsahu svojho argumentu.

I'(z)

/\4

Obr. 1.1 Priebeh Gamma funkcie I'(z) v rozsahu z € (—5,4)

Ako uz bolo spomenuté, Gamma funkcia je uzko spojena s faktoridlom. Jednou zo

zakladnych vlastnosti Gamma funkcie je

I'(z+1) = 2I'(2),

¢o sa da l'ahko dokéazat integrovanim pomocou metody per partes

Fz+1) = [—e’tt’z}go - z/ —e ' dt = 21(2) .
0

Ak by sme rovnaku operaciu zopakovali pre I'(z) dostaneme

Fz+1)=z20z-1I'(x—1)
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a opakovanym aplikovanim tohto postupu az po I'(1), kde T'(1) = 1 ziskame
Fz+1)=2(z—1)(z=2)...1=2!. (1.1)

Vo vypoctoch budeme vyuzivat aj kombinacné ¢isla, ktoré sa daji zapisat pomocou

Gamma funkcie nasledovne

PY__ P L(p+1)
(T) C(p-n)lr! Tlp—-r+ D0 +1) " (1.2)

Gamma funkciu mézZeme vyjadrit aj v limitnom tvare, pomocou ktorého dokdzeme

definovat jej prevratent hodnotu

z

P (2) , nln
zZ) = l1m )
n—oo z(z+ 1)(z2+2)...(2+n)
1 ~ lim z(z—}—l)(z—l—Z)...(z—i—n).
(z2) n—ooo n! n?
1/T(z)
g T I I |

Obr. 1.2 Priebeh inverznej Gamma funkcie v rozsahu z € (—5,4)

1.2 Beta funkcia

Beta funkcia je dolezita pre vypocet zlomkovych derivacii mocninovej funkcie. Je defi-

novand dvojparametrovym integrilom

1
B(z,w) = / 11— 7)o ldr
0
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pre z,w spliujice podmienky $(z) > 0 a R(w) > 0. Ak pouZijeme Laplaceovu trans-

forméaciu konvoltcie (4.4), dostaneme vztah medzi Beta a Gamma funkciou

z ¢oho vypliva

1.3 Mittag-Leflerova funkcia

Exponencialna funkcia hra doleztt ulohu pri rieSeni obyc¢ajnych diferencialnych rovnic.

Pomocou sumy ju mozeme vyjadrit ako
o0 k
z
z __
ef = E e (1.3)
k=0

Zovseobecnenim (1.3) ziskame vzfah pre Mittag-Lefflerovu funkciu zavisla na jednom

komplexnom parametre
00 k

Eu(2) = Zm )

k=0
s ktorym prisiel Mittag-Leffler v roku 1903. Dvojparametrovi funkciu Mittag-Lefflerovho

typu zaviedol Agarwal, ktory v§ak ponechal rovnaka notéciu akd mé jednoparametrova
Mittag-Lefflerova funkcia [13]

0 k

z
EmB(Z):;m, OZ>O,6ER

Spravnou volbou parametrov « a [ je mozné ziskat niektoré zname funkcie, ako

je vysSie uvedend exponencidlna funkcia, hyperbolicky kosinus a sinus alebo chybovéa

funkcia . . .
z z
Eia(z) = Z = =€,
~T(k+1) <k
o 2k 0 L2k
E - - — cosh
2,1(27) kZ:; (2% + 1) kzzo (2k)! cosh(z) ,
= 22k 1o 221 sinh(z)
Fya(2?) = == =
22() §F(2k+2) zg(%ﬂ)' PR
o0 k
Z 2
B (2) = e” erf(—=z)
2 kz:% I(3k+1)
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Obr. 1.3 Jednoparametrova Mittag-Lefflerova funkcia pre rozne hodnoty «

50

40 r

30 r

== 2N

E, 42

107

Obr. 1.4 Dvojparametrova Mittag-Lefflerova funkcia pre a = 1 a rozne hodnoty
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2 Zakladné definicie zlomkového kalkulu

Hlavnymi predmetmi zaujmu klasického kalkulu st derivicie a integraly funkcii - tieto
dve operacie st v ur¢itom zmysle navzajom inverzné. Ak za¢neme s funkciou f(t) a jej

derivacie polozime vlavo a integraly vpravo, dostaneme obojsmerne nekone¢ni radu

¢ f(t) dft) ' L
S TR v f(t),/af(T)dﬂ/a/a f(rydrdr, ... .

Zlomkovy kalkulus sa snazi interpolovat tuto radu tak, aby zahinala klasické derivacie
a integraly a zobecnila ju pre lubovolny rad.

Existuje vela sposobov, ako definovat zlomkové integraly a derivacie. Za nazvy vacsi-
nou berd mend svojich autorov. Napriklad Griinwal-Letnikovova definicia sa toho snazi
dosiahnut pomocou sumy a limity. Existuju aj elegantnejsie pristupy, ako napriklad
Riemann-Liouvillova a Caputova definicia. V tejto ¢asti prace sa oboznamime s ty-
mito troma definiciami a popiSeme si ich rozdiely a stvislosti. Podrobnejsie informécie

mozeme najst v [10, 12].
2.1 Griinwald-Letnikova zlomkova integracia a derivacia

V tejto Casti si popiSme pristup zobecnenia pojmov, ktoré st vacsinou v klasickom
kalkule prezentované oddelene: derivacie celoc¢iselného radu a m-nasobny integral. Ako
bude nizsie ukazané, tieto pojmy maju k sebe blizSie nez sa obvykle predpoklada.

Podl'a znamej definicie je derivacia prvého radu funkcie f(¢) definovana nasledovne

F0)= S 0 = i DZIEZD 1)

Ak aplikujeme definiciu (2.1) dvakrat, ziskame druha derivaciu funkcie f(¢)

_ &y - SO =20 =) £ 7t~ 2h)
A2t RS0 h2

f'(t) : (2.2)

S vyuzitim (2.1) a (2.2) dotaneme tretiu derivaciu

f”/(t):% (t):Illiir(l)f(t)_Bf(t_h)—i_ggg(t_Qh)_f(t_gh)

a pomocou indukcie [10] mdzeme vyjadrit n-ta derivaciu ako

P00 = 10 =t 31 (7 - vm). 23)

r=0
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Zavedme nasledovny vyraz ako zovSeobecnenie rovnic (2.2)-(2.3)

n

10 = 3 0 (7 ste = (2.4)

kde p je Tubovolné celé ¢islo (1.2). Pre p < n plati

lim £, (t) = [ (1) =

h—0 - dtp

L fo) (2.5)

pretoze z rovnice (2.5) vypliva, ze pre vSetky koeficienty r > p je kombinaéné ¢islo

rovné 0.

Pomocou rovnic (2.4) a (2.5) moézeme vyjadrit derivaciu pre Tubovolné reélne p a
nahradenim kombinacného ¢isla Gamma funkciou (1.2). Dalej nahradime hornt limitu
sumy vyrazom “T“, kde a at je dolnd a horna hranica integralu, takze hornd limita sumy
pojde k nekone¢nu ak h — 0. Tym sa dopracujeme k definicii Griinwald-Letnikovej

zlomkovej derivacie

t—a

h

1 1)
SLDEf() = Tm oS &“fT /(=) (2.6)
:o !

Teraz uvazme zaporné hodnoty a. Kombina¢né ¢islo pre zdporné hodnoty p moézeme

vyjadrit ako

Y

(—p) _—p(=p—1)...(=p—r+1)

¢o mozeme zapisat ako

(—p) _ (_Urp(p—I—l)...(p—i-r— 1) _ (_Dr(p—i-r— 1)! ‘ @.7)

r (p—1)lr!

rovnica (2.7) sa da zovSeobecnit pre zdporné redlne ¢isla nasledovne
—o r F<& + 7")
()= caylezn -

S pouZitim (2.8) moéZeme prepisat (2.6) pre zaporné hodnoty «, ¢im ziskame Griinwald-

Letnikovu definiciu zlomkového integralu

t—a

CLD () = S () = T ke S RO gy

h—0 rIT(a)
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Griinwald-Letnikova definicia pre zlomkové integraly a derivacie sa da vyjadrit aj v

integralnom tvare. Zlomkovy integral m4 tvar

IO = 7 [ =)

a pre zlomkova derivaciu plati

I o " B (@) (t — a)otk
’ Daf(t):;f F((k)(—a+)1)

; ! — )ym-a (ml)T -
+F(m—oz+1)/a(t U

(2.9)

Rovnica (2.9) plati za predpokladu, 7e derivacie f®(t), (k = 1,2,...,m + 1) su

spojité na intervale [a,t] a m je celé ¢islo splhujice podmienku m < o < m + 1.
2.2 Riemann-Liouvilleova zlomkova integracia a derivacia

Riemann-Liouvillov pristup je zalozeny na Cauchyho rovnici pre n-nasobny integral

t Tn—1 T1 1 t
o= [ [ [ smanan . dn = o2 [ or o @0
a Ja a n— *Ja
Pre zovSeobecnenie Cauchyho rovnice (2.10) sta¢i nahradit celo¢iselny rad integralu n
kladnym realnym ¢islom a a faktoridl Gamma funkciou (1.1) [10]. Kvoli identifikacii

Riemann-Liouvillovej derivacie a integralu budeme pozivat Tavy horny index RL.

RAORC / (t— 7o f(7)dr . (2.11)

Téato rovnica predstavuje integral Tubovolného radu o > 0, ale nedovoluje rad oo = 0

¢o formalne reprezentuje identitu. Preto rozsirime tuto definiciu zavedenim

RLIOF(E) = £(1) . (2.12)

Definicia zlomkového integralu je vcelku jednoduché, narozdiel od zlomkovej deri-
vacie. Kedze neexistuje rovnica n-tej derivacie obdobné (2.10), musime zovseobecnit
derivacie pomocou zlomkového integralu.

Nech a, b, a st redlne konstanty, a < b, n = max(0, |a| + 1), kde |-| znadi zao-
krahlenie nadol, a funkcia f(¢) je integrovatelna na (a,b). Pre n > 0 uvazujme, ze
funkcia f(t) je n-krat derivovatelna na (a,b). Potom je Riemann-Liouvillova zlomkova

derivacia definovana pre t € (a,b) ako
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d" n—ao _ 1 d" ! n—a—
@[RLICL f(t)]—m@/a(t—ﬂ Lf(r) dr,

RLD « RL[a

"EDRf(t) =

Pre a = k, k € Ny plati

1 dk:-i—l
PDA(0) = e [ S = S

Grafickéd reprezentacia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivacie pre o = 2.3 je zob-

razené na Obr. 2.1.

derivacia integracia

— n—a=0.7

Obr. 2.1 Graficka reprezentacia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivacie

Vysvetlenie tohto postupu je vcelku jednoduché. Po tom ako sme urcili celé ¢islo m,
je prvy krok operacia (a), teda integral funkcie f(t) radu n —a = 0.7 . Operacia (b) je
potom derivicia funkcie n-krat, ¢im dostaneme derivaciu rddu a = 2.3.

Riemann-Liouvillova derivacia radu a > 0 funkcie f(t) = t? pre p > 0

1 da [
RLDatp — Rl / t— n—oa—1 Pd
0 I(n—«)dt™ J/, (t=7) e

zavedieme 7 = vt pre 0 < v < 1, d7 = tdv a dosadime
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1 dn [t
RLpop — ——/ 1 — o))" Lwt)Pd
= Sy, (00
1 ! d»
_ 1— n—a—1 pd _tn+p—a
I'(n—a) /0 (1-v) T
1 n
=——B 1 tntr-a
I'(n—a) (p+1n = )dt
1 'n+p—a+1) _
= —B 1 - tp “
['(n—«) (p+1n—a) I'(p—a+1)
_ Llp+1) 4
I'p—a+1)

Tato rovnica nam dovoluje rychlo ziskat zlomkovu derivaciu akéhokolvek polynému.
Mohli by sme ocakavat, ze zlomkova derivacia konstanty je vzdy nula, no v tomto
pripade to neplati Ak pouzijeme tato rovnicu pre **Dgt? pre p = 0 , dostaneme

BLpaq = ey takze BLpak = Fkt bude nulova iba vtedy, ak k = 0.

25§ 2 025

0.5

0.75

Obr. 2.2 Riemann-Liouvillové zlomkové derivacie funkcie f(t) = ¢ so zmenou radu
derivacie Aa = 0,25

V nasledujucich tabulkach st uvedené zlomkové derivacie vybranych funkcii.
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Tab. 2.1 Derivacie s dolnou hranicou —oo, t.j. 2D __f(t)

funkciaf(t) RLpDe_f(t), zlomkova derivacia
oMt PRy
R A+
sin(At) Asin (At + =2)
cos(At) Acos (At + =2)
a M
esin(ut) : i %?i)an =5 (Ap>0)
Meos(ut) reercos(ut + ag)

r=/RH2 tand="L (A pu>0)

Tab. 2.2 Derivacie s dolnou hranicou 0, t.j. B2 Dg f(t) pre t > 0

funkcia f(t)

REDs f(t), zlomkovéa derivacia

0, 0<t<e

H(t) =
(t—c)

H(t— o) e (>0
0, 0<t<e¢
RLpeft) (t>c

r'(s+1) —a
Fp—arD (L — )

tfozfl

I'(—a)

T'(p+1) -
e Fpoarn! P>l
A 7By - (M)
cosh(\/Xt) " Baaa(A)
sm%\ixt) tl_aEQ,Zfa()‘tQ)

tﬁ_lEuﬂ()‘tu)

tﬁ_a_lEu,B—a(At“)

2.3 Caputova zlomkova integracia a derivacia

Caputo zvolil podobny pristup ako Riemann-Liouville. Rovnica pre zlomkové integraly

je rovnaka ako (2.11). Caputove zlomkové integraly a derivacie budeme oznacovat

Tavym hornym indexom C.

RIOES S IOR
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Rozdiel sa objavuje az pri zlomkovej derivacii. Zlomkové derivacie st opét defino-
vané pomocou zlomkového integralu (2.11) ale s tym rozdielom, ze najskor funkciu f(t)

zderivujeme a az potom zintegrujeme.

Nech a,b, o st redlne konstanty, kde a < b, n = max(0, o] + 1). Funkcia f(t) je
integrovatelna na (a,b) ak n = 0 a n-krat derivovatelna na (a,b). Caputova zlomkova

derivécia je potom definované pre ¢t € (a,b) vztahom

i [, (7 o
D) = I

“Dyf(t) =

Na obrazku Obr. 2.3 je uvedend grafickd reprezentacia Caputovej zlomkovej deriva-

cie.

derivacia integracia

a=2.3

Obr. 2.3 Graficka reprezentacia Caputovej zlomkovej derivéacie

Po urceni celého ¢isla n, pre ktoré plati n — 1 < a < n, zatneme s operaciou (a) t.j.
funkciu f(z) zderivujeme n-krat. Operacia (b) je potom inteigral zderivovanej funkcie
n — a radu. Tym sa dporacujeme k vyslednej zlomkovej derivacii, v naSom pripade
a=2.3.

Medzi Riemann-Liouvillovou a Caputovou zlomkovou deriviciou plati vztah

n—1

CD0) =" DS = Y _a+1@—@“% (214)
k=0

za predpokladu, ze plati

f®a)=0, (k=0,1,2,...,n—1), (2.15)
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potom sa Caputova a Riemann-Liouvillova zlomkova derivacia rovnaji
“Dyf(t) =""Dg f(t) .

Caputova derivacia radu o > 0 funkcie f(t) =t pre p > 0 ma tieto vlastnosti

L@+ yp—a
C’Dgétp — T(p—a+1)

07 pfn—l

, p>n—1

takze C DytP a RLDgtp sa rovnaju, ak p > n — 1, ale v opa¢nom pripade je Caputova
zlomkova derivacia funkcie t rovna nule. Toto je jeden z dovodov, preco st v niektorych

pripadoch Caputove zlomkové derivacie uprednostiiované pred Riemann-Liouvillovymi.

o
3 T T T T T D
25t 4 025
ar 2 05
B ek :
=15 —  0.75
ey ,/—’/-7
1 1
0.5 .
D 1 1 1 1 1 }1
0 05 1 15 9 25 3

Obr. 2.4 Caputove zlomkové derivacie funkcie f(t) =t so zmenou radu derivacie
Aa = 0,25
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3 Zakladné vlastnosti zlomkového kalkulu

3.1 Linearita

Podobne ako derivacie celoc¢iselného radu st zlomkové derivacie linearnou operaciou,

takze plati

Dy (Af(t) + pg(t) = ADEf(E) + pDig(t)
kde A, i, o, a st redlne konstanty a DP znaci akikolvek variaciu zlomkovej derivacie

obsiahnutej v tejto praci. Dokazy pre Riemann-Liouvilovu a Griinwald-Letnikovu zlom-

kovi derivaciu je mozné najst v [10].
3.2 Skladanie Griinwald-Letnikovych zlomkovych operatorov

Pre skladanie Griinwald-Letnikovej zlomkovej derivacie “* D¢ a derivacie celociselného

. dn ,
radu g5 plati

dr arp m+n—1 f(k a)*a*nﬁ’k
den ("D Z —a—n+1)
1 ! . \ym—a—1 g(m+n) 3.1
)

Vezmime do tivahy operatory v opa¢nom poradi

n m—1 r(ntk) _ otk
o () £
k=0 t (3.2)
1
t— m—a—1 g(m+n) dr .
o | = e
Porovnanim rovnic (3.1) a (3.2) prideme k zaveru, ze
d" ar GL — f® )(t —a)~ otk
£ (GLpef(t)) = GLpe .
dt"( af( )) “ dt” +k:0 F —a—n+1) (33)

Vztah (3.3) nam hovori o tom, 7e GLDg‘ a (‘117 st komutativne operacie iba vtedy,

ked pre t = a zlomkovej derivacie mame

f®a)=0 (k=0,1,2,...,n—1). (3.4)
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Teraz si rozoberieme zlomkovi derivaciu radu « zlomkovej derivacie radu S:

“LDg (“*DIf (1))
V pripade a < 0 a < 0 plati

6L s (6L P £ (1)) — m / (=€) B (o) )
_ GLpatif(p) | |
Apre <0, 0<n<a<n+1
“LDY(“FDIf(t) = S;TJ: ("parei @) (3.6)
= CEDIrf(t) |

Z (3.5) a (3.6) vypliva, ze ak 8 < 0, potom pre akékolvek redlne o plati

LD (CEDIf(1)) = CEDI A1)
Teraz uvazuyime 0 <m< f<m+laa <0

[ (a)(t —a)~Pmetm
(=8 —a+m+1)
1 bt (rydr
F(m—a—ﬁ+1)/a (t — 7)Bta—m ~
Ked vezmeme do tvahy podmienku (3.4) dostaneme

“Dg (D (1) =

_|_

LD (SEDEF(1) = “EDI A1)
Konecne, pre 0 <m < f<m+1a0<n<a<n+1 aza predpokladu, ze funkcia
f(t) spliwje podmienky (3.4), ziskame

dn+1

LD (CEDL0) = e (D (U020 )

= SEDZ (D)
NavySe, ked 0 < m < f<m+1a0<n<a<n+1 afunkcia f(t) spliuje
podmienky
fa)=0, (k=0,1,...,7r—1),

kde r = maxz(m,n) potom operatory zlomkovej derivacie GLDg‘ a GLDg st komuta-
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tivne

“EDG (FDIf(1) = “FDL (DL f(1) = CFDIFf()

3.3 Skladanie Riemann-Liouvillovych zlomkovych operatorov

Pre skladanie operatorov Riemann-Liouvillového typu budeme potrebovat poznat na-

sledujuce vlastnosti.

Ak aplikujeme zlomkovi derivaciu radu o na zlomkovy integral funkcie f(t) rovna-

kého radu zl'ava, dostaneme povodni funkciu f(¢)
FEDI(MEIZ (1) = f(t), a>0. (3.7)

Pre opacné poradie tychto operatorov vsak vztah (3.7) neplati.

Skladanie n-tej celo¢iselnej a zlomkovej derivacie radu «, kde @ € R a n € Ny,

mozeme zapisat ako

dn
T MEDRf(8) = "D ()

Teraz si uvedme vztahy pre skladanie zlomkovych operatorov Riemann-Liouvillovho

typu. Pre skladanie dvoch zlomkovych integralov plati

REIG(REIDf() = "RIg (PR IS F(1) = FHISPf(t),  a€R, a,8>0,
z ¢oho vypliva, ze zlomkové integraly si komutativne.

Ak nahradime zlomkové integracie zlomkovymi deriviciami radu o a 3, kde n —1 <

£ < n dostaneme

(t—a)—o*
=al(—a—k+1)

Aplikéciu zlomkovej derivacie radu « na zlomkovy integral radu S mozeme popisat

MEDG (DS () = DI A () — Zn: DI ()]
k=1

ako

DR (PPIRF (1) = DT F(1), @ B> 0.
Zamenou poradia zlomkovej derivacie a intefracie rddov a a 8, kde m —1 < a < m,

dostaneme



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 25

(t —a)Fk
e JLB—k+1)

Pomocou vztahu (2.14) mozeme povedat, ze ak funkcia f(¢) spliuje podmienku

BLED (R D0 (1)) = D gy — 3 Dk ()
k=1

(2.15), potom v8etky vysgie uvedené vlastnosti platia aj pre Caputovu definiciu zlom-

kovej derivacie.

3.4 Leibnizovo pravidlo pre zlomkové derivacie

Ubedené vztahy platia pre Griinwald-Letnikovu definiciu. Leibnizovo pravidlo pre zlom-
kové derivacie a integraly znie nasledovne: Ak f(t) je spojita funkcia na [a,t] a ¢(t) ma

(n + 1)-ta derivaciu na [a, t], potom je zlomkova derivacia suc¢inu ¢(t)f(t) dana ako

DS (p(t)f(1) = M) DI f(t) — R(1) (3.8)
kden>a+1a =

R0 = i [ =2 e [ - orac

Sumu v (3.8) mozeme brat ako ¢iasto¢nt sumu nekonecénej rady a RS (t) ako zvySok
danej rady.
Postupnou zmenou integra¢nych premmenych, najprv £ = 7+ ((t — 7) a potom

T = a+ n(t — a) dostaneme nasledujuci vyraz pre RS (¢)

R:;(t)—(‘—””) [ =7y s / oD (1 4 C(t — T))CdC

-l (—a

S EUR T [ R

n!

Fo(t,¢,m) = fla+n(t —a)" ™ (a + (t = a)(¢ +n — ¢n)¢" (1 —n)" .
Z ¢oho vypliva, ze

lim R (t) =0,
n—oo
ak su f(7), o(7) a ich derivacie spojité na [a,t]. Pod touto podmienkou mézeme Leib-

nizovo pravidlo zapisat ako

«a . a a—
Dz (el ) =3 ()40 (3.9)
k=0
Leibizovo pravidlo (3.9) je obvzvlast uzito¢né pre vypocet zlomkovych derivacii funk-
cie, ktora je sti¢inom polynému a funkcie so znamou zlomkovou derivaciou.
Za predpokladu, ze funkcie f(t) a g(t) splhuja vyssie uvedené podmienky, mozeme

povedat, ze Leibnizovo pravidlo (3.9) plati aj pre Riemann-Liouvillovu definiciu.
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4 Laplaceova transformacia

Laplaceova transforméacia je nastrojom pre elegantné rieSenie linedrnych diferencial-
nych rovnic s konstantnymi koeficientmi. Umoziiuje jednoduché odvodenie vstupnovy-
stupnych modelov. Zjednodusuje kvalitativnu analyzu odozvy procesov na rozne typy

priebehov vstupnych veli¢in.

Laplaceova tranformacia funkcie f(t) je definovana vztahom

Fs) = L{f(); s} = / T etp(n)de (4.1)

Original f(t) z jej Laplaceovej transformacie F'(s) mozeme ziskat pomocou inverznej

Laplaceovej transformécie nasledovne

£(#) = LF(s): £} = / ' F(s)ds, ¢ = Re(s) > co,

kde ¢o lezi v pravej polrovine absoliitnej konvergencie Laplaceovho integralu (4.1).
Uvedme si priklady Laplaceovych transformacii niektorych funkcii

Pre o, 6 >0, a € R a s* > |a]

/:1{ " }:tﬁlEaﬁ(—ato‘). (4.2)

s+ a

Prea>3>0,a€Ras*">|d

ok n+k
_1{ 1 } (n+1)—1 . (=) ( k ) k(a—p)
L ( — toln ZF th(a=F)

s + asP)ntl p

Laplaceova transformacia Mittag-Lefllerovej funkcie

o0 klse?
/takwng;(iata)estdt: : (R(s) > fa"/)  (43)

kde k znaci rad derivacie Mittag-Lefllerovej funkcie.

Laplaceova transformacia konvolicie
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t t
f0 5 90) = [ £t =gr)dr = [ fg(e ~yar
0 0
dvoch funkcii f(t) a g(t), ktoré st nulové pre ¢ < 0, je rovna Laplaceovej transformacii

tychto funkcii
L{f(t) * g(t); s} = F(s)G(s) (4.4)

za predpokladu, ze obe funkcie F(s) a G(s) existuju. Tuto vlastnost vyuZzijeme pri
Laplaceovej transformacii Riemann-Liouvillovho zlomkového integralu.
Dalsou uzito¢nou vlastnostou, ktora vyuzijeme je vzorec pre Laplaceovu transfor-

méaciu derivacie celo¢iselného radu n funkcie f(t)

—_

n—1

L{f(1); 8} = s"Fs) = Y s" 1 fO(0) = s"F(s) = Y s*f"*D(0) . (4.5)

0 =0

3

B
Il
B

V nasledujuicich ¢astiach o Laplaceovych transformaciach zlomkovych derivacii uva-

zujme spodn hranicu 0.

4.1 Laplaceova transofrméacia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivacie

Zacneme najskor Laplaceovou transforméciou Riemann-Liouvillovho integralu. Na jej
vypocet pouzijeme definiciu (2.11), ¢o mozeme zapisat ako konvoliaciu funkcii
g(t) =t"""a f(t):

R0 = g [ =) e = )

Laplaceova transformécia funkcie ! je

G(s) = L{t" s} =T(a)s™ .

A tak, s vyuzitim vzorca pre Laplaceovu transforméciu konvolucie (4.4) ziskame La-

placeovu transforméaciu Riemann-Liouvillovho integralu [10]

LIRS f(t); s} = L{OVISf(t); s} = sTF(s) . (4.6)
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Laplaceova transformacia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivacie je pre o > 0:

3
L

LLEDGf(t); s} = s"F(s) — ) s* [MDgT 1 f(1)]

t=0"’

i

n—1<a<n.
Laplaceova transformacia Riemann-Liouvillovej zlomkovej derivicie je vSeobecne
znama [10]. Jej vyuzitie v praxi je vSak obmedzené tym, ze neexisuje fyzikilna in-

terpretacia limitnych hodnot zlomkovej derivacie pri dolnej hranici ¢ = 0.

4.2 Laplaceova transofrméacia Caputovej zlomkovej derivacie

K vytvoreniu vzorca pre Laplaceovu transformaciu Caputovej zlomkovej derivacie vy-

jadrime Caputovu zlomkovi derivaciu (2.13) v tvare

“Dift) =" Vg(), gl = £O),
n—1l<a<n.
S vyuzitim rovnice (4.6) pre Laplaceovu transformaciu Riemann-Liouvillovho zlomko-

vého integralu ziskame
LACDGF(t); s} = s~ G(s) | (4.7)

Kedze g(t) je derivacia funkcie f(¢) celo¢iselného radu, k vyjadreniu Laplaceovej

transformacie Caputovej zlomkovej derivacie vyuzijeme rovnice (4.5) a (4.7)

[y

n—

L{EDGf(t)} = s"F(s) = Y s* 1 f1(0),

0

i

n—1l<a<n.

Kedze vzorec pre Laplaceovu transforméciu Caputovej zlomkovej derivacie zahr-
nuje hodnoty funkcie f(t) a jej derivacie v dolnej hranici ¢ = 0, pre ktoré existuje
urcita fyzikilna interpretacia (napr. f(0) je pociatocna pozicia, f (0) je pociatocna
rychlost a f"(0) je pociatocné zrychlenie), méZeme ocakavat, Ze tento pristup moéze
byt uzito¢ny pre rieSenie problémov vedicich k linedrnym zlomkovym diferencialnym
rovniciam s konstantnymi koeficientmi so sprievodnymi poc¢iatoénymi podmienkami v

klasickej forme.
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4.3 Nazorné priklady rieSenia linearnych zlomkovych diferencialnych rov-
nic

V tejto ¢asti budeme vyuzivat Caputove zlomkové derivacie (2.13) z dovodu uvedenom
v predchadzajucej sekcii 4.2.

Priklad 1. Ako prvy priklad uvazujme Bagley-Torvikovu nehomogénnu diferenci-

alnu rovnicu s pociato¢nymi podmienkami

3
“D3y(t) + “Dey(t) + y(t) = 1 + 1,

y(0)=y'(0)=1.
Tato rovnica je pomocou Laplaceovej transfromacie prevedend na

2F(s) — sy(0) — y/(0 1 1
2F(s) — sy(0) —y/(0) + SO VO pgy 1 L
S2
2F(s)—s—1 1 1
SQF(S)—S—l—I—S (5)15 +F(s) ==+,
S2 S S
1 1
Fs)(s + 2 +1) = (C+ ) +s2 4+ 1)
1 1
F(s) == 4+ —
(5)=~+3

S vyuzitim inverznej Laplaceovej transformacie mozeme ziskat rieSenie tohto pro-
blému y(t) =1+ t.

Priklad 2. Majme linearnu diferencidlnu rovnicu s pociatoénymi podmienkami

“Diyt) =yt)+1, 0<a<1
y(0)=0.

Laplaceovou transformaéciou ziskame

T pe
F(s) = Ssa 11

S vyuzitim (4.2) ziskame riesenie
y(t) = taEa,a-I—l(ta) :
Priklad 3. Zoberme v tvahu nasledujicu linearnu diferencidlnu rovnicu s pocia-

to¢nymi podmienkami

“Dgy(t) +y(t) =0,
W0 =1 yO)=0.
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Druhéa pociato¢nd podmienka plati iba pre a > 1.

L{°Dgy(t)} mozeme ziskat pre 2 rozne pripady a

1. Prea<1 QF() F() .
o S s)—s sF(s) —
LDy = T
2. Prea>1 Fls)— 1
o sF(s) —
£{C‘D0y(t)} = 51_0‘ )

ktoré su si rovné. Teraz ziskame Laplaceovu transforméaciu ako

sF(s)—1

51—_Q+F(8):0,
Sa—l

F(s) —

(8) =1

S vyuzitim (4.2) ziskame riesenie problému

y(t) = Ea(—t%) .

Tieto priklady maju za tlohu oboznamit ¢itatela s rieSenim linedrnych zlomkovych
diferencialnych rovnic a ukazat, ze Laplaceova transforméacia je u¢inny nastroj k ziska-

niu ich analityckého riesenia (viz [9]).
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5 Vyuzitie zlomkového kalkulu v praxi

Zlomkovy kalkulus sa za dobu svojej existencie rozmohol takmer do vSetkych oblasti
vedy. Vyuziva sa napriklad pri popise viskoelasticity materidlov, pri modelovani trans-
portnych procesov pribuznych difizii, v biol6gii apod. V tejto casti si predstavime

zopar vyuziti zlomkového kalkulu v praxi.

5.1 Viskoelasticita

Viskoelasticita materidlov suvisi so schopnostou materidlov tlmit mechanické vibracie.
Pri harmonickom dynamickom namahani sa napitie a pomerna deformécia materialu
v8eobecne meni s ¢asom. Pomerna deformacia £(t) ma pritom urcité fazové oneskorenie
voci napétiu o(t) pésobiacemu na material.

Napiitie o(t) je tmerné nultej derivacii pomernej deformécie €(¢) pre pevné latky

(Hookov zakon) a prvej derivacii pre Newtonovské kvapaliny:

de(t)
dt

o(t) = Ee(t), oft)=n
kde E a n si konstanty.

Realne materidly kombinuji vlastnosti tychto dvoch limitnych pripadov a lezia
niekde medzi idealnou kvapaliou a idedlnou pevnou latkou. Teda je prirodzené pred-
pokladat, ze napétie moze byt Gmerné zlomkovej derivacii pomernej deformacie pre
realne materialy |3, 10|

o(t) = EDge(t), (0<a<l),
kde E a « st konStanty zavislé na volbe materialu.

Viskoelasticita sa zda byt oblastou s najrozsiahlejsim vyuzitim zlomkovych dife-
rencidlnych a integra¢nych operatorov. Hlavnym dévodom teoretického rozvoja tejto

oblasti je Siroké vyuzitie polymérov v roznych technickych oblastiach.

5.2 Teoéria riadenia

Vhodny sposob, ako efektivnejsie regulovat systémy necelociselného radu je vyuzitie
zovéeobecneného PID regulatoru, ktory budeme nazyvat PI*D* regulator [10]. Tento
regulator zahrnuje integra¢na zlozku radu A a derivac¢ni zlozku radu p. Prenosova

funkcia takého regulatoru méa tvar

U(s)
E(s)

Rovnica pre vystup PI*D* regulatora v ¢asovej oblasti je

Ge(s) = =K, + K;s+ Kps" (A, u>0).
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u(t) = Kye(t) + KD e(t) + KpDFe(t).
Ak dosadime za rad integracie A = 1 a derivacie 4 = 1 dostaneme klasicky PID
regulator. Oproti klasickému PID regulatoru je PI*D* regulator flexibilnejsi a poskytuje

lepsie prisposobenie dynamickych vlastnosti systému riadenia (viz [10]).

5.3 Neur6énovy model zlomkového radu

Charakteristicky kmitavy pohyb o¢nych buliev, ktory mézeme pozorovat na zaciatku
a konci periody otacania hlavy sa nazyva nystagmus. Je to reflex, ktory poskytuje
vizudlnu fixdciu na stacionarne objekty pocas otacania hlavy. Pri zacati otacania sa
o¢i pomaly hybu pri smeru rotacie a po dosiahnuti limity tohto pohybu sa od¢i rychlo
zameraji na novy fixa¢ny bod.

T. J. Anastasio [1] poukizal na nevyhody klasického modelu celo¢iselného radu a
navrhol model zlomkového radu pomocou Laplaceovej transformacie

R(s) Ti(smg+ 1)s¥

V(s) - s+ 1 ’ (5-1)

kde R(s) je Laplaceova transformécia rychlosti vybijania premotorickych neurénov
r(t) a V(s) je uhlova rychlost otacania hlavy v(t), 7 a 7 st konstanty modelu, ay je
rad zlomkovej derivicie na premotorickej drovni a «; je rad integracie v Anastasiovom

modeli.

Vztah medzi r(t) a v(t) ziskame pomocou inverznej Laplaceovej transforméacie rov-

nice (5.1). Zavedme

R(s)
G(s) = ,
(s) V)
kde G(s) je Laplaceova transforméacia g(¢). Uvazujme, Ze a; > aq
Tgsad—ai-l-l g¥d
G(s) = — —,
S+ T S+ T
a s vyuzitim (4.3) dostaneme
a;—ag—1 l a;—ayg l
g(t) = Tot™ El,ai_ad(__) + El,ai—ad-‘rl(__)'
1 !

Potom .
t(t) = / g(t —m)v(t)dr .
. 0
KedZe tkaniva svalov a klbov v celom pohybovom tstrojenstve sa spravaju ako visko-

elastické materialy, dynamika zlomkového radu moze byt vo vSeobecnosti vlastnostou

motorického systému.
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6 Geometricka interpretacia zlomkového kalkulu

Vo vSeobecnosti je zname, Ze integraly a derivéicie celo¢iselného radu maja jasna fy-
zikdlnu a geometricka interpretéciu, ¢o zna¢ne ulah¢uje ich vyuZitie na rieSenie pro-
blémov v roznych vednych oblastiach. V pripade zlomkovych integalov a derivacii to
vSak neplati. Od vzniku myS$lienky integracie a derivacie Tubovolného radu neexisto-
vala akakol'vek prijatelna geometricka a fyzikalna interpretécia tychto operacii. V tejto
Casti sa oboznamime s geometrickou a fyzikalnou interpretéciou podla I. Podlubného
(viz [11]).

Vezmime Riemann-Liouvillov zlomkovy integral (2.11) radu «

1

IR0 = g [ =) e (6.1)

a zapiSme ho vo forme

"igpe) = [ frdadn
. 0 (6.2)

gi(1) = T+ 1) {to‘ —(t— T)a:| :

Teraz uvazujme integral (6.2) pre pevnii hodnotu premennej t. Vezmime osi 7,9 a f.
V rovine (7, g) vykreslime funkciu g,(7) pre 0 < 7 < t. Pozdl7 ziskanej krivky budeme
"stavat plot" o mennej vyske f(7), takze horné hrana "plotu" je trojrozmerné krivka
(1,9:(7), f(7)), 0 < 7 < t. Tento "plot" moze byt premietnuty na 2 roviny (viz Obr.
6.1). Obsah oblasti premietnutia tohto "plotu" do roviny (7, f) odpoveda hodnote

integralu

“ﬁﬂszﬂva. (6.3

Oblast projekcie do roviny (g, f) odpoveda hodnote integralu (6.1) resp. (6.2).

Inymi slovami, tento "plot" vrhé& dva tiene na dve roviny. Prvy z nich, tiefi na rovinu
(7, f), je plocha pod krivkou f(7), ¢o je Standartnd geometrickd interpretacia integralu
(6.3). Tiei na rovinu (g, f) je geometrickd interpretéacia zlomkového integralu (6.1) pre
pevni hodnotu premennej ¢.

Je zrejmé, ze pre g,(7) = 7 st oba tiene totozné. To dokazuje, ze klasicky ur¢ity
integral je Specificky pripad Riemann-Liouvillovho zlomkového integralu dokonca aj

z geometrického hladiska.

S meniacim sa ¢ sa subezne meni aj dlzka a, v ur¢itom zmysle, tvar nagho "plotu".
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Pre ilustraciu je na Obr. 6.2 zobrazena zmena tvaru krivky "plotu" a na Obr. 6.3 je

vykresleny tien na rovine (g, f) pre rézne hodnoty ¢.

Obr. 6.1 "Plot" a jeho tiene ZL1Lf(t) a BEIS f(t) pre f(t) =t + 0.5sin(t), a = 0.75

Obr. 6.2 Proces zmeny zakladného tvaru "plotu", At = 0.5
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4 r ’___,,;_,;-""

LT

pre ®EISf(t),
5 medzi snimkami

\

Obr. 6.3 Snimky tiefiov "plotu" na rovine (g:(7), f(7))
f(t) =t +0.5sin(t), a = 0.75 s ¢asovym intervalom At = 0.

Vyssie popisana geometrickd interpretacia je v podstate zaloZena na pridani tretej
dimenzie ¢,(7) do klasickej dvojce 7, f(7). Ak vezmeme do tvahy 7 ako ¢as, potom
funkcia g;(7) moze byt interpretovana ako "deformovana" ¢asova gkala.

Vynélez diferencidlneho a integralneho kalkulu a jeho stcasné vyuzitie je hlavnym

dovodom, preco pokracujeme v uzivani homogénneho, rovnomerne plyniceho c¢asu.

Cas je vacSinou zobrazovany s vyuZitim casovej osi, kde geomtricky rovnomerné

intervaly ¢asovej osi odpovedaji rovnomernym casovym intervalom Obr. 6.4.

| | | | | | | | ¢

0 1 2 3 4 d 6 7

Obr. 6.5 Nehomogénna ¢asové os
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Tento predpoklad v8ak nemozno experimentom dokézat ani vyvratit. Je mozné me-
rat a porovnat dve dlzky geometrickych intervalov, pretoze si k meraniu dostupné
sticasne. Dva Casové intervaly vSak nemozu byt porovnané, pretoze nie si dostupné na

meranie alebo pozorovanie sucasne. G. Clemence napisal [6]:

"Meranie ¢asu je v podstate proces pocitania. Akykolvek opakujtci sa jav, ktorého

vyskyt mozno pocitat, je v skuto¢nosti mierou ¢asu."

Obr. 6.4 a 6.5 zobrazuju "tiky hodin", ktoré dokédzeme zaznamenat, iba obrazne.
Mozeme ich interpretovat, ako keby existovala akasi absolitna, alebo kozmickd Casova
0s, ku ktorej modzeme prirovnat individualny homogénny ¢as, reprezentovany nejakymi
"tikmi hodin".

Cely integra¢ny a deriva¢ny kalkul je zalozeny na matematickom (homogénnom,
rovnako tecticom) ¢ase. Bolo by velmi komplikované zmenit tento stav, pri¢om zatial
ani neexistuje ziadna alternativa ku klasickému kalkulu. Navyse to pravdepodobne ani
nie je potrebné. Mozeme si skratka uvedomit, ze klasicky kalkul poskytuje nastroje na

opis dynamickych vlastnosti kozmického ¢asu, ktory - podla fyzikov - je nehomogénny.

Mozeme povedat, Ze expanzia vesmiru znamena, Ze ani priestorova ani ¢asova mierka
nie je homogénna. Obe st dynamické. Pre opis nehomogénneho ¢asu moze byt pouzita
ideadlna homogénna ¢asova mierka. Tent pristup nie je novy. Uz bol pouzity v tedrii rela-
tivity pre popis skracovania ¢asovych intervalov. To znamené, Ze v skuto¢nosti st brané
do avahy dve ¢asové mierky stuc¢asne: ideélny, rovnomerne te¢tici ¢as a kozmicky (ne-
homogénny) ¢as. TakZe idedlny model rovnomerne te¢ticeho homogénneho ¢asu moze

byt povazovany za aproximéaciu kozmického casu.
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7 Vizualizacia zlomkového kalkulu

Vsetky grafy obsiahnuté v tejto praci boli vytvorené v programe MATLAB. Na CD
odovzdanom spolu s touto pracou sa nachadzaji m-funkcie vybranych funkcii z tabuliek
Tab. 2.1 a Tab. 2.2. V nich sa daji nastavit parametre danej funkcie a minimélna a
maximalna hodnota radu derivacie/integrace o (zaporné hodnoty a znadia integraciu).
Pod samotnym grafom je posuvnik, pomocou ktorého mézeme menit hodnotu o medzi
minimalnou a maximalnou hodnotou, pricom graf sa meni v redlnom c¢ase pri zmene
hodnoty «a. Tieto grafy by mali sluzit k TahSiemu pochopeniu problematiky zlomkového
kalkulu. Ako ukazka m-funkcie je na Obr. 7 zobrazena funkcia f(t) =ts o €< —2,2 >

2571 T

0.5

Obr. 7.1 Graf funkcie f(t) =t s nastavitelnou hodnotou o pomocou posuvniku
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ZAVER

V tejto praci sme opisali zakladné definicie zlomkového kalkulu, ktoré nasli svoje vyu-
zitie v roznych vednych oblastiach, ako napriklad teoria riadenia, teoéria viskoelasticity
alebo neurénovy model zlomkového radu. Tym to vSak nekonci. Zlomkovy kalkulus
stale nachadza nové oblasti k svojmu uplatneniu v praxi. V ramci prace boli vytvorené
krokové grafy zlomkovych derivéacii vybranych funkcii, ¢o moze pomoct k lepgiemu po-
chopeniu problematiky zlomkového kalkulu. Predstavili sme si zaklad metody zlomkove]
Laplaceovej transformécie a ukazali si nazorné priklady rieSenia linedrnych zlomkovych
diferencialnych rovnic. Pri ich rieSeni sa prejavila ako najuzito¢nejsia definicia Capu-
tového typu. Existuju rozne geometrické interpretéicie zlomkového kalkulu, pricom v
tejto praci sme sa zamerali na interpretaciu podla I. Podlubného. V nej sme si ukazali
vztah medzi zlomkovou a celo¢iselnou integréaciou a popisali si interpretaciu zlozky g(t)

ako nehomogénneho ¢asového meritka.
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