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ABSTRAKT

Préce je vénovana metodam feSeni standardnich tloh linearniho programovani. V teoretické
¢asti jsou popsany zakladni algoritmy pro feSeni necelociselnych uloh. VSechny algoritmy
jsou popsany nejdiive zcela obecné, nicméné pro jejich lepsi pochopeni neformalné. Na-
sledn¢ jsou demonstrovany na ptikladech, které jsou vypracovany dostatecn¢ podrobné na
to, aby byl ptipadny ¢tenai schopen fesit obdobné tilohy samostatné. Ve zcela stejném duchu
jsou pak popsany dvé zakladni metody pro feseni celociselnych uloh — metoda Gomoryho
fezl a metoda vétvi a mezi —, které jsou zalozeny na znalosti jejich necelociselnych fesSeni.
Prakticka ¢ast nabizi jednoduchy program s ptivétivym uzivatelskym prostiedi pro feSeni
uloh popsanych v teoretické ¢asti. Je urcen jednak k feSeni obdobnych uloh, ale ptedevs§im

ke kontrole samostatn¢ feSenych uloh, at’ jiz necelociselnych, tak celo¢iselnych.

Klic¢ova slova: (celociselné) linearni programovani (ILP, LP), simplexovy algoritmus, dua-

lita, dudlni simplexovy algoritmus, metoda Gomoryho fezli, metoda vétvi a mezi

ABSTRACT

The bachelor thesis is devoted to methods of solving of standard linear programming prob-
lems. The theoretical part contains descriptions of basic algorithms for non-integer problems.
All the algorithms are at first described generally, but in an informal way for the sake of
simple understanding. Then they are demonstrated by examples, which are elaborated in
such a detail, so that the reader should be able to solve similar problems individually. In a
similar manner two of the basic methods for solving of integer problems — Gomory’s cut
method and branch & bound method, which are based on the knowledge of their non-integer
solutions — are described.

The practical part presents a simple program with a user-friendly environment for solving
of the problems described in the theoretical part. It is intended for solving of similar prob-
lems and mainly for checking of results of individually solved integer or non-integer prob-

lems.

Keywords: (integer) linear programming (ILP, LP), simplex algorithm, duality, dual simplex

algorithm, Gomory’s cut method, branch & bound method
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UvVOoD

Linearni programovani se zacalo vyvijet ve 30. letech 20. stoleti béhem druhé svétové valky,
vyvoj byl zpocatku motivovany potiebou fesit slozité strategické problémy, souvisejici s ve-
denim valky, kde bylo snahou snizit celkové vydaje na provoz armady nebo zefektivnit jejich
vyuziti. Rychle rostouci povalecna ekonomika a rozmach primyslu zapficinil urychleni vy-
voje linearniho programovani, nebot’ mnoho priimyslovych odvétvi kladlo naroky na zefek-
tivnéni zavedenych postup, a to od logistickych problému, marketingu, rozvrhu investic az
po technologické procesy. Spolu s rychle se vyvijejici teorii linearniho programovani se roz-
Sifuje a zrychluje také vyvoj vypocetni techniky, ktera se hojné vyuziva pro feSeni danych
uloh. Tento vyvoj umoziluje fesit rozsahlé lohy ve stale krat§im case, coz dale vede k roz-
Sifovani oblasti vyuziti. Dnes je jiz linearni programovani vniméno jako standardni néstroj
optimalizace, a to nejen v prumyslu a armadé, ale i v mediciné, ekonomii, dopravé, teleko-
munikaci, marketingu a v celé fad¢ dalsich oblasti.

Za zakladatele této discipliny v jeji soucasné formé jsou obecné povazovani George Ber-
nard Dantzig, ktery v roce 1947 vytvofil a popsal simplexovou metodu a také piedlozil obec-
nou formulaci tlohy teorie linearniho programovani, a John von Neumann, ktery tentyz rok
zalozil teorii duality. Nicméng¢ jiz pfed nimi se mnoha aspekty linearniho programovani za-
byval fenomenalni sovétsky matematik Leonid Vitalijevic Kantorovi¢, ktery v roce 1975
ziskal spolu s ekonomem Tjallingem Koopmansem Nobelovu cenu za ekonomii, a to piede-
v§im za jejich ptispévek k teorii optimalniho rozdélovani zdroji, v niz maji tlohy linearniho
programovani zasadni vyznam.

Z historického pohledu je zajimavé, Ze sam Dantzig ve své knize [1] pfipousti, Ze kdyby
byly Kantorovi¢ovy ¢lanky brany od pocatku vazné, byl by patrné tehdejsi Sovétsky svaz
jak v teorii, tak 1 v praxi linearniho programovani daleko pred USA (podle jeho osobniho
odhadu pfiblizné€ o deset let); samoziejmé take diky mimotadné Kantorovicoveé matematické
erudici a talentu. Dnes je neuvéfitelné, Ze jeho pozoruhodna monografie z roku 1939 z ob-
lasti linedrniho programovani byla odmitnuta proto, Ze byla v ptikrém rozporu s marxistic-
kou ideologii.

Za zminku stoji 1 piinos ¢eské Skoly linedrniho programovani a opera¢niho vyzkumu. Co
se tyka specialné linearniho programovani, zmifime alesponl nékterd jména. Za nestora ¢eské
Skoly linedrniho programovani lze jisté povazovat prof. FrantiSka Nozicku. Z dalSich jsou to
napt. prof. Karel Zimmermann, prof. Jitka Dupacova ¢i doc Petr Lachout. Specialné k celo-

¢iselnému programovani piispél svétoznamy matematik ¢eského ptivodu prof. em. Vaclav
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(Vasek) Chvatal, ktery obohatil zejména metodu Gomoryho fezl. Jen pro zajimavost do-
dejme, ze posledné jmenovany je jeden z mala matematikli s ceskymi koteny, ktery ma
Erdoésovo ¢islo rovno 1.

Ackoliv je vznik celociselného linearniho programovani pozdéjsiho data, i ono ma sva
velka jména. Americky matematik Ralph E. Gomory formuloval v roce 1958 prvni matema-
ticky korektni kone¢nou metodu celociselného programovani. Jeho védecka draha je pozo-
ruhodné zejména tim, Ze — az na dva roky stravené ve funkci lektora na Princetonu — po
celou védeckou kariéru pracoval v primyslovych vyzkumnych centrech, predev§im u IBM.
To mu mj. umoznilo podilet se jako matematikovi specialistovi i na dvou vyznamnych fyzi-
kalnich objevech, které byly ocenény Nobelovou cenou.

Vyznamnou obecnou metodu vétvi a mezi, kterou lze pouzit také na nelinearni celoci-
selné ulohy, formulovaly v roce 1960 anglické matematicky Ailsa Landova a Alison Doi-
govda. Jejich metodu uvedl v Zivot roku 1965 americky teoreticky kybernetik R. J. Dakin !.

Specialni metody pro feSeni celociselnych uloh specifické struktury, zalozené na pokro-
¢ilych vysledcich teorie matic, jsou spojovany se jmény mad’arskych matematiki Dénese
Koniga a E. Egervaryho (Egerwarry).

V roce 1948, kdyz pracoval Dantzig pro US Air Force, vysla jeho prvni prace Program-
ming in Linear Structures. Kazda Cinnost letectva vyzadovala sviij ,,programm®, poc¢inaje
leteckym utokem, pies transport pum, az po distribuci kancelarského papiru. V tom smyslu
znamenalo slovo ,,programming‘ hledani optimalniho programu jakékoli vojenské aktivity.
TéhoZ roku navrhl Koopmans pro tuto ¢innost nazev ,linear programming®. O rok pozdéji
navrhl Robert Dorfman obecnégjsi pojem ,,mathematical programming®. Za vSechny tyto ter-
miny tedy vdécime paradoxné vojenskému Zargonu generalniho Stabu AF a nikoliv €islico-
vym pocitaciim nebo kybernetice. Nastésti pro matematiky pocitace zahy do téchto disciplin
masivné vstoupily, takze nemuseli hledat vhodnéjsi nazvy. Ostatné i na tom mél nemalou
zasluhu Dantzig, nebot’ byl mezi prvnimi, kdo se snazil pfemluvit generalitu v Pentagonu,
aby armada neprodlen¢ zacala investovat nemalé prosttedky do vyvoje Cislicovych pocitact.
O pozoruhodné historii se 1ze vice do€ist v [1] nebo v prvnim dilu knihy, kterou letmo zmi-

flujeme na str. 41.

! Tam, kde se ndm nepodafilo dohledat kiestni jména na webu, v citacich ani v originlnich ¢lancich, jsme byli
nuceni ponechat jen jejich inicialy.
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I. TEORETICKA CAST
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1 TEORETICKE ZAKLADY

1.1 Optimaliza¢ni aloha

Obecnou optimalizacni tilohu 1ze formulovat velmi jasn€ a srozumiteln€ i s minimem spe-
cidlni matematické symboliky a terminologie nasledovné. Je-li zadana realnd funkce real-

nych proménnych f: M — R, je tfeba nalézt takové x, € M, ze f(x,) = max f(x), resp.
X
fxo) = H‘IEIA{II f (x) (hodnoty extrémii). Tedy hledame takové x, € M, v némz nabyva funkce
X

f své nejvéEtsi, piip. nejmensi hodnoty. Obvykle nds zajima jak hodnota x,, tak 1 hodnota
extrému, v ojedinélych ptfipadech pouze nékterd z nich. Obecné vSak hodnota x, nemusi
vibec existovat, anebo jich naopak mize existovat 1 vice. Za této situace se optimalizacni

uloha obvykle rozpadé na dvé podulohy:
(a) overit, zda extrém existuje, prip. kolik existuje bodii z M, v nichz je extrém dosazen;
(b) pokud extrém existuje, tento extrém nalézt spolu s body, v nichz je extrému dosazeno.

Samoziejmé ulohy (a) i (b) zavisi jak na struktufe mnoziny M, tak také na tvaru funkce f.
Odtud plyne, ze v kazdém konkrétnim ptipadé je tfeba pouzit, event. vybudovat specifické
matematické metody a postupy, které jsou vhodné k jejich feSeni.

Velmi specifické optimalizacni ulohy tesi tzv. operacni analyza, resp. vyzkum. Tento
obor Ize (aspont velmi piiblizn¢) charakterizovat jako oblast aplikované matematiky, ktera
se vénuje feSeni ekonomickych, logistickych, organizaénich ¢i dokonce vojenskych tloh.
Praktické aplikace rovnéZ na mnoha mistech ovlivnily 1 jeji terminologii. Napf. o optimali-
zované funkeci f'se obvykle hovoii jako o #celové funkci. Zv1astni soucasti operacni analyzy
jsou pak #lohy linedarniho programovdni (dale obvykle jen LP). Linedrni programovani je
s mnoha svymi modifikacemi a roz$ifenimi velmi rozséhlou oblasti. Zde se budeme zabyvat
v podstaté jen nejzakladnéjSimi tlohami LP a metodami jejich feSeni.

Co se tyka vyse zminénych ukoll (a) a (b), 1ze fici, Ze 1épe na tom jiz LP ani nemuze byt.
Ptedné je pln€ vyfeSena otazka (a). Zname piesné strukturu mnoziny M a zname i presné
mnozinu téch jejich bodi, v nichz je dosaZeno extrému, a jaky je jeji tvar. Dasledkem této
skutecnosti je pak to, ze tlohu (b) lze fesit pfimo algoritmicky. Pfitom algoritmus nejenze
najde body optima, ale rovnéz indikuje, kdy optimum neexistuje, Cili zpétné odpovida i na

otazku (a). V této praci budeme uvazovat pouze klasicky a historicky prvni tzv. simplexovy
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algoritmus, ptip. simplexovou metodu. Pochopiteln¢ dnes jiz existuje mnoho variant a vy-
lepSeni tohoto algoritmu, jakoz i dalSich algoritmi, jez pracuji na odliSnych principech [12].
Z hlediska toho, jakym zpusobem je specifikovana mnozina M, na niZ je optimalizace

provadéna, se nékdy uvadi nasledujici ¢lenéni optimalizacnich uloh.

Uloha hledani volného extrému. V takovémto typu tiloh je mnoZzina M chapana jako pii-
rozeny defini¢ni obor funkce f, piipadné jeho vhodna podmnozina, a Zadna dalsi omezeni se
na mnozinu M nekladou. Tyto tlohy staly na samém pocatku vyvoje moderni matematiky,

zejména infinitesimalniho poctu.

Uloha hledéni vazaného extrému. Na rozdil od piedchozi ulohy, je hledani vazaného ex-
trému zuzeno na urcitou podmnozinu defini¢niho oboru funkce. To znamend, Ze hledame
extrém pii splnéni dodate¢nych podminek, které maji tvar rovnosti. Tyto rovnosti jsou pak
nazyvany vazbami ulohy, pti¢emz jejich pocet je mensi nez pocet samotnych proménnych.

Hledame tedy extrém funkce

f(xg, ey x0) (1.1)
za podminek

gi(x1, ., %) =0 (1.2)

i=1...m<n (1.3)

Problematika hledani vazaného extrému tvoii jednu z nejrozsahlejsi ¢asti operacniho vy-
zkumu a tou je matematické programovani. Jeji prvopocatky vSak souvisely z velké Casti
s feSenim problémi klasické mechaniky. Ulohy tohoto typu vedly mj. ke zna¢né univerzalni

a obecn¢ znamé metod¢ Lagrangeovych multiplikatord.

Uloha s omezenimi ve tvaru nerovnosti. Tyto ulohy zdsadnim zptisobem zobecnuji pied-
chozi typ uloh, nebot’ omezujici podminky jsou obecné ve tvaru nerovnosti, pti¢emz jejich
pocet neni nijak vazan poc¢tem proménnych. Uloha mé pak nasledujici tvar.

Hledame extrém funkce

f(xqg, o, xn) (1.4)

za podminek
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9i(x1, i, x) =0, i=1,...,m (1.5)

x=20, j=1..,n (1.6)

Jak dale uvidime, Glohy LP maji nej¢astéji tvar (1.4)—(1.6), ptip. (1.1)—(1.3) s dodatecnou
podminkou nezapornosti viech proménnych. Ulohy tohoto typu vedly mj. k rozvoji zobec-
néni metody Lagrangeovych multiplikatort. Tato metoda je zalozena na splnéni tzv. Kuhn-
Tuckerovych podminek. Bod, ktery splituje Kuhn-Tuckerovy podminky, se nazyva sedlo-
vym bodem. Zékladnim vysledkem je zde tzv. Kuhn-Tuckerova véta o sedlovém bodu, ktera
tvrdi, ze optimum lezi v sedlovém bodu, prave kdyz je tento bod nezéporny. Tim je optima-

liza¢ni tloha pfevedena na tlohu hledani nezaporného sedlového bodu.

Je ztejmé, ze z Ciste€ teoretického hlediska by bylo mozné ulohy LP fesit vySe uvedenymi
metodami, nicméné jejich feseni by bylo zdlouhavé a neefektivni. Zejména valecné a na-
sledné primyslové potieby, které vyzadovaly feSeni rozsdhlych uloh, si vynutily specifické

a podstatné efektivnéj$i metody feSeni tloh LP.

1.2 Modelové ulohy linearniho programovani

V tomto odstavci struéné popiSeme nékolik typickych tloh LP, z nichZ budou patrny
vSechny zékladni rysy obecné tlohy LP. Jejich vybé&r je pouze tradi¢ni, nikoli ov§em repre-
zentativni, nebot’ tento seznam by byl dnes velmi rozsahly. Z téch tloh, které zde nemlZeme
uvest, zmifime napft. ty, které vznikaji v souvislosti s teorii her, zejména maticovych, nebo
ulohy, vznikajici v ramci feSeni grafovych problémil. Zejména posledné€ jmenované ulohy
maji Casto technické aplikace, a tedy ulohy LP maji dnes i mnoha diametralné odli$na uplat-

néni nez jen ekonomicka a logisticka.

Dopravni dloha. Tato uloha, standardn€ rovnéz nazyvana dopravni problém, je historicky
prvni, kterd byla formulovana jako problém LP a kterd stimulovala cely jeho rozvoj. Je
ovsem stale aktudlni. Uvedeme jeho nejbéznéjsi popis.

Je m dodavatelll a n odbératelii urcitého produktu. Kazdy dodavatel ma k dispozici a; >
0 (i =1, ..., m) jednotek produktu a kazdy odbératel naopak poZzaduje b; (j = 1, ...,n) jeho
jednotek. Dale jsou znamy ceny ¢;; = 0 za prepravu jednotky produktu od i-t¢ho dodavatele

k j-tému odbérateli. Ukolem je stanovit piepravni plan tak, aby
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- kapacity vSech dodavateli byly vycerpany a soucasné pozadavky vSech odbératelt

byly uspokojeny;
- celkové ndklady na dopravu byly minimalni.

Piepravni plan je zfejmé€ pln€ popsan hodnotami x;; = 0, kter¢ urcuji, kolik jednotek pro-
duktu je pfepraveno od i-t¢ho dodavatele k j-tému odbérateli. K jejich optimalnimu urceni
jsou tyto hodnoty chapany jako proménné.

Prvni pozadavek vede ke dvéma typlim podminek. Pfedné k platnosti evidentni bilanéni

rovnice

i=1a; = X1 b;. (1.7)

Tato rovnost je predpokladana, ale neni nasledné soucasti formulace vlastni optimaliza¢ni
ulohy. Pokud je uvedena rovnice splnéna, hovoiime také podrobné&ji o vyvdzené dopravni
uloze. Zadruhé musi byt splnéno m rovnic 2?:1 x;j = a;, kter¢ fikaji, Ze kapacity vSech do-
davateli jsou kompletné rozvezeny a n rovnic };iZ, x;; = bj, které stanovi, Ze poptavky
vSech odbérateld jsou plné uspokojeny. Celkové nadklady na dopravu vyjadiuje ucelova
funkce f(x) = XiZ; Xj=1 CijX;j, coZ je linearni funkce vSech svych proménnych.

Druhy pozadavek miizeme nyni zapsat jako nasledujici #lohu minimalizace:

min (f(x)) = min (I, I, ¢;;x;;)

;'lzl xij = a;, i = 1, e, m (18)

YRhixj=b, j=1,..,n

XUZO, i=1,...,m, j=1,...,n

Plati, Ze uloha (1.8) ma feseni, pravé kdyz je splnéna rovnice (1.7), viz napft. [1, 3].
Nicméné¢ lze tesit rovnéz ulohu nevyvazenou, a to s pomoci jistych ,,umélych* krokda, které
ji prevedou na tlohu vyvazenou. Ulohu (1.8) Ize samoziejmé fesit jiz zmindnym a univer-
zalnim simplexovym algoritmem. Nicméné diky velmi specifické struktufe dopravni tlohy
vznikly jiz brzy po jeji formulaci specialni algoritmy, které dokazi fesit tuto ulohu podstatné
efektivnéji. Jeden z nejznaméjsich algoritmi je podle svych duchovnich otct D. Koniga a E.

Egervaryho nazyvan obvykle mad’arskou metodou.
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SméSovaci uloha. Tyto lohy maji Sirokou Skalu uplatnéni a zahrnuji vskutku michani nej-
ruzngjSich smési tak, aby spliiovaly predepsané minimalni pozadavky, a ptitom mély i mi-
nimalni cenu. Jedna se napf. o krmné smési s predepsanou minimalni nutri¢ni hodnotou,
palivové smési s minimalnim stanovenym oktanovym cislem ¢i smési medikamenti s mini-
malnim pfedepsanym mnozstvim bazalniho 1é¢iva. Na tyto tlohy lze ale ptevést napf. i pro-
blém minimalizace odpadu pfi vyrobé nebo rozhodovani o velikosti pldnovanych investic.
Obecn¢ mame k dispozici m surovin, pifi¢emz kazda surovina obsahuje n slozek v raz-
nych mnoZstvich. Oznac¢ime a;; mnozstvi j-t€ slozky v jednotce i-t€ suroviny (i =1, ...,m,
j = 1,...,n). Dile zndme ceny c; za jednotku i-té suroviny. Kone¢n¢ b; oznacuji pfedepsana
(celkovd) minimalni mnozstvi jednotlivych slozek ve smési. Pokud budou proménné x; zna-
menat celkova mnozstvi surovin ve smési, potom nalezeni slozeni smési s minimalni cenou

bude odpovidat nasledujici minimalizacni uloze:

min (f(x)) = min (I, ¢;x;)

Zﬁl aijxi = b], ] =1,..,n (19)

Uloha miize obsahovat i néktera dalsi omezeni, ale pro nase G&ely je tvar (1.9) postatujici.

Uloha vyrobniho planovani. Tuto Glohu popiseme nejdiive pokud mozno co nejobecnéji,
ponévadz pravé na ni 1ze pfevést velmi Sirokou tfidu problémul nejrozlicngjsich ekonomic-
kych interpretaci. Kromé toho s vyhodou vyuzijeme jeji tvar v souvislosti se simplexovym
algoritmem — napft. proto, ze v simplexové tabulce, ktera je jeho grafickym vyjadienim, au-
tomaticky obdrzime jednotkovou bazi a prave tento tvar budeme povazovat (aspoil pro nase
ucely) za zékladni tvar Glohy LP. Tato uloha ma rovnéz nejbliZe k celoc¢iselné uloze LP.
Vyrobce produkuje n riznych vyrobki, pficemz k jejich vyrob¢ ma k dispozici m ome-
zenych zdrojh. Pfitom pojem zdroje je zde chdpan velmi obecné (zdroji mohou byt skladoveé
zasoby primdrnich surovin, pracovni sily, energie, kapacity vyrobnich linek atd.). Vyrobni
plan je pIn€ popsan nezapornymi hodnotami x; (i = 1, ..., n), kde x; urcuje pocet i-t¢ho vy-

robku. Dale cenu i-t€ho vyrobku oznacime c;. Hodnota b; oznaCuje dostupné mnozstvi j-
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t¢ho zdroje (j = 1, ..., m). Nakonec a;; znaCi mnozstvi j-t€ho zdroje, které je potiebn¢ k vy-
robé¢ jednoho kusu i-t¢ho vyrobku. Potom tlohu nalezeni optimalniho vyrobniho planu lze

zapsat jako ulohu maximalizace celkového zisku vyrobce:

max (f(x)) =max (X, cix;)
Z?:l aij X < b], ] = 1, ., m (110)

x>0, i=1..,n (1.11)

Ke zcela ptirozenym podminkam (1.11) se zejména v piipadée ulohy (1.10) pridavaji jeste
nekteré dalsi, které blize specifikuji obory hodnot proménnych x;. Jedna se pfedevsim o po-
zadavek, aby byly hodnoty x; celo¢iselné: x; € Z. Pokud vyrobce vyrabi velké série lacinych
vyrobki, potom obvykle staci ziskané hodnoty x; zaokrouhlit smérem dold, pfiCemz zisk
f(x) = XY=, cix; vyrobee se zméni jen minimalné. Pokud je ov§em vyrobcem napft. zbro-
jatsky koncern, ktery vyrabi spiSe mensi série velmi drahych zbraiiovych systém, pak zacne
byt poZzadavek celociselnosti mimotfadné zasadni — jinak kompletnimu tanku nemtiZe chybét
hlaven, stihacce jeden ze dvou motort ¢i jeden z nékolika kulomett atp. Jindy jsou motivace
k feSeni celocCiselnych tloh velmi pragmatické, napt. tehdy, kdyZ vyrobce mize dodavat
pouze jednotliva baleni vyrobku.

Nakonec uvedeme jeden ptiklad na tlohu (1.10) a kratce tim budeme demonstrovat me-
todu grafického Feseni Gloh LP. Ulohy, které Ize takto fesit, jsou viceméné banalni povahy
a sotva jimi vyfeSime skute¢né podstatné problémy. Maji vSak svou heuristickou a pedago-
gickou hodnotu. Umozni studentovi, ptip. budoucimu uZzivateli metod LP ziskat jistou pied-
stavu o tvaru mnoziny, na které se optimalizace provadi (mnohdy pouze konvexni polyedr),
o tvaru mnoziny bodt, v nichZ se mohou vyskytovat extrémy (krajni body, ¢i hrana, event.

celé sténa tyto body obsahujici), nebo o tom, kdy je, pfip. naopak neni tiloha feSitelna.

Ukazka grafického reSeni ulohy LP. Tovarna vyrabi dva druhy granuldtu pomoci dvou
strojii v jednosménném osmihodinovém provozu. Technologicky proces vyroby obou druht
granulatu vyzaduje zapojeni obou strojii do vyroby kazdého z nich. Vedeni firmy pozaduje
optimalizovat rozvrh smény tak, aby byl zisk smény co nejvyssi. Pro vyrobu 1 tuny prvniho
granulatu je zapotiebi 1 hodiny béhu stroje prvniho a dalSich 3 hodin stroje druhého, pro 1

tunu druhého granulétu je potfeba 3 hodin behu prvniho stroje a 2 hodin stroje druhého.
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Konec¢né cena jedné tuny prvniho granulatu je 2 000 K¢ a druhého 3 000 K¢. Ve zapiseme

do nasledujici tabulky:
Granulat ¢.1 Granuldt ¢.2 Délka smény
Stroj¢.1 1 hodina 3 hodiny 8 hodin
Stroj ¢.2 3 hodiny 2 hodiny 8 hodin

Obr. 1. Grafické zobrazeni dat ulohy LP — mnohdy formou tabulky

Abychom nemuseli pfizpisobovat métitko, bereme za ménovou jednotku 1 000 K¢, na feSe-
ni ulohy to zfejmé nemd Zadny vliv. Oznacuji-li x; a x, vyrobena mnoZstvi jednotlivych
granulatt, vyjadiuje funkce f(xq,x,) = 2x; + 3x, zisk béhem jedné smény. Vyjadiime-li
pozadavky na omezeni ¢asovych kapacit stroji ve tvaru nerovnosti, obdrzime nasledujici

optimaliza¢ni ulohu:

max (f(xl,xz)) = max (2x; + 3x;)

x1+3x, <8 (1.12)
3x; +2x, <8
X1, =0 (1.13)

Na obr. 2 je zobrazena mnozina M, ktera je vymezena podminkami (1.12) a (1.13).

X
Z=2x;+3x, |\
~o Maxinum ticelové funkce
~ :
~
T ~
\\ ~ \
— S\
D [0; 8/3] N\
S C[8/7;16/7]
N T
~ ~
~ —
~ —
~ —
~
/ ~ T
~ —
~ —
M ~ —
~ —
~ T —
~
~ T
~ —
~ ~_
b ~ - Xy
Al0;0] BI&/3;00 5 N T
-

Obr. 2. Ilustrace grafického reseni ulohy LP
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Jestlize nyni do obrazku zobrazime ptimku 2x; + 3x, = ¢ pro dostate¢né velké ¢ > 0,
pak bude lezet nad M a bude s ni mit prazdny prinik. Bude-li se nasledné tato ptimka pohy-

bovat proti sméru svého gradientu, bude se ¢ spojité zmensovat, dokud se piimka nedotkne

.. y 8 16 - . y . .
mnoziny M v bod¢ C = (; ; 7). V tomto bod¢ je pak evidentné dosazeno maxima funkce

f (x4, x,). Kompletni feseni lze shrnout takto:

max (f (1, %)) = £ (5,5) =2.2+3.2 =2 ~9,1429 [tisice K¢]

X1 +3x, <8 — g +3 .1—76 =8  — podminka je splnéna jako rovnost
31 +2x, <8 — 3 .g + 2 .1—76 =8 — podminka je splnéna jako rovnost
X1, X, =2 0 — podminka nezapornosti je splnéna automaticky

To, co nas pochopiteln¢ zajima nejvice, uvadi prvni fadek: za stanovenych omezeni lze do-

cilit maximalniho zisku za jednu sménu piiblizn€ 9 143 K¢.

1.3 Formulace zakladni alohy linearniho programovani

Ulohy z predchoziho oddilu ndm nyni umoZituji provést prosté pozorovani, na jehoz zékladé
jsme schopni formulovat Glohu LP naprosto obecné. Pifedné kazda z optimalizovanych
funkei v ulohach (1.8)—(1.10) je linearni. AvSak rovnéz tak vSechna omezeni, at’ jiz ve tvaru
rovnice €1 nerovnice, jsou linearni. Kromé toho nelze vyloucit ani moZnost, zZe pfima inter-
pretace ulohy vyzaduje néktera omezeni ve tvaru nerovnosti, jind ve tvaru rovnosti. V dal§im
uvedeme obecnou ulohu LP formalné¢ [2, 3, 8].

Obecnou ulohu LP, ptip. tilohu ve smiSeném ¢i kombinovaném tvaru lze zapsat nasle-
dovné. Jsou-li a;j, b;,c; € R dana Cisla, i € {1,...,m}, j€{1,..,n}a @ #1,I; €1 jsou

disjunktni podmnoziny (nikoli nutné neprazdné), pak poZzadujeme

max ( X7-; ¢;x;), resp. min (X7, ¢x;) (1.14)
Z;'l=1 aij Xj < bi’ [ € Il (115)
Z;'l=1 aij Xj > bi’ [ € 12 (116)

Z;'lzl aij Xj = bio iel \ (11 U 12) (117)
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x 20, je{l,..,n} (1.18)

Linearni funkei f(x) = f(xy, ..., X,) = Xj=1 ¢jx; nazyvame standardné ucelovou funkci.
Pozadavky (1.15)—(1.17) jsou strukturdlni omezeni, ptip. podminky. Pozadavek (1.18) je
pak podminkou nezapornosti.

V souladu s béznymi zvyklostmi se ucelova funkce z = f(xq, ..., X,) = X1 ¢;X;, prip.
jeji hodnota oznacuje prosté jen ,, z *“; podobné napt. optimalni hodnotu tcelové funkce bu-
deme vzdy znacit ,, Z “ (v tabulkach je obvyklé pismeno L). Protoze nemuze dojit k nedoro-
zuméni, budeme zde tuto konvenci hojné vyuzivat.

K uvedenym podminkam (1.15)—(1.18) se kladou i n¢které dalsi, tzv. nutné podminky.
celociselne hodnoty: x; € Z pro j = 1, ...,n. Jinym z t€chto poZadavku je napt. podminka,
aby byly proménné logického typu, neboli x; € {0,1}, j = 1, ..., n. Konecné nékteré ulohy
ze své podstaty vyzaduji, aby nezaporné byly pouze nékteré proménné. Z tohoto pohledu je
pak nutnou podminkou i poZadavek, aby proménné ze stanovené jejich podmnoZziny mohly
nabyvat obecné libovolnych redlnych hodnot. Tento vycet je samoziejmé velmi netplny.

Mnozinu M vektori x € R", které vyhovuji podminkam (1.15)—(1.18), nazyvame mno-
Zinou pripustnych rFeSeni (ulohy LP). JiZ nyni je zfejmé, Ze mnozina M je uzaviena a kon-
vexni. Rovnice (1.17) vyjadiuji nadroviny a nerovnice (1.15), (1.16) a (1.18) vyjadiuji uza-
viené poloprostory. Mnozina M je tudiz prinikem konvexnich uzavienych mnozin. Jednim
z nejdulezitéjSich tkola teorie LP bylo uplné popsani jeji struktury. Ukazuje se totiz, zZe
prave struktura M je u tloh LP mnohem 0Zeji svazana s alokaci a existenci optima, neZli je
tomu u obecné optimaliza¢ni tlohy, kde jsou ¢asto mnohem podstatnéjsi vlastnosti optima-
lizované funkce f: M — R (napf. diferencovatelnost atp.).

Hlavnim cilem tohoto odstavce je klasifikace tloh LP, pficemz vyjdeme z obecné ulohy
LP. OvSem musime byt schopni vyjadfit tlohu v tzv. maticovém tvaru. A k tomu zase po-

ttebujeme pravidla, ktera nd&m umozni ptevod obecné tlohu (1.14)—(1.18) na jednotny tvar.

Pravidla pripustnych transformaci uloh LP

(1) Kazdou maximalizacni Glohu Ize pievést za stejnych omezeni na ilohu minimalizacni

a naopak pomoci rovnic

—maxf(0) = min(-f(0),  —min f(x) = max(~f(x)),
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pfi¢emz tyto rovnice plati vzdy, pokud jeden z extrému v nich existuje.

(2) Omezeni (1.17) ve tvaru rovnosti miizeme nahradit dvéma soucasn¢ platnymi nerovni-

: n n
cemi Y7_q a;; X < b; a Yj_; a;; xj = by, resp.

n
2j=1aij % < by

Jea(—ai) 5 < —b;

(3) Omezeni (1.15) ve tvaru nerovnosti pfevedeme na rovnost doplnénim levé strany o ne-
zapornou proménnou u; = 0 pro i € I; na tvar

n —
j=1 aij x]' + u; = bi'

Proménné u; jsou k piivodni uloze dodany navic a nazyvaji se dopliikové, resp. skluzové,
ptip. téz pFidatné (napt. v tloze (1.10) bychom mohli tyto proménné interpretovat jako re-
zervy ve zdrojich). Je dilezité dodat, Ze pokud dopliikové proménné potiebujeme, nijak se
tim nezméni ucelova funkce, ponévadzZ by v ni mély formalné tyto proménné nulové koefi-

cienty.

(4) Posledni pravidlo doddvame spiSe pro uplnost. Pokud bychom museli u nékteré pro-
ménné x; pozadovat, aby mohla nabyt jakékoli redlné hodnoty (nikoli jen nezaporné), po-
staci vyjadfit ji jako rozdil dvou nezapornych proménnych: x; = xj+ — x; . V tomto piipadé
by se ucelova funkce i vSechna omezeni musela zménit substituci tohoto rozdilu do kazdého
explicitniho vyskytu x;. Hodnoty x;, xj+, x;” mezi sebou nemaji jednoznacny vztah, zjevné

to ovSem nemuze mit Zadny vliv na feSeni plivodni tlohy.

Je dulezité si uvédomit, ze — na rozdil od pravidel (1), (2) a (4) — pravidlo (3) neni ekvi-
valentni v tom smyslu, Ze ptivodni uloha ma feseni, prave kdyz ma feSeni uloha transformo-
vand. Nicméng transformovand uloha vzdy indikuje, zda ma feSeni uloha piivodni a pokud
ma, pak je jejim feSenim ¢ast feSeni Glohy transformované. Kromé toho, kazdé z uvedenych
pravidel (2)—(4) zvétsuje dimenzi tlohy bud’to na stran¢ proménnych, anebo na stran¢ poctu
omezeni, coz ovSem pii dneSnich moznostech vypocetni techniky neni obvykle zasadnim
problémem (ale i nyni nikoliv bezvyhradn¢).

Jiz vime, Ze kazdou smiSenou ulohu LP miizeme pievést napt. na nasledujici tvar (pfip.

pfi zvétSeni poctu proménnych a omezeni):
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max (X %))
Z;-l=1 aij X] < bio i € {1, ,m} (119)

x; =20, je{l,..,n}

Tuto tlohu nyni pfepiSeme do maticového tvaru. Upozornéme, ze v LP je obvyklé upied-
nostnovat sloupcové vektory pied fadkovymi. Divod je jednoduchy: vyhneme se pii zapisu
a odvozovani nadbyte¢nym transpozicim, byt se jim nelze vyhnout zcela. Ozna¢me po-

stupné
i1 - Qup b, €1 X1 0
Am1 = QAmn bm Cn Xn 0

Potom tloha (1.19) dostane nasledujici velmi jednoduchy tvar, ktery ve zbytku prace bu-

deme povazovat za prioritni:

max (cTx)
Ax < b (1.20)

x>0

Matici A nazyvame matici (koeficientit) ulohy, vektor c je vektor cen a vektor b je vektor
omezeni. Uloha (1.20) se &asto oznaduje jako zdkladni tiloha LP (ve tvaru nerovnosti). Di-
vody jsou patrn¢€ dva. Pfedné je tato tloha ptesné ve tvaru velmi frekventované tlohy vy-
robniho planovani (1.10). Zadruhé vzhledem k jeji ekonomické interpretaci 1ze mnohdy
predpokladat, Ze vSechny prvky matice A i1 vektory b a ¢ jsou nezaporné. Pak je mnoZina
ptipustnych feSeni v R™ uzaviena a omezena, tudiz kompaktni, a spojita uc¢elova funkce na
ni musi nabyt maxima (lze dokazat, ze mnozina piipustnych feSeni bude mit v takovém pfi-
padé velmi specificky a jednoduchy tvar konvexniho polyedru [3, 8, 12]).

Pochopitelné v zavislosti na potiebach fesitele, 1ze na zakladni Glohu ptevést beze zmeény

jeji dimenze kteroukoliv z néasledujicich maximaliza¢nich, resp. minimaliza¢nich tloh:

max (c'x), Ax>b, x>0

min (¢'x), Ax>b, x>0 (1.21)
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min (¢"x), Ax<b, x>0

Zasadni vyznam v LP ma maximaliza¢ni iloha ve tvaru rovneosti, v niz matice omezeni
obsahuje sloupcovou jednotkovou bazi. Pak hovotime, Ze je #loha v kanonickém tvaru.
Ulohu (1.20) pfevedeme na kanonicky tvar jednoduse tak, e ptivodni matici omezeni A
doplnime o jednotkovou submatici I,,, fddu m a do vektoru pfipustnych feseni pfidime m

dopliikkovych proménnych. Tim ulohu (1.20) ptevedeme na nésledujici kanonicky tvar:

max (cT%)
- b (1.22)

X
>0

=

e

Pritom A = (All,) a X = (X1, o) Xy X1y oo Xt )~ Kd€ X1, eoe s Xy jSOu doplitkové
proménné. Proménné xq, ..., x,,, které odpovidaji ptivodni tloze (1.20), se v této souvislosti
nazyvaji zakladni proménné.

Uloha (1.22) ma mnoho uZiteénych vlastnosti. Co se tyka teorie, mnoho obecnych vy-
sledkt je odvozeno pravée pro tlohu (1.22), pfi¢emz ne vSechna pro nas dilezita tvrzeni plati
rovnéZ pro Ulohy ve tvarech (1.20), resp. (1.21). Pro praxi je pak podstatnd zejména ta sku-
te¢nost, Ze v tloze (1.22) lze provadét elementarni fadkoveé Gpravy s jejimi omezenimi, aniz
by se zménila mnoZina ptipustnych feSeni. Pravé této skute¢nosti vyuziva s vyhodou sim-
plexovy algoritmus.

Nakonec ptipojme kratce popis dvou specidlnich tloh s nutnymi podminkami, z nichz

feSeni prvni je hlavnim cilem této prace.

Celociselna tloha LP. V mnoha ptipadech vyZaduje sama podstata tilohy, aby (alespoi
n¢kter€) proménné nabyvaly jen celoCiselnych hodnot; necht’ pro jednoduchost x; € Z pro

j =1,...,n. Tato podminka pfibude k ostatnim omezenim kterékoliv z tloh (1.20)—(1.22),
pfi¢emz zpisobi to, Ze feSeni takové ulohy bude leZet uvnitf mnoziny pfipustnych feSeni
ulohy, kterd tato omezeni nema. Podstatné ovSem je, Ze v zavislosti na poloze nadroviny,
ktera reprezentuje ucelovou funkcei (pfesnéji na sméru gradientu ucelové funkce, ktery je na
ni kolmy), nemusi optimalni feSeni leZet v nejbliz§im celociselném okoli necelo¢iselného
feSeni. Pouhym zaokrouhlenim se hodnota ucelové funkce pfili§ zménit nemusi, mtize vSak

byt daleko od hodnoty v optimalnim celo¢iselném feseni.
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Je zfejmé, ze metody vyvinuté pro feSeni necelociselnych tloh nejsou dostatecné. Proto
se zacala rozvijet teorie i metody specidlni, a to az do té miry, ze vznikla celd samostatna
disciplina zvana celociselné linedrni programovdani. Dale zde popiSeme jeho dvé standardni
metody, které vychazeji z neceloCiselnych teseni: metodu (Gomoryho) iezit (také nazyva-

nou metoda se¢nych nadrovin) a metodu vétvi a mezi.

Binarni aloha LP. Jest¢ vice specializovanou tiidou celociselného programovani jsou bi-
ndrni tilohy, tj. Glohy, které maji logické proménné: x; € {0,1} pro j = 1,...,n. V tomto
ptipad¢ je podminka nezépornosti ziejmé redundantni. Pfikladem muze byt napft. tzv. pFiia-
zovaci problém, ktery je specidlnim piipadem dopravni Ulohy (1.8), ackoliv obvykle ve
formé maximaliza¢ni Glohy. V této Gloze je m = n a a; = b; = 1 pro vSechny hodnoty in-
dextiiaj:

max (X7, Xy cijxij)

Z}l=1 xij =1,

n — i § —
Yimixii =1, L,j=1,..,n

xl-j=0,1, i,j=1,...,n

Tato tloha ma ¢tvercovou matici s vyraznou blokovou strukturou, a tudiZ neobsahuje
jednotkovou sloupcovou bazi, jako je tomu u kanonického tvaru (1.22). Ackoliv bychom ji
1 pfesto mohli fesit obecnymi metodami celociselného LP, bylo by toto feSeni nesmirné téz-
kopadné a u rozsahlych uloh dokonce neschiidné. Nicmén¢ prave struktura matice umoznila
vyvinout nesrovnatelné efektivnéjsi algoritmy pro feSeni této ulohy, které jsou ovSem zalo-
Zeny na zcela jinych matematickych principech nezli vySe zminéné obecné metody, totiZ na
kombinatorickych vlastnostech matic. Teoretické zaklady k témto metoddm poskytli jeste
pied samotnym vznikem LP mad’ar§ti matematikové E. Egervary (Egerwarry) (1931) a D.
Konig (1936).

K interpretaci této ulohy odkazujeme napt. na [1, 2, 12].

1.4 Zakladni vlastnosti Glohy linearniho programovani

V tomto oddilu uvedeme vSechna tvrzeni, ktera jsou potiebna k algoritmickému feSeni tloh
LP, tj. k simplexové metod€. VSechny zde uvedené véty l1ze nalézt ¢asto v tplnéjSim a kom-

plexné¢jSim tvaru, a to i v¢etné ditkazii, v [3, 8, 12], n¢které pak rovnéz v [1].
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VSechna tvrzeni jsou formulovana pro obecnou ulohu ve tvaru rovnosti, spec. tedy
pro ulohu (1.22), na kterou se budeme odkazovat jednoduse jako na ,,ulohu LP*. Pokud bu-

dou tvrzeni platit rovnéz pro tlohy (1.20) a (1.21), a bude-li to vhodné, upozornime na to.

Véta 1. (a) Mnozina pripustnych reseni ulohy LP je uzaviena a konvexni a ma konecny
pocet krajnich bodu.

(b) Ma-li uloha LP optimalni resSeni, potom alespon jedno optimdalni resent je krajnim bo-
dem mnoZziny pripustnych reseni.

(¢) Pokud je mnoZina pripustnych reseni omezena, je mnozina vSech optimalnich reSeni
konvexnim obalem mnoziny vSech téch optimalnich resent, kterad jsou krajnimi body mnoZiny

pripustnych reSeni.

Véta 1 netika nic jiného nezli to, ze pfi hledani optima ulohy LP se 1ze omezit vyhradné
na krajni body mnoziny ptipustnych feseni, kterych je vzdy konecny pocet. Tato véta plati
v plném rozsahu rovnéz pro tlohy (1.20) a (1.21).

Rmxn

Obvykle se rovnéz predpokladd, Ze hodnost matice A € ulohy (1.20) mé plnou

fadkovou hodnost, tj. jeji hodnost je rovna po¢tu omezeni:

h(A) = m (1.23)

Podminka (1.23) tika, ze ze sloupcti matice A lze vybrat m sloupcii, jeZ jsou linearné neza-
vislé, ¢ili tvoti bazi, kterou lze prevést na jednotkovou bazi pouze elementarnimi ipravami
na fadky matice A Jordanovou eliminaci.

Bazické pripustné FeSent Glohy LP je takové pfipustné feSeni, v némz indextim jeho ne-
nulovych slozek odpovidaji v matici A linearné nezavislé sloupce s tymiz indexy. Uvedeny
nazev souvisi s tim, ze zminéné nezavislé sloupce 1ze vzdy doplnit nékterymi sloupci matice
A tak, aby tvorily bazi. Kladné slozky x; feeni X jsou bazické proménné, nulové jsou pak
nebazické proménné. Podminka (1.23) tedy zarucuje, ze pokud m = n, vSechny zakladni
proménné se mohou stat bazickymi.

Zasadni dilezitost ma nasledujici charakteriza¢ni tvrzeni.

Véta 2. Bod je bazickym pripustnym resenim ulohy LP, prave kdyz je krajnim bodem mno-

Ziny pripustnych reseni.
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Véta 2 plati pouze pro ulohu (1.22) ve tvaru rovnosti. Ziejmé také definice bazického
feSeni méa smysl jenom v tomto piipadé.

Véty 1 a2 spolu tvrdi, Ze pti hledani optima ulohy LP se 1ze omezit vyhradné na bazicka
pripustna feSeni. Tato skutecnost vyjadiuje podstatu simplexového algoritmu. V hrubych
rysech miizeme fici, Ze podle jistych pravidel postupujeme od jednoho ptipustného bazic-
kého tfeseni k nékterému sousednimu takovym zpiisobem, ze se v kazdém kroku zvysi hod-
nota ucelové funkce, dokud neni dosazeno maxima. Pocet bazickych feseni, tudiz i krajnich

bodl mnoZiny piipustnych feseni, je vzhledem k (1.23) u ulohy (1.22) zfejmé shora omezen
kombinaénim ¢islem (mr-rll_ n) = (m:l_ n), coz je také maximalni pocet riznych krokl sim-
plexového algoritmu. V literatufe se nicméné uvadi, Ze béZny pocet krokil se pohybuje v me-
zich m a 3m (viz [12]), coZ je ,,velmi rozumnd* efektivnost.

Tvrzeni (b) véty 1 a véta 2 tvoti zéklad prakticky vSech obecnych metod feSeni tloh LP
(snad kromé téch, které jsou vyvinuty pro feSeni uloh zcela specifické struktury) a vyjadiuji
jednu z moznych variant tzv. zakladni véty linedrniho programovdni, kterou Ize shrnout do

nasledujiciho tvrzeni.

Véta 3. Ma-li uloha LP optimalni resent, potom ma i optimalni bazickeé reseni. Pokud exis-

tuje jediné optimalni reSeni, je bazicke.

Zavérem tohoto odstavce uvedeme nékolik obecnych poznamek, které se vztahuji k na-
Semu hlavnimu tématu ponékud volngji. Predev§im v souvislosti s vySe uvedenymi vétami
je jasné, ze algoritmus, feSici ulohu LP, musi startovat v nékterém bazickém piipustném
feSeni, které nemusi byt automaticky k dispozici. Pak je nutno nejdiive vyfesit pomocnou
ulohu, ktera takové feSeni poskytne (¢imz vznikéd tzv. dvoufazovy simplexovy algoritmus).
V nasem piipad¢ to ale neni nezbytné, ponévadz nasim cilem je feSeni zakladni ulohy (1.20),

kterou prevadime na tlohu (1.22) doplnénim ptivodni matice ulohy o jednotkovou submatici

I,,. Tim dostavame automaticky jedno bazické ptipustné feSeni X = (0), samoziejmé pokud

b
b = 0, coz je vSak u kanonickych uloh obvykly dodate¢ny predpoklad.

Bazické ptipustné feSeni je nedegenerované, pokud ma pravé m kladnych slozek, v opac-
ném piipadé, tj. ma kladnych slozek méné, je degenerované. Uloha LP je nedegenerovanad,
pokud ma vSechna bazicka pfipustné feSeni nedegenerovana, jinak je degenerovand. Zdu-

raznéme, ze pojem nedegenerovanosti, resp. degenerovanosti ma smysl pouze pro ulohy
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typu (1.22) ve tvaru rovnosti, ackoli se o nich nasledné hovoii i v souvislosti s odpovidajici
ulohou (1.20) ve tvaru nerovnosti. Degenerovanost ma nékteré negativni stranky, zapficinuje
predevSim problém se zacyklenim feSicich algoritma. VSechny tyto problémy lze ovSem
vzdy vhodnym zpiisobem obejit. Je jasné, Ze postacujici podminkou degenerovanosti je ne-
rovnost h(A) = m < n. Nicmén¢ tato podminka neni postacujici, nebot’ degenerovanost je

velmi komplexni jev.

1.5 Primarni a dualni uloha linearniho programovani

V LP existuje velmi dilezity vzajemné jednoznacny vztah mezi maximaliza¢nimi a minima-
liza¢nimi ulohami — dualita (tato korespondence ovSem nema nic spole¢ného se skute¢nosti,
ze se tyto ulohy daji navzajem prevadet podle pravidla (1) z odd. 1.3). KaZzdou maximali-
zacni ulohu Ize podle stanovenych pravidel pfevést na minimalizacni a naopak. Zcela obecné
jsou tato pravidla popsana v [12]. Uloha dualitou pievadéna je primdrni, Gloha transformo-
vand je dudlni. Vztah duality je symetricky v tom smyslu, ze dudlni Gloha k uloze dualni
musi poskytnout opét ulohu primérni v pfesné piivodnim tvaru. Tato vlastnost je pro dualitu
fundamentéalni. Umoznuje nam napt. dodate¢nou analyzu a kontrolu vysledki primarni
ulohy, ptip. fesit ulohu dudlni, jestlize je to z jistych divodi vhodnéjsi, a rovnéz tvorbu
specialnich algoritmii. Nékdy je dokonce vhodné fesSit dualni ulohu proto, Ze mé predem
k dispozici tzv. dudlné ptfipustné feSeni, zatimco u primarni tlohy pfipustné bazické fesSeni

thned k dispozici nemame. Dualita mé pochopitelné také samostatnou teoretickou hodnotu.

Transformace Transformace

Primdrni dloha — Dudini tloha — Primdrni dloha

Obr. 3. llustrace vztahu primarni a dudlni ulohy

Pro vSechny naSe dalsi ucely vSak sta¢i popsat tzv. symetrickou dualitu pro zakladni lohu

(1.20) v maticovém tvaru podle néasledujiciho schématu:

Primarni uloha: » Dualni uloha:
max (cTx) min (b"y)
Ax<b Aly > ¢ (1.24)

x>0 y=0
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Ponévadzx € R™, y € R™, A € R™*" a AT € R™™, v§echny dimenze u obou dvou tloh
jsou kompatibilni s pfislusSnymi maticovymi operacemi a vznik dudlni ulohy z primarni Ize
jednoduse popsat pravidlem: ,,0to¢, co Ize, vymeén, co jde*, tedy kromé podminky nezéapor-
nosti. Abychom demonstrovali alespoii v naSem ptipad¢ vztah duality uvedeny na obr. 3,

sta¢i napsat nasledujici jednoduché ekvivalence a vyuzit duality (1.24):

min (b"y) max (—bTy) puanira  min (—€Tx) max (cTx)
Aly>¢c © -Aly<-¢ — (ADTx>-b © Ax<b
y=0 y=0 x>0 x>0

Vztah mezi ulohami se mnohdy interpretuje v souvislosti s llohou vyrobniho planovani.
V primarni tloze reprezentuje X = 0 vyrobni plan. Zeptejme se nyni, zda by se vyrobci na-
konec nevyplatilo zdroje pouze zpenézit a nic nevyrabét. Necht’ vektor y = 0 oznacuje re-
lativni ceny za jednotkova mnozstvi jednotlivych zdroji. Ztejmé logicky je predpoklad, ze
vyrobce nechce prodélat tim, ze neéktery z vyrobki nebude vyrabét, coz vyjadiuji omezeni
ATy > c. Jeho celkovy zisk z pouhého prodeje je potom bTy. Za téchto podminek bude
navic platit, ze ¢Tx < b"y (viz nasledujici vétu 4). Minimalizace v duélni uloze pfedstavuje
rovnéZ logicky pozadavek, Ze vyrobce to se svymi predstavami o mife zisku nesmi ptilis
piehnat v duchu zésady ,,kdo ma velké o¢i, nema nakonec nic*. Pokud bude za vSech okol-
nosti ¢Tx < bTy, pak ztraci primarni uloha smysl (nebude fesitelna) a vyrobce miize proda-
vat zdroje za ceny, které jsou na trhu aspon pfijatelné. Pokud ovSem budou existovat X a §
takovd, Ze nastane ekvilibrium ¢'% = b7y, pak se mu zajisté vyplati vyrabét piinejmensim
z toho dlivodu, ze vyrobek je prodejnéjsi nezli zdroj. Takova X a ¥ soucasné fesi ob¢ tlohy,
jak primérni, tak i dudlni. Ukazuje se, Ze tato rovnost je nejen nutnd, ale také postacujici pro
soucasnou fesitelnost obou uloh, coz predstavuje zcela klicova vlastnost duality.

Nez zformulujeme zakladni vlastnosti duality, uvedeme jeden ilustracni ptiklad vzajemné

dualnich uloh.

Graficka ukazka vzajemného prevodu dualnich uloh.

Primarni uloha: Dualni uloha:

max (¢'x) =max (3x; + 2x, + x3) min (bTy) =max (1200y, + 3500y, + 5000y5)
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pfi omezenich: pfi omezenich:
4x1 + 3x, <1200 4y, + 10y, + 3y3 = 3
10x; + 5x, + x3 < 3500 3y; +5y, +5y3; =2
3x; + 5x, + 6x3 < 5000 y, +6y; =1
X123 20 V12320

Vzéjemny pievod uloh lze v tomto piipadé€ zanést do tohoto obrazku:

Primarni tiloha: Dudlni aloha:

max (¢"x) = max|(3x; + 2x, + x3)| min (b"y) = max|(1200y, + 3500y, + 5000y;)
4 4
pit omezenich:

pf1 omezenich: i

4x, H3x,| | <[1200 4y + 10y, + Eyé >3
10x; [ [5x, H|x3 [=]|3500 —»! 3y, + 5y, + 5y3 =|2
3x, b bx, I 6x3|<[5000 - _;:':}'Zz'}':ﬁ;}i >

T 3
X123 =0 V123 =0

Obr. 4. Ukazka transformace primdrni ulohy na ulohu dudlni

Nasledujici véta formuluje vSechny pro nas podstatné vlastnosti duality.

Véta 4. (a) Pro libovolna pripustnd reseni tiloh (1.24) vidy plati ¢"x < bTy.

(b) Ma-li optimalni reseni kterdkoliv z uloh (1.24), potom ma optimalni reseni také druha
uloha.

(c) Primarni uloha ma optimalni reseni X a dudlni iloha ma optimalni Feseni §, prave kdyz

plati rovnost c'% = by.

Tvrzeni (a) véty 4, je trividlnim disledkem definice vzdjemné dudlnich uloh a zékladnich

vztahil z maticové algebry:

cTx<(ATy)x=yT(ADTx = yTAx < y"b = (y'b)" = b"y
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Toto tvrzeni ma vSak mnohé teoretické dusledky, a proto se nazyva slabda véta o dualité.
Napt. z ni ihned plyne, ze ma-li primarni tiloha shora neomezenou ucelovou funkci, potom
je mnozina pripustnych feSeni dualni lohy prazdnd, nebot’ jeji ucelova funkce by musela
mit ,,nekonecnou* hodnotu v libovolném piipustném feseni. Plati samoziejmé také obdoba
pro neomezenost zdola u dualni tlohy.

Tvrzeni (b), které je disledkem slabé véty o dualité, je silnd véta o dualité. Tvrzeni (c)
ma mj. vyznam v tom, ze at’ jiz ziskdme vektory X nebo ¥ jakkoliv, tfeba i pouhym hadanim,
plati-li rovnost hodnot uc¢elovych funkci, budeme mit jistotu, Ze jsou optimalnimi feSenimi
obou uloh.

Zavérem zmiiime, ze zejména u rozsdhlych tloh je vhodné fesit obé ulohy pro kontrolu.
Diky numerickému feSeni mutize totiz dojit k jistym odchylkdm od piesného feseni. Ma tedy

smysl ob¢ feSeni vzajemné porovnat.
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2 SIMPLEXOVY ALGORITMUS

2.1 Primarni simplexovy algoritmus

Ackoli jiz diive byly ulohy LP feSeny metodami, které mély jen kracek k algoritmizaci, prvni
skute¢né algoritmicky postup — simplexovou metodu — navrhl (a snad i pojmenoval) v roce
1947 americky matematik George Bernard Dantzig pro potieby letectva USA. Z pochopitel-
nych diivodu utajeni ji ovSem mohl publikovat az v letech 1949-51. Jeji ndzev vychazi ze
skute¢nosti, Ze mnozZiny piipustnych feSeni prvnich tloh LP feSenych touto metodou mély
pravé tvar simplexti. Pro Gplnost zminme, ze simplexy — jak napovida jiz jejich nazev — jsou
geometricky nejjednodussi utvary, které maji stejnou dimenzi, jakou ma euklidovsky prostor
R™, v némz lezi; tedy v piimce je to usecka, v roviné trojihelnik, v trojrozmérném prostoru
Ctyfstén, a to 1 v€etné svych vnitikll atd. (existuje samoziejmé jejich pfesnd matematicka
definice). Obr. 2 na str. 17 vSak ukazuje, Ze jiz v trivialnich ptipadech byva mnozina pfi-
pustnych feseni znatelné komplikovanéjsi. V prabéhu let bylo u¢inéno nékolik pokusti me-
todu nazvat vhodnéji, avsak tradice byla silnéjsi, takze si ponechala sviij pivodni nazev, byt
dnes nema se simplexy prakticky nic spole¢ného.

Kazda z metod celociselného programovani, které dale popiSeme, je zaloZena na znalosti
feSeni Ulohy bez omezeni celociselnosti. Nejdiive tedy musime byt schopni fesit tuto ulohu,
0 niz se Casto hovoii jako o #loze relaxované. V naSem piipad¢ Ize k jejimu feSeni vzdy
pouZzit primdrni simplexovy algoritmus, jehozZ jednotlivé kroky se zaznamenévaji do sim-
plexovych tabulek. Zakladnimi podminkami k jeho inicializaci je to, aby byla feSena uloha
ve tvaru rovnosti a matice omezeni obsahovala jednotkovou bazi. Jednotkova sloupcova
baze obsazend v matici tlohy, nikoli nutné€ tvofici submatici, se nazyva kanonicka baze.

Ob¢ vyse uvedené podminky jsou splnény, je-li tiloha (1.20) pfevedena na kanonicky tvar
(1.22). Pfedpokladejme tedy, Ze feSime tlohu (1.22) v kanonickém tvaru. Zakladni myslenka
simplexového algoritmu plyne ze zakladni véty LP. Kazda simplexova tabulka reprezentuje
jedno bazické ptipustné feSeni. Jeden krok simplexového algoritmu transformuje tuto ta-
bulku na novou tak, aby reprezentovala bazické ptipustné feSeni, v némz dojde k relativné
nejvetSimu piirGstku ucelové funkce, je-li v bazi vyménén jeden sloupec. Mé-li tloha opti-
malni feSeni, pak jej algoritmus po kone¢ném poctu krokl nutné nalezne.

Jeden krok algoritmu je realizovan Jordanovou eliminaci na fadcich vzhledem ke zvole-

nému prvku a;; rozsifené matice soustavy omezeni
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a.11 = Qimam) | by
@p)=| = @ b @.1)
An1 ... Amm+m) bm/

tak, ze a;; je zménén na 1 a ostatni prvky j-t€ho sloupce se vynuluji. Prvek a;;, ktery se
nazyva kli¢ovy, nelze ovSem zvolit libovolné.

Nejdiive musime umét vybrat klicovy sloupec. K tomu u¢inime nasledujici jednoduchou
uvahu, v niz budeme pro jednoduchost brat nedegenerovanou ulohu. Oznaéme {j, ..., jim} =
j mnozinu index® sloupcii, které tvoii kanonickou bazi a X ji ptislusné ptipustné bazické
feSeni, tj. X ma kladné slozky s indexy j; € j, ostatni slozky jsou nulové. Nyni chceme za-
ménit jeden prvek stavajici kanonické baze za sloupec s indexem j € j. Jakmile se nulova
proménna X; zv&tsi o jistou pripustnou hodnotu h > 0, jeZ vynuluje jednu bazickou promén-
nou, potom se ptivodni bazické sloZky feSeni musi zménit na hodnoty X;, — h, nebot’ musi
byt zachovany rovnosti omezeni: AX = b. Oznacdime-li takto vzniklé feseni X;, pak se hod-

nota ucelové funkce zméni o prirtistek
Te _ o To— (YM (% _ BY_SMm .o
CXj—CX= (Zl=1 C]z(sz h) + th) 2it1 G Xjy =

= (g —Z1g)h = —(ZE1¢;, —¢)h 2.2)

Hodnoty v posledni zavorce (2.2) jsou tzv. relativni ceny a je zvykem znacit je (Zj — cj).
Co se tyka jejich znaménka, poznamenejme, ze se jednd jen o konvenci, jez ndm umoziuje
v simplexové tabulce odecist se spravnym znaménkem ptisluSnou hodnotu tcelové funkce.
Je ovSem podstatné, ze relativni ceny urcuji — tedy az na své znaménko — tu proménnou,
resp. ji prislusny sloupec, u niz je nejvyssi relativni ptirtstek hodnoty tcelové funkce. Tim

mame dano pravidlo, kterym je identifikovan klicovy sloupec:

klicovy je j-ty sloupec, pro ktery j = argmax {z; —¢; | z; — ¢; < 0} (2.3)
l

Pokud je takovych tadkt vice, Ize zvolit kterykoliv z nich (alesponl prozatim).
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Déle je nutno identifikovat kli¢ovy Fadek, v némz pak lezi klicovy prvek. Jedinym poza-
davkem je zde to, aby posledni sloupec v (2.1) ziistal po Jordanové eliminaci nezaporny.

vy s q bi s TN ; v
Ziejmé& musi byt a;; > 0 a podil —a‘ musi byt minimalni. Snadno Ize ukazat, tfeba pouze na
ij

trivialnich numerickych experimentech, ze v jakémkoliv jiném piipad¢ se objevi v posled-

nim sloupci alespoi jedna zaporna slozka. Tedy klicovy fadek vybirdme podle pravidla:

klicovy je i-ty radek, pro ktery i = arg min {i
k

akj

ay; > 0} (2.4)

Pravidla (2.3) a (2.4) identifikuji klicovy prvek a;;. Poté probéhne jeden krok Jordanovy
eliminace na celou simplexovou tabulku. Tento postup se opakuje, dokud nejsou vSechny
relativni ceny nezaporné. Tim algoritmus konci, nebot jakoukoliv dalsi volbou nové bazické
proménné nelze jiz hodnotu Gcelové funkce zvysit.

Nez uvedeme konkrétni ptiklady, je nutno piipojit nékolik pozndmek. Predné (2.2) plati
pouze pro nebazickou proménnou X;. Zaména jedné bazické proménné za druhou bazickou
proménnou k Z4dné zméné ucelové funkce nepovede, a tudiz relativni cena kazdé bazické
proménné X; je nulova. Dale pfi Jordanove eliminaci se v simplexové tabulce automaticky
pfepoctou relativni ceny, takze je neni nutno pokazdé znovu pocitat, pfi¢emz se soucasné
spocte hodnota ucelové funkce pro aktudlni bazi, viz napf. [1, 2, 12]. Konecné za jistych
okolnosti miize dojit podle vySe uvedenych pravidel pro vybér klicového sloupce a nasledné
fadku k zacykleni algoritmu. Pozdé€ji uvedeme, jak tato pravidla upravit tak, aby k tomu
nedoSlo, byt’ za i cenu jeho jistého zpomaleni.

Dale je dobré si uvédomit, ze primarni simplexovy algoritmus vskutku vybira novou ba-
zickou proménnou ¥; podle toho, Ze je u ni relativné nejvyssi rast ucelové funkce. Existuje
totiz vzdy (mozna jind) nebazickd proménnd, v niz je riist ucelové funkce nejvyssi abso-
lutné. Abychom ji ale zjistili, museli bychom mj. provést dodatecné vypocty, které piimo
simplexova tabulka neobsahuje. Kromé toho se v literatufe uvadi, Ze tato filozofie vybéru
nové promeénné skryva urcita uskali a v krajnim ptipad¢ se dokonce uskutecni nejvetsi
mozny pocet krokl algoritmu. Z tohoto pohledu se jevi pravidlo (2.3) jako jisty kompromis,
zfejmé vSak velmi rozumny (viz napf. vystiznou ilustraci zminéné situace v [2]).

Nyni uvedeme explicitni popis algoritmu pro feSeni ulohy (1.20). Nejdiive doplnime

ulohu m doplinkovymi proménnymi X,,;1, ..., Xnam, ¢iMZ ji pfevedeme na kanonicky tvar
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(1.22). Matice této ulohy tedy bude mit tvar (A | I,,,), kde I,,, je jednotkova matice ptislus-
ného fadu. Necht je algoritmus reprezentovan posloupnosti simplexovych tabulek. Nulty
krok ptitom ptedstavuje vychozi tabulku. Tato tabulka je postupné transformovana p kroky
algoritmu, a tudiz p-t4 tabulka reprezentuje jiz optimalni feSeni kanonické tlohy, z niz je
mozno zjistit i optimalni feSeni pivodni tlohy. Obecny tvar k-té tabulky (k = 0, ..., p), kde

L. je hodnota ucelové funkce pro aktualni bazi, je nasledujici:

Tab. 1. Obecny tvar primarni simplexové tabulky

zakladni promeénné | doplnkové proménné
c’ o' max
Ay By by
T T
(za — cady (zg — cB)y Ly

V tab. 1 se prvni dva fadky béhem transformaci neméni, takze se krom¢ pocatecni tabulky
neopisuji. Specidlné je pro k = 0 v pocatecni tabulce Ay = A, By = 1,,, a by = b. Ponévadz
jsou doplitkové proménné na zacatku vSechny bazické a jejich koeficienty v ucelové funkci

jsou formaln€ nulove, jsou relativni ceny u proménnych ptivodni alohy x;, které nejsou ba-

zické, rovny podle (2.2) jednoduse (—cj) a Ly = 0. Poc¢atecni tabulka bude mit tedy tvar:

Tab. 2. Tvar simplexové tabulky v 0-té iteraci

zdkladni promeénné | doplitkové proménné
ct 0T max
A | b
(—o)T o7 0

V p-té tabulce, kterou algoritmus konéi, musi byt (z, — c,)y = 0 a (zg — CB)g >0.Zte-
orie LP plyne, Ze v tomto piipadé je ¥ = (zg — CB); optimalni feSeni dudlni tlohy z (1.24).
Podle véty 4, (c) v odd. 1.5 je potom ¢"% = bT§ pro optimalni feseni X primarni alohy. Tuto
rovnost lze pouzit jako kritérium kontroly spravnosti vypoctii. OvSem pokud tato rovnost
bude platit, podle téze véty budeme mit jistotu, Ze jsme nalezli optimalni feSeni i v pfipad¢,
ze bychom se béhem vypocti zmylili.

Nyni vyfesime pomoci simplexového algoritmu ve forme tabulek dva priklady.
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Priklad 1. V tomto piikladu fesime tlohu (1.12) ze str. 17, kde jsme jiz tuto ulohu vyftesili

grafickou metodou. Piipomenime, Ze jde o nésledujici tlohu:

max (2x; + 3x;)

x1+3x, <8 (2.5)
3x; +2x, <8

x1,2 =0

Ulohu pfepiseme na kanonicky tvar pfidanim doplitkovych proménnych x5 a x,. Tim prejde

uloha na tento tvar:

max (2x; + 3x,)

x1 + 3x2 + X3 == 8 (26)
3x1 + 2x, +x, =8
X1234 =0

Nedfive sestavime a zobrazime vSechny simplexové tabulky a ihned za nimi poskytneme

komentaf k tomu, jak byla kazda transformovéna z piedchozi tabulky.

Tab. 3. Simplexové tabulky k pr. 1

X1 Xy X3 Xy
2 3 0 0 max
1 3 1 0 8
3 2 0 1 8
-2 -3 0 0 0
T N
K 2|
-1 0 1 0 8
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3 1 16

0 1 2 -2 =
7 7 7

2 3 8

1 0 -2 2 2
7 7 7

5 3 64

0 0 2 2 =
7

Prvni pocatecni tabulka je zfejmé ve tvaru tab. 2. Klicovy prvek v ni je a;, = 3. Nejnizsi

zaporna relativni cena lezi ve druhém sloupci, nebot’ dle (2.3): 2 = arg min {(—2)1, (—3),}.

A lezi v prvnim fadku, protoze podle (2.4): 1 = arg min {(g) , (g) } Vzhledem tomuto
1 2

prvku je proveden krok Jordanovy tfadkové eliminace. Ve druhé tabulce je klicovy prvek g

Lezi v prvnim sloupci, nebot’ je v ném jiz jedina zapornd relativni cena. A lezi ve druhém
8 7

radku, protoze podle (2.4): 2 = arg min {(g%) ,(3 : 3) } Po provedeni dal$iho eliminac-
1 2

niho kroku jiZ ma posledni tabulka jen nezaporné relativni ceny a simplexovy algoritmus
konc¢i nalezenim optimalniho feSeni. Optimalni bazické feSeni kanonické tlohy (2.6) je x* =

T T
8 16 . y T VS C - _ (8 16 .
(;, — 0,0) , jemuZz odpovida optimalni feSeni plivodni ulohy X = (;,—7) , které bylo na-

: . e e . . 64
lezeno 1 grafickou metodou a kterému odpovida nejvyssi hodnota tcelové funkce — Vektor

T
y= (g,%) je potom feSenim dudlni tlohy, pficemz bTy =8- ; +8 % = 674 ~ 9,1429.

Priklad 2. UvaZujeme nésledujici maximaliza¢ni tlohu:

max (—12x1 + 4‘0.7(2 + 15x3)

2x, +3x3 < 24
X, +x, —x3<18 2.7)
—X1 + 2x2 + SX3 <15

X123 =0

Ulohu pievedeme na kanonicky tvar piidanim doplitkovych proménnych x,, x5 a xs. Tim

ptejde uloha na tento kanonicky tvar:
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max (—12x; + 40x, + 15x3)
2x2 + 3X3 + X4 == 24‘
X1 + Xy —x3 + x5 =18 (2.8)
_xl + sz + 3x3 + x6 = 15

X1,2,3456 = 0

Nyni sestavime a zobrazime vSechny simplexové tabulky:

Tab. 4. Simplexové tabulky k p7. 2

X1 X2 X3 X4 X5 X6
-12 40 15 0 0 0 max
0 2 3 1 0 0 24
1 1 -1 0 1 0 18
-1 2 3 0 0 1 15
12 -40 -15 0 0 0 0
1 0 0 1 0 -1
3 5 1 21
2 0 =3 o 1 = Z
_1 1 3 0 0 1 15
2 2 2
-8 0 45 0 0 20 300
0 0 5 1 =% _Z 2
3 3 3
1 0 ~2 o 2 -2 7
3 3 3
0 1 1 0o = : 11
6 3 3
0 0 95 0 16 52 356
3 3 3

V pocate¢ni tabulce je klicovy prvek as, = 2, protoze 2 = arg min {(—40),, (—15)3},

a tudiz lezi ve druhém sloupci. Ponévadz 3 = arg min {(&

2

), (

15
2

) } lezi ve tietim fadku.
3

Podobné v nasledujici tabulce je kli¢ovym prvkem % : ponévadz 1 = arg min {(—8),}, lezi



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 37

21 3

v prvnim sloupci, a jelikoz 2 = arg min {G)l , ( >3

). }- lezi ve druhém fadku. V posledni
2

tabulce jsou jiz vSechny relativni ceny nezdporné. Optimalni feSeni kanonické ulohy je x* =
(7,11,0,2,0,0)T, pficemz maximalni hodnota ucelové funkce je 356. Z tohoto fedeni lze zjis-
tit nejen to, Ze optimalni feSeni pivodni tlohy je X = (7,11,0)T, ale i to, Ze prvni omezeni

je 0 hodnotu 2 nedoéerpano, zatimco ostatni dvé jsou doderpana. Reseni je v tomto piipadé
, y 1 - 16 52\T . . |
dokonce (neimysIn¢) celoCiselné. Nakonec vektor § = (0, ?,?) je fesenim dudlni ulohy

k tloze (2.7), pficem? také bT§ = 24 - 0+ 18- = + 15 - = = 356,

Vime jiz, ze pro kanonickou tlohu (1.22) je pocet piipustnych bazickych feSeni roven

neivise (") = (") Uk e (%) = () =6 aupn 2je (°57) = (3) =

20. Zejména u pt. 2 tedy bézel simplexovy algoritmus dosti efektivné.
Priklad 3. Tento piiklad jsme pievzali z [12], kde je uveden jako nefesené cviceni.

max (3x; + 2x, + 4x3)

X1 + Xy + ZX3 <4
2x4 + x3<5 (2.9)
le + Xy + 3x3 <7

x1_2_3 > 0

Ulohu pievedeme na kanonicky tvar piidanim doplitkovych proménnych x,, x5 a xs. Tim

ziskame nasledujici kanonickou tlohu ve tvaru:

max (3x; + 2x, + 4x3)

X1 + Xy +2x3+x, =4
2x4 + X3 + x5 =5 (2.10)
le + xz + 3x3 + x6 == 7

x1‘2‘3 > 0
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Algoritmus feSeni tlohy (2.10) zndzoriiuji nasledujici simplexové tabulky:

Tab. 5. Simplexové tabulky k pr. 3

Xq Xy X3 X4 X5 X6

3 2 4 0 0 0 max
1 1 2 1 0 0 4
2 0 1 0 1 0 5
2 1 3 0 0 1 7
3 2 -4 0 0 0 0
- - 1 - 0 0 2
I ST R
> = 0 -2 0 1 1
-1 0 0 2 0 0 8
0 1 1 2 0 -1 1
0 0 4 1 -3 0
1 -1 0 -3 0 2 2
0o -1 0 -1 0 2 10
0 0 1 2 -1 2 1
0 1 0 4 1 -3 0
1 0 0 1 1 -1 2
0 0 0 3 1 -1 10
0 0 . -1 -2 1 -
0 1 > 1 - 0 >
1 0 . 0 - 0 2
0 0 . 2 - 0 =

T
ety C . L. 5
Optimalni feSeni kanonické ulohy je x* = (5’%’ 0,0,0, %)

T
ulohyje X = G' %, 0) a optimalnim feSenim dualni tlohy je vektor y = (2, -

. Optimalni feSeni pivodni

1
2

T
,0) . picems
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spoleéna hodnota téelovych funkci obou tiloh (1.24) je ¢T% = 22—1 =4-2+4+5- ; = b"y. Na-

vic z hodnot slozek x* plyne, ze prvni a druhé omezeni je pIné docerpano, posledni omezeni

. . 1
je nedocerpano o hodnotu >

Posledni ptiklad ma oproti dvéma ptredchozim ptikladim jednu zvlastnost. Z tfeti a Ctvrté
iterace (podtabulky) v tab. 5 je zfejmé, Ze se jednd o degenerovanou tlohu (poznamenejme,
ze je obecné velmi obtizné pfedem poznat, zda je ¢i neni Gloha degenerovana, nebot’ tato
skute¢nost souvisi jen okrajové s hodnosti matice ptivodni tlohy, v ptipad¢ ulohy (2.9) je
totiz h(A) = 3). Ve druhé podtabulce neni podle (2.4) jednoznaéné uréen klicovy fadek a ve
tteti podtabulce neni podle (2.3) jednozna¢né urcen klicovy sloupec. To jsou zcela klasické
priznaky toho, ze mtze dojit k zacykleni simplexového algoritmu, kdy nedochazi iteracemi
ke zvySovani hodnoty ucelové funkce, jak ukazuji tieti a Ctvrtd tabulka. V téchto tabulkach
je ve sloupci hodnot omezeni potom alespoii jedna nula. Podle (2.4) je potom nutné vybran
radek, ktery takovou nulu obsahuje, ¢imz bude pfirtistek ucelové funkce po iteraci nulovy.
Zékladnim problémem je skutecnost, ze baze, jiz u degenerovaného feseni odpovidaji nenu-
lové slozky feseni, neni uréena jednoznaéné. Algoritmus potom mize iteracemi preskakovat
z jedné takové baze ke druha stale dokola, aniz by bylo dosazeno maxima.

Existuje nékolik metod, jak vyvést simplexovy algoritmus ze smycky. Nejobvyklejsi je
tzv. metoda nejmensich indexi, o niz je dokézano, ze vzdy vyvede algoritmus z cyklu. Po-
kud se v iteraci vyskytne degenerované ptipustné feSeni, staci tvrdosijn¢ vzdy vybirat nej-
mensi indexy, které urcuji pravidla (2.3) a (2.4), dokud se v iteraci opét neobjevi nedegene-
rované feSeni. Pak algoritmus pokracuje standardné az k nalezeni optima, anebo pokud se
zase objevi degenerované feseni, je nutno opet pokracovat metodou nejmensich indext atd.
az do konce. Podle nékterych autor nebyla u rozsadhlych tloh degenerace pozorovana, takze
vétsina specializovaného software ani Zadnou ochranu proti zacykleni nema [2]. Jini naopak
tvrdi, Ze u takovych uloh k degeneraci v jisté fazi dochazi témét vzdy [1]. OvSem z logického
hlediska se jedna pouze o paradox — dva autofi se na tutéz skute¢nost divaji z riznych thla
pohledu: jeden z numerického hlediska, druhy z hlediska teoretického.

Pokud bychom vSak trvali na oSetfeni moznosti zacykleni pfinejmensim proto, Ze k nému
muze dojit u didaktickych ptikladit mensich rozmért, pak zaménime pravidlo (2.3) nasledu-
jicim pravidlem, které je zapsano ponckud tézkopadné, ale jeho vyznam je z ptedchoziho

ziejmy — vybrat nejmensi index:
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klicovy je j-ty sloupec, pro ktery j = min (arg min {z;, —¢; |z, — ¢ < 0}) (2.11)
1

Obdobné¢ piejde pravidlo (2.4) v nasledujici pravidlo:

klicovy je i-ty Fadek, pro ktery i = min (arg min {i
k

akj

a; > 0}) (2.12)

Ponévadz nejednoznacnost vybéru klicového sloupce, ptip. fadku vzdy predchazi dege-
nerovanosti piipustného feseni a pravidla (2.11) a (2.12) se bézn¢ redukuji na (2.3) a (2.4),
muzeme nyni zformulovat primarni simplexovy algoritmus obvyklym zptsobem do impe-
rativni sekvence. Predpokladejme, Ze v tiloze (1.20) je b = 0. Ma-li loha optimalni fesSeni,

pak je v konecném poctu kroki najde primarni simplexovy algoritmus:
0. KROK: sestav poc¢atecni simplexovou tabulku (tab. 2), jdi na 1. KROK;

1. KROK: vyber klicovy prvek a;; podle pravidel (2.11) a (2.12), jdi na 2. KROK;

2. KROK: v aktudlni tabulce proved’ podle vybraného klicového prvku Jordanovu eli-

minaci v celém sloupci, v némz tento prvek lezi, jdi na 3. KROK;

3. KROK: jsou-li v poslednim fadku vSechny relativni ceny nezaporné, jdi na 4. KROK,
jinak jdi na 1. KROK;

4. KROK: algoritmus je ukoncen, posledni tabulka reprezentuje optimalni feSeni ulohy

(primarni i duélni)

Ve dvou ptipadech, je algoritmus ukoncen jinak nezli 4. krokem. Zaprvé pokud ve sloup-
cich nad v§emi zédpornymi relativnimi cenami leZi pouze nekladné hodnoty. Pak podle (2.4),
resp. (2.12) nelze vybrat Zadny klicovy fadem, ovSem nebazické proménné v téchto sloup-
cich maji schopnost stale zvySovat hodnotu ucelové funkce svym vlastnim zvétSenim, avSak
soucasn¢ hodnoty Zadnych jinych proménnych nemusi klesnout, aby byly splnény vSechny
rovnosti omezeni kanonické tlohy. Jinak feceno ucelova funkce je na mnozing ptipustnych
feSeni shora neomezena. Ve druhém piipad¢ pob¢zi algoritmus do nekone¢na a i v tom pfi-

pad¢ to znamena, Ze je ucelova funkce na mnozing ptipustnych feSeni rovn€z neomezena.
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Poznamka. Pouze pro uplnost dopliime, pro¢ ndm u pf. 3 postacilo fesit jej jen na zaklade
pravidel (2.3) a (2.4) a vybrat klicovy sloupec jen na zaklad¢ ,,privétivéjSich® numerickych
hodnot v ném. V naSem ptipad¢ bychom dospéli k vysledku i pfi vybéru ndhodném. Tato
skutecnost plyne z jistych teoretickych vysledki kombinatorické povahy, na které 1ze nalézt
odkazy v [12], str. 123-5. Geometricky fe¢eno rozméry uloh podobnych té nasi nejsou do-
state¢né k tomu, aby se simplexovy algoritmus mohl zacyklit jinde nez v bezprostiednim
okoli maxima Jest¢ jinak feCeno, mnozina ptipustnych feSeni nemé dostatek krajnich bodta
k tomu, aby se to mohlo stat jinde.

Samotny Dantzig (spoluautor M. N. Thapa) pise patrné ve své posledni knize Linear Pro-
gramming 2: Theory and Extensions z roku 2003 doslova, ze z matematického hlediska je
degenerace fascinujicim fenoménem. Otazka degenerace a jejiho prekonani je pfinejmensim
v teoretické roviné stale ziva. Skutecnost, Ze se zacykleni algoritmu dafi odstranit pomérné
jednoduchymi postupy, souvisi s tim, Ze tyto postupy obchézeji degeneraci v podstaté ,,velmi

hrubou silou” bez ohledu na komplexni strukturu matice alohy A, resp. rozsifené matice A.

2.2 Nékolik poznamek k analyze citlivosti

Kazda oblast optimalizace ma nejen vlastni metody pro hledani optima, ale také metody,
které jsou schopny zjist'ovat, jak je toto optimum ovliviiovano zménami zadani a parametrii
feSenych optimalizacnich tloh. Tyto postupy se souhrnné oznacuji jako analyza citlivosti,
ptip. postoptimalizacni analyza. Je ziejmé, Ze 1 LP mé svoji analyzu citlivosti. Pfitom otazky
citlivosti feSené¢ho problému maji neziidka stejny vyznam jako samotné nalezeni optima.

Analyza citlivosti tloh LP zahrnuje dva typy problémi. Pfedev§im fesi obecné otazku,
jak se zméni optimalni feSeni pfi zmeéné€ zadani tlohy, tedy pii zméné koeficientli matice
omezeni, jejich pravych stran ¢i koeficientl ucelové funkce. Zadruhé fesi otdzku, v jakém
rozsahu lze ménit nékteré koeficienty ulohy tak, aby se optimalni baze nezménila a ménila
se pouze hodnota ucelova funkce a jak tuto zménu interpretovat.

Zde se kratce zminime o tom, co lze vyc¢ist ze simplexové tabulky, jeZ reprezentuje opti-
malni feSeni. Jiz vime, Ze tato tabulka obsahuje kompletni feSeni kanonické tlohy, pficemz
jeho slozky, odpovidajici dopliikovym proménnym, predstavuji, o kolik jsou jednotlivad ome-
zeni nedoCerpana; v piipad¢ nulové hodnoty je kapacita omezeni pln¢ vyCerpana. Kromé
toho tabulka v poslednim fadku obsahuje pod doplitkovymi proménnymi také feSeni dudlni
ulohy. Pravé tfeseni dudlni ulohy ma sviij vlastni vyznam, resp. odpovidajici ekonomickou

interpretaci. Proto se hodnoty jeho slozek nejcastéji nazyvaji dudlni, ptip. stinové ceny.
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Dualni ceny lze interpretovat v zdsad¢ dvéma zpisoby. Pro dalsi ivahu musime piedpo-
kladat, ze zmény pravych stran b omezeni probihaji v takovych piipustnych mezich, aby se
nezménila optimalni baze. Pokud by se baze zménila, neplatilo by ekvilibrium, které vyja-
dfuje rovnost v silné vété o dualité. Z této véty tedy vyplyva, ze pro optimalni hodnotu tce-
lové funkce je

7=c"%=b"y =31 b7 (2.13)

Pro interpretaci ptredpokladejme, ze ptivodni tiloha je tlohou optimélniho vyrobniho planu.
Z rovnosti (2.13) ihned vidime, Ze zvysime-li kapacitu b; o jednotku, zvysi se hodnota tice-
lové funkce o ;. Tudiz, abychom zvysili zisk navySenim kapacity i-tého zdroje, mezni ce-
nou, za kterou ma smysl pfikoupit jednotku tohoto zdroje, je ¥;. V opa¢ném piipad¢ bychom
navysenim sice zisk zvysili, avsak ne o tolik, abychom v kone¢ném disledku neprod¢lali.
Jind moznost, jak pohlizet na dudlni ceny, opét plyne z rovnice (2.13). Z ni totiz také

plyne, Ze

e m (2.14)

Z téchto rovnosti je vidét, Ze ¥; je rychlost — jinak feceno citlivost — zmé&ny optimalni hod-

noty ucelové funkce v zavislosti na zméné kapacity b;.

T

Konkrétn€ v pt. 1 z ptedchoziho odd. je § = G, %) . Tento vysledek tvrdi, Ze ndkupem
obou zdroju Ize zvysit zisk, ovSem jednotku prvniho zdroje ma smysl nakupovat nejvyse za
% (ménové jednotky) a druhy maximalné za % V opacném piipade sice zisk vzroste, nicméné
ve finale prodélame. Pfitom nejvice poroste zisk ndkupem prvniho zdroje. V pt. 2 je §¥ =

16 52\1 . e . . e
(O, ?,?) , COZ znamena, ze pro zvyseni zisku ma smysl pfikupovat pouze druhy a treti
zdroj, zatimco prvni zdroj ptikupovat nemé smysl, ledaze by ndm jej nékdo daval zdarma.

T

Stejné bychom interpretovali i1 vysledky pt. 3, kde § = (2,%, O) . Nejrychleji budeme zvy-

Sovat zisk dokupovanim prvniho zdroje, tfeti zdroj naopak nema smysl dokupovat viibec.

2.3 Dualni simplexovy algoritmus

Standardni metody celo¢iselného programovani, které jsou probrany v dalsi ¢asti, jsou zalo-
zeny na vyuziti necelociselného feseni relaxované ulohy jakozto feseni vychoziho. Metody

potom funguji tak, Ze se k plivodnim omezenim ulohy postupné ptidavaji dalsi omezujici
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podminky takovym zplsobem, aby se — tak fikajic — pfenasela zodpovédnost za necelocCisel-
nost kompletniho feSeni kanonické ulohy postupné na dopliikové proménné. Tim jsou pro-
ménné v pivodni tloze postupné ,,sunuty* k jejimu celoc¢iselnému optimalnimu feseni.

Vyse zminénou ulohu tesi dudalni simplexovy algoritmus, ktery vychazi z predpokladu,
ze ve vychozi tabulce jsou jiz vSechny relativni ceny nezaporné. Dudlni simplexovou metodu
vyvinuli v roce 1954 nezavisle na sobé C. E. Lemke a E. M. L. Beale. Vychazi pochopitelné
ze vzajemného vztahu dualnich uloh (1.24). Ponévadz duélni ulohu lze piepsat na tvar ma-
ximaliza¢ni Glohy

max (—bTy)

—ATy < —c
y=0

muzeme vychozi tab. 2 primarni simplexové metody zapsat nasledovné (vyznam zmény ma-

ximalizace na minimalizaci bude ziejmy ihned z nasledujiciho):

Tab. 6. Primarni simplexova tabulka pro dualni ulohu

zdkladni promeénné doplikové proménné
—bT oT min
—AT L, —c
b” o' 0

V této tabulce je posledni fadek — obecné nazyvany také kriteridalni Fadek — nezéporny,
¢ili primérni simplexovy algoritmus nemiZe optimalizaci viibec zahajit. Navic pravy slou-
pec neni nezdporny, neboli tab. 6 neobsahuje piipustné bazické feseni. Je-li ovSem piivodni
uloha fesitelna, vyjadfuje tato tabulka Glohu s pfipustnym dudlnim feSenim — totiz s nulovym
feSenim Ulohy primarni.

Z tab. 6 je ziejma zakladni myslenka dudlniho algoritmu feSit dualni tlohu pomoci pri-
marni simplexové tabulky. Jak déle ukdzeme, znamena to, Ze je tfeba vybirat klicovy fadek
v zasad¢ stejnym zplsobem, jako primarni algoritmus vybira klicovy sloupec, a klicovy
sloupec vybirat analogicky k vybéru klicového tadku. Z geometrického pohledu prochazi

duélni algoritmus ptipustna feseni y dualni tlohy, jimz odpovidaji sice bazicka, avSak ne-
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pfipustna feSeni X primarni tlohy tak dlouho, dokud nenalezne prvni ptipustné bazické te-
Seni primarni ulohy [5]. V tu chvili algoritmus nalezl optimélni feSeni obou uloh. Podle slabé
véty o dualité musi byt diky nepiipustnosti primarniho feseni ¢Tx > bTy. Algoritmus potom
funguje tak, ze postupné zvysuje hodnotu ucelové funkce dudlni tlohy a soucasné¢ piitom
snizuje hodnotu téelové funkce tlohy primarni, dokud neni dosazeno rovnosti ¢Tx = bTy.
Podle silné véty o dualité jsou timto zplisobem nutné€ nalezena optimalni feSeni obou uloh.
Vzhledem k popsanému mechanismu funguje dudlni algoritmus de facto tak, Ze minimali-
zuje funkci —bTy, a proto je v tab. 6 poznadena minimalizace.

Pro vlastni formulaci algoritmu musime ovSem vyjit z tvaru obecné tabulky, abychom
zcela zbyten€ nemuseli predelavat veskeré znaceni, neboli z tab. 1. PodstatnéjSim divodem
je vsak skute¢nost, ze v kontextu dale popsanych metod celo¢iselného LP budeme vzdy vy-
chazet pravé z tvaru tab. 1, ktera bude reprezentovat optimalni feSeni relaxované neceloci-

selné ulohy. Pravidla pro vybér kli¢ového fadku a klicového sloupce jsou nésledujici:

klicovy je i-ty radek, pro ktery i = arg min {by | b;, < 0}; (2.15)
K
3% Foe e r . . zZ|1—C
klicovy je j-ty sloupec, pro ktery j = arg min { |a—| | a; < 0} (2.16)
1 il

Je ztejmé, ze pravidla (2.15) a (2.16) vybiraji kli¢ové fadky a sloupce vskutku ,,dualné* k to-
mu, jak vybird primérni simplexovy algoritmus klicové sloupce a fadky podle (2.3) a (2.4),

piip. podle (2.11) a (2.12).
Dudlni simplexovy algoritmus miZeme nyni zformulovat do imperativniho tvaru:
0. KROK: sestav poc¢atecni simplexovou tab. 6, jdi na 1. KROK;

1. KROK: vyber klicovy prvek a;; podle pravidel (2.15) a (2.16), jdi na 2. KROK;

2. KROK: v aktudlni tabulce proved’ podle vybraného klicového prvku Jordanovu eli-

minaci v celém sloupci, v némz tento prvek lezi, jdi na 3. KROK;

3. KROK: jsou-li v poslednim sloupci v§echny slozky nezaporné, jdi na 4. KROK, jinak
jdina 1. KROK;
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4. KROK: algoritmus je ukoncen, posledni tabulka reprezentuje optimalni feseni ulohy

(duélni i primarni)

Popsany algoritmus je kone¢ny, pokud mé néktera ze vzajemn¢ dualnich uloh feseni. Co
se tyka nejednoznacnosti pii pouziti pravidel (2.15) a (2.16), také zde I1ze pouzit metodu
nejmensich indexd.

Jedinym piipadem, kdy dudlni algoritmus skonc¢i pfedcasné, nastane, jakmile jsou v pra-
vém sloupci simplexové tabulky stale zdporné hodnoty, ale soucasné v jim ptisluSnych fad-
cich jsou jiz vSechny koeficienty nezdporné. Pak nema duélni uloha optimalni feseni, a tudiz
je nema podle silné véty o dualité ani tlloha primarni. Lze fici dokonce vice. V tomto piipadé
musi byt mnozina ptipustnych feSeni primarni ulohy prazdna. Podle vySe uvedené geome-
trické interpretace neni schopen dudlni algoritmus nalézt ptipustné bazické feSeni primarni
ulohy, coz podle zakladni véty LP znamena, ze nemtze nalézt zadny krajni bod mnoziny
pripustnych feseni. A to je mozné pouze tehdy, pokud je tato mnozina prazdna.

Dualni algoritmus je nedilnou soucasti zakladnich metod celociselného LP, kterym se
vénujeme v dalsi kapitole. V téchto metodach vznikaji vzdy simplexové tabulky s dudlné
pfipustnym feSenim doplnénim primarni optimalni simplexové tabulky o dalSi omezeni. Ta-
bulka je doplnéna o fadky a sloupce téchto omezeni, pfi¢emz novy kriterialni fadek obsahuje
puvodni fadek jako svou ¢ast. Tim, ze se doplnénim omezeni zméni primarni uloha, se sa-
moziejm¢ zmeéni také tloha dudlni. Nicméné kriterialni fadek i potom bude obsahovat pfi-

pustné dudlni feSeni, ¢imz miZe byt dualni algoritmus inicializovan.

Priklad 4. Konec¢na optimalni simplexova tabulka tlohy (2.10) v pf. 3 je nasledujici:

Tab. 7. Optimalni simplexova tabulka z p7. 3

X X3 X3 X4 Xg Xg max
0 0 E -1 —2 1 E
2 2 2
0 1 3 1 _1 0 3
2 2 2
1 0 L 0 1 0 3
2 2 2
0 0 1 2 1 0 21
2 2 2




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 46

Nyni si predstavme, Ze potiebujeme fesit tlohu (2.10) s tim, Ze jsme nuceni navic mezi
jeji omezeni ptidat rovnici (2.17), tzn. aby tloha reprezentovana tab. 7 spliiovala nésledujici

dodate¢né omezeni s novou proménnou x :
1 1 1
X3 +=X5—X; == 2.17
SX3 T oXs — X7 =7 (2.17)

Toto omezeni nejdtive vynasobime (—1) proto, aby mohla proménna x, vstoupit do kano-

nické baze v nasledujici tab. 8, ¢imz ptejde na tvar
1 1 1
—EX3—EX5+X7——E (218)
a pridame jej do tabulky. Tim vznikne tabulka, kterd ma ptipustné dudlni feSeni a ma tvar

vhodny k provedeni iteraci dudlniho algoritmu, nebot’ v§echny relativni ceny jsou nezaporné.

Takto postupné ziskdme nésledujici tabulky:

Tab. 8. Dualni simplexovy algoritmus v pr. 4

X1 X X3 X4 Xs Xg X7 min
0 0 1 1 -1 1 0 1
2 2 2
0 1 3 1 -1 0 0 3
2 2 2
1 0 1 0 1 0 0 >
2 2 2
1
0 0o 1= 0o -1 0 1 _2
2 2 2
0 0 1 2 1 0 0 2
2 2
0 0 0 -1 -1 1 1 0
0 1 0 1 -2 0 3 0
1 0 0 0 0 0o 1 2
0 0 1 0 1 0 -2 1
0 0 0 2 0 0 1 10
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T

s . o oy, 5 3 1
Prvni Cast tab. 8 obsahuje neptipustné primarni bazické feseni x = (E’ > 0,0,0,0, — E) ,
e 1 T . » i e e
dudlni feSeni y = (2, > 0,0) v ni je ale ptipustné. Klicovym je zde ¢tvrty fadek, ponévadz

1 Y, VI - 1(_1 (-1
-5 < 0, a klicovy sloupec mé potadi 3 = min (arg min {(|2 ( 2)|)3,(|2 ( 2)|)5})
Po provedeni Jordanovy eliminace ma piislusnad kanonicka uloha optimalni celoCiselné fe-
Seni x* = (2,0,1,0,0,0,0)T. Prislusné celociselné feseni piivodni ulohy je pak X = (2,0,1)7.

V tomto ptipadé je celoCiselna i optimalni hodnota ucelové funkce 10.

Poznamenejme, Ze celocCiselnost feseni v pt. 4 neni tak docela ndhoda, ponévadz rovnice
(2.18) je ve tvaru tzv. Gomoryho fezil, jimZ se budeme vénovat v dalsi kapitole, protoze tvoii
zaklad jedné ze standardnich metod celociselného programovani. V tomto piipadé je totiz
% = (2,0,1)T navic optimalnim celo¢iselnym fesenim tlohy (2.9) za dodate¢ného poza-

davku, aby x4, x,, x3 € Z.
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3 METODY CELOCISELNEHO PROGRAMOVANI

3.1 Metoda Gomoryho Fezi

Pro ulohy celociselného LP existuje cela skupina metod jejich feseni — metody se¢nych nad-
rovin —, které jsou vSechny zaloZeny na spolecné filozofii. Vychéazeji z optimalniho obecné
necelociselného feseni relaxované ulohy. K této uloze se nasledné pridavaji postupné dalsi
podminky tak, aby nebylo vylou¢eno zadné piipustné celoCiselné feseni, ale soucasn¢ byla
vyloucena alesponl néktera neceloc¢iselnd feseni tim, Ze se stanou neptipustnymi feSenimi
nové ulohy. Kazd4 podminka ma tvar linearni rovnice, reprezentujici nadrovinu, ktera ,,0d-
fizne ¢ast mnoziny ptipustnych feseni piivodni ulohy. Tento postup se opakuje, dokud neni
nalezeno optimalni celoc¢iselné feseni.

Nize popsané metody pracuji tak, Ze je tloha (1.20) pfevedena na kanonicky tvar (1.22)
a poté je nalezeno takové optimalni feSeni kanonické ulohy, které ma celociselné vSechny
zakladni proménné. Ackoliv je celoCiselnost doplitkovych proménnych obecné irelevantni,
u nize popsané metody je jeji soucasti.

Prvni ze zminénych metod, dnes nejcastéji nazyvana metoda Gomoryho iezit, byla pu-
blikovana v rocel1958. Publikoval ji americky matematik Ralph Edward Gomory, ktery ji
jeste téhoz roku podstatné zobecnil v dalSim ¢lanku. Zde se budeme vénovat pouze zékladni
metod€. Tato metoda byla piivodné vyvinuta pro tzv. celociselné celociselné uilohy ve tvaru
(1.22), ve které jsou celociselné jak v§echny prvky matice A, tak také vektoru b. Pfedpoklad,
ze je uloha (1.22) celociselné celociselnd, je z jedné strany pragmatické povahy, nebot’ po-
tom budou celociselné rovnéz vSechny doplitkové proménné. Tim lze nasledné napt. inter-
pretovat kladné hodnoty doplitkovych proménnych jako prebytky zdrojt v jednotkach.

Ovsem z druhé strany je ptedpoklad ,,celociselné celociselnosti® nutnou podminkou pro
spravnou funkci Gomoryho metody. Vynéasobenim kazdého omezeni ulohy (1.20) vhodnym
¢islem lze jisté docilit celoCiselnosti A 1 b. Nicméné nejedna se nadbyte¢nou formalitu, coz
souvisi se samotnou numerickou podstatou Gomoryho algoritmu. V [5] je ukdzano na proti-
ptikladu, ze opomenuti celo¢iselnosti A nebo b vede k tomu, Ze algoritmus poskytne zcela
nesmyslné feSeni. Na konci tohoto oddilu se pokouSime o jisté vysvétleni.

Déle budeme potiebovat dva pomocné pojmy. Je-li g € R libovolné realné Cislo, pak

vzdy existuje jeho jednoznacny rozklad

q = lql +{q}, (3.1)
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kde |q| je tzv. celd éast g, tj. nejvétsi celé Cislo takové, Ze |q| < q, a {q} je zlomkova Cdst
g, pficemz ziejmé 0 < {q} < 1.

V souvislosti s vySe uvedenym rozkladem budeme dale nuceni pfi piepisu nerovnosti na
tvar rovnosti zavadéet dalsi proménné, které se nazyvaji umélé proménné. Tyto proménné
maji zasadn¢ pomocny charakter bez piimé, kupf. ekonomické interpretace. Tim se lisi od
proménnych doplitkovych, které, ackoli maji rovnéz v jistém smyslu pomocny vyznam, maji
také pfimou interpretaci, napi. zda doslo ¢i nedoslo k do¢erpani urcitého zdroje.

Budeme vychézet z optimalniho feSeni relaxované ulohy. Uvazujme tedy ulohu (1.20),
kde A € Z™™, b € Z™ (po ptipadném vynasobeni omezeni vhodnymi konstantami) a ¢ €
R™. Necht' nasledujici simplexova tabulka reprezentuje optimalni feseni k ni pfislusné ka-

nonické ulohy (1.22):

Tab. 9. Optimalni simplexova tabulka relaxo-
vané kanonické ulohy

zakladni + doplnkové proménné max

(0-ta iterace Gomoryho algoritmu)

(zy—cy)" =0T Ly

V této tabulce M € R™ ™™ 3 0 < b* € R™, pii¢em? prvky tohoto vektoru tvoii odpovi-
dajici slozky optimalniho bazického feseni, které jsou ovsem obecné necelociselné.

Nyni nazna¢ime zékladni smysl a konstrukci Gomoryho fezli. Pokud nereprezentuje tab.
9 jiz celociselné optimalni feSeni ulohy (1.20), resp. (1.22), pak ma vektor b* alesponi jednu
necelo¢iselnou slozku, feknéme b; , odpovidajici hodnoté jisté zdkladni proménné. Pti pou-

ziti rozkladu (3.1) mlizeme napsat omezeni, které predstavuje i,-ty fadek tabulky, nasledné¢:

P (Imagi| + {mags}) % = |7, | + (b1}

¢ili
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2jim it ag — {bi} = |bi, | = 72 muys] % (3:2)
Pokud pfedpokladame, Ze je X € Z"*t™ (a tento piedpoklad je ospravedlnitelny pravé diky
té skutecnosti, ze A € Z™™ a b € Z™), napravo (3.2) je celé &islo, a tudiz je rovnéz hodnota
nasledujiciho vyrazu celocCiselna:

yrmim, Y x; — {bi} € Z (3.3)
Kromé toho {blf"o} < 1, neboli — {blfko} > —1. Tim spiSe pak plati nerovnost

Yjimg g — {bi} > -1 (3.4)

Z (3.3) a(3.4) ihned dostaneme, ze

n+m{m10]} {blfko} > 0 (3.5)

Nasledné¢ pak obdrzime

(= i, d) 4 < — (b7} (3-6)

Doplnime-li nakonec nerovnost (3.6) nezdpornou umélou proménnou v, = 0, ptejde tato

nerovnice v rovnici

n+m( {mlo]}) Xj+ v = — {b } (3.7)

Rovnice (3.7), reprezentujici nadrovinu, se nazyva Gomoryho ez (nékdy se tak nazyva rov-
néz nerovnice (3.5) 1 pfesto, Ze reprezentuje uzavieny poloprostor).

Zakladni myslenka Gomoryho algoritmu spociva v tom, ze kazdé celoCiselné feSeni pi-
vodni ulohy spliiuje nerovnost (3.5), tudiZz nadrovina (3.7) ,,ufizne jistou porci* ptvodni

mnoziny piipustnych feSeni, avSak nikdy ,,neodfizne* zadné celociselné pripustné feseni.
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Necht nyni tab. 9 piedstavuje 0-tou iteraci Gomoryho algoritmu. Do této tabulky je pfi-
dan Gomoryho fez jako dal$i podminka k ptivodni uloze, pti¢emz za i,-ty fadek k jeho vy-
tvofeni je zvolen ten, v n€émz ma b; nejvetsi zlomkovou ¢ast pro bazickou zékladni (4. pii-

vodni) proménnou v tab. 9. Tim ziskdme novou tabulku ve tvaru:

Tab. 10. Simplexova tabulka necelociselné wlohy po doplnéni prv-
niho Gomoryho rezu

zdkladni + doplnkové proménné 121 min
0
M b*
0
= {mig1) - e} |1 -
(zy — )T =07 0 L,

V této tabulce je bazické feSeni neptipustné, protoze v pravém sloupci je zaporna hodnota
— {b;o}. Reprezentuje viak tlohu s ptipustnym dudlnim fesenim y = (§7, 0)T, kde ¥ je op-
timalni feSeni dudlni Glohy z (1.24). Tuto tabulku tedy transformujeme dualnim simplexo-
vym algoritmem opét na tvar tab. 9, ve které bude M € RM+Dx(+m+1) 3 g < p* € RM*1,
pfi¢emZ v b* je nyni o jednu celociselnou sloZku navic oproti tabulce ptivodni. Tyto iterace

opakujeme tak dlouho (feknéme celkem p-krat) dokud nevznikne tabulka

Tab. 11. Konecna simplexova tabulka Gomoryho algoritmu

zadkladni + doplikové proménné v, S v, | min

M b*

(ZM — CM)T = oT Lp
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vniz M € ROMPX@4m4p) 3 0 < p* € R™*P, pritemz viechny zékladni proménné pivodni
ulohy jsou jiz celoc¢iselné. Tim Gomoryho algoritmus konc¢i.

Nez uvedeme piiklady, popiSeme alespon neformalni algoritmus Gomoryho metody pro
celociselné feSeni maximalizacni ulohy (1.20). Necht této tloze odpovida kanonicka tiloha
ve tvaru (1.22) s pocatecni simplexovou tabulkou Tj,;; ve tvaru tab. 2, str. 33. Potom Go-

moryho algoritmus provadi nasledujici kroky:

0. KROK: primarnim simplexovym algoritmem transformuj tabulku T;,;; na tabulku T,

ve tvaru tab. 9 a jdi na 1. KROK;

1. KROK: pokud T, obsahuje jen celociselné zakladni proménné, pak jdi na 3. KROK;
v opa¢ném piipad¢ poloz T; := T a jdi na 2. KROK;

2. KROK: v tabulce T; zvol v jejim pravém sloupci prvek b s nejvetsi zZlomkovou ¢asti

pro zékladni bazickou proménnou a vytvot Gomoryho tez (3.7), T; doplii na tvar tab. 10
a dudlnim simplexovym algoritmem transformuj na tabulku T;,; pokud T;,; obsahuje
pouze celoCiselné zdkladni proménné, pak jdi na 3. KROK; jinak poloz T; := T;,, a opa-

kujeme tento krok;
3. KROK: tabulka T; obsahuje optimalni celo¢iselné feSeni a algoritmus konci

Algoritmus poskytuje v posledni tabulce T; jiz optimalni celoCiselné feSeni tilohy (1.20).

Dilezitymi otazkami u kazdého algoritmu je jednak jeho konec¢nost, jednak jeho efektiv-
nost (rychlost konvergence). V souvislosti s Gomoryho algoritmem se otdzce konecnosti
literatura bud’ vyhyba, anebo ve zkratce pravi, ze je vzdy konecny. Skutecnosti vsak je, ze
Gomory dokézal konecnost pro jinou (patrné pomalej$i) variantu algoritmu, a to navic za
dalSiho pozadavku, ktery je napi. splnén, je-li mnozina piipustnych feSeni vychozi ulohy
(1.20) omezena (v praxi je obvykle splnén); podrobnéji k tomu viz napt. v [1]. Neni ndm
znamo, zda je kone¢nost dokazana pro vySe uvedeny algoritmus, ale na druhé stran€ jsme
nikde v literatufe nezaznamenali, ze by n¢kdy selhal.

S vys$e uvedenym souvisi pravé pozadavek, aby byl ke konstrukci Gomoryho fezu zvolen

fadek s nejvyssi zlomkovou ¢asti prvku v poslednim sloupci. Tento pozadavek ma zfejme
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urychlit algoritmus tim, Ze neceloc¢iselné ¢asti feSeni maximalnim moznym zptsobem pte-
souva do hodnot umélych proménnych. Patrné se jedna o pozadavek heuristicky, jenz nej-
spiSe nema piimou oporu v teoretické roving.

Co se tyka rychlosti Gomoryho algoritmu, je z numerickych studii 1 praktickych aplikaci
znamo, ze jeho konvergence neni piili§ dobra. Duvod je veelku ziejmy, Gomoryho fezy vy-
jadtuji jen podminku, ktera je splnéna pro kazdé celoCiselné pripustné feSeni, ovSem viibec
nic navic! Je proto az s podivem, Ze algoritmus vskutku konverguje. Nepatrného zrychleni
lze docilit skutecnosti, ze uméla promennd, kterd béhem algoritmu jednou vystoupi z baze,
se do ni jiz nikdy nevrati. V té chvili Ize z tabulky tedy vynechat sloupec, ktery ji odpovida.
Bézné jsou ptipady, kdy i pro cvi¢né tlohy malych rozméri, napt. pouze 3 X 2, s ,,rozum-
nymi‘ koeficienty miize pocet iteraci Gomoryho algoritmu nékolikandsobné piekrocit kte-
rykoliv z jejich rozméra.

Zasadni je ovSem skutecnost, Ze pokud Gomoryho algoritmu skon¢i, potom nasel vskutku
optimalni celoc¢iselné feseni plivodni tlohy. Vysledna simplexova tabulka urcité reprezen-
tuje optimalni celociselné bazické feseni jisté ulohy, protoze vSechny relativni ceny jsou
nezaporné a pravy sloupec je celoCiselny. Tato Uloha vSak vznikla doplnénim pouze tako-
vych omezeni, kterd jsou splnéna vSemi celo€iselnymi feSenimi plivodni ulohy, a to véetné
vSech FeSeni optimalnich — a pravé v tom spociva hlavni mySlenka Gomoryho metody.
Nalezené¢ feSeni, které je na konci jedinym takovym, ze splituje vS§echny Gomoryho fezy, je
tedy nutné optimalnim celoc¢iselnym feSenim ptivodni ulohy (1.20).

Nyni uvedeme nékolik ptikladi k demonstraci Gomory algoritmu. Prvni ptiklad vyfeSime
kompletné. V dalSich ptikladech se jiz budeme soustiedit pouze na samotnou funkci Gomo-
ryho algoritmu. Bud’ vyjdeme z jiz dostupné optimalni simplexové tabulky primérniho al-
goritmu relaxované ulohy, anebo priabeéh Gomoryho algoritmu jen okomentujeme, pokud by

jeho kompletni prezentace manudlnich vypoctl byla netinosné zdlouhava.

Priklad 5. Uvazujme nasledujici maximalizacni ulohu ve tvaru (1.20):

max (8x; + 9x,)

3x; + 6x, < 16 (3.8)
2%, + 2%, <9

X12=20, x1, €L
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Po ptevedeni (3.8) na kanonicky tvar (1.22) doplnénim skluzovymi proménnymi x5 4 = 0

vytesime nejdiive relaxovanou ulohu primarnim simplexovym algoritmem:

Tab. 12. Primarni simplexovy algoritmus v pr. 5

X1 X2 X3 Xg
8 9 0 0 max
3 6 1 0 16
2 2 0 1 9
-8 -9 0 0 0
1 1 1 0 8
2 6 3
1 0 1 1 U
3 3
_7 0 3 0 24
2 2
3 2 6
1 0 1 1 1
3 3
0 0 1 7 221
3 2

Z tab. 12 plyne, Ze relaxace ulohy (3.8) ma necelocCiselné optimalni feSeni X = (%, —)T s op-
timalni hodnotou ucelova funkce % = 36,83, ktera je rovnéz necelodiselna.

V tab. 12 v poslednich dvou fadcich nad kriterialnim fadkem jsou zlomkové ¢asti pravych
stran postupné 2 a 2 pro zakladni proménné x, a x;. Z prvniho z nich tudiZ plyne, Ze prvnim

Gomoryho fezem je podle (3.7) rovnice

1 1 5
_§x3_zx4+v1—_g (3.9)
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Do optimalni tab. 12 ptidame do posledniho fadku omezeni (3.9) a na vzniklou tabulku apli-
kujeme dudlni algoritmus. Tim ziskavame postupné nasledujici sekvenci simplexovych ta-

bulek, z nichz posledni je opét optimalni:

Tab. 13. Dualni simplexovy algoritmus pro prvai Gomoryho rez

X1 Xy X3 Xq 2] min
0 1 1 _1 0 s
3 2 6
1 0 . 1 0 1
3 3
0 0 -1 ~1 1 | =2
3 2 6
0 0 1 7 0 221
3 2 6
0 1 0 -1 1 0
1 0 0 3 -1 9
2 2
0 0 1 3 -3 5
2 2
0 0 0 3 1 36

Z posledni ¢asti tab. 13 vyplyva, Ze optimalni feSeni X = (g, O)T stale neni celociselné, ac-
koliv optimalni hodnota ucelové funkce 36 jiz je.

Musime pokracovat v algoritmu zavedenim dal§tho Gomoryho fezu. Druhy fadek nad
fadkem kriteridlnim odpovida bazické zékladni proménné x; se zlomkovou casti % Opét

podle (3.7) zkonstruujeme druhy Gomoryho fez s rovnici
1 1
_EX4+UZ=_E (310)

Do optimalni tab. 13 pfiddme (3.10) a na vzniklou tabulku opét aplikujeme dualni algorit-

mus, pfi¢emz ziskame nasledujici simplexové tabulky:
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Tab. 14. Dualni simplexovy algoritmus pro druhy Gomoryho rez

X1 Xy X3 Xy v Dy min
0 1 0 -1 1 0 0
1 0 0 2 -1 0 g
0 0 1 % 3 0 g
0 0 o -2 0 1 -3
0 0 0 3 1 0 36
0 1 0 0 1 -2 1
1 0 0 0 -1 3 3
0 0 1 0 -3 3 1
0 0 0 1 0 -2 1
0 0 0 0 1 6 33

V tab. 14 jiz nalézdme optimalni celo¢iselné feseni tilohy (3.8): X = (3,1)T, pficemz opti-

malni hodnota ucelové funkce je 33.

Piiklad 6. Tento piiklad je viceméné pouze komentafem k pt. 4 z odd. 2.3. Piedposledni
fadek tab. 7 ma tvar (asq, ..., asg | b3) = (1,0,%, O,%, 0 | g) Odtud je ihned ziejmé, Ze ome-
zeni (2.18) je Gomoryho fezem ve tvaru (3.7), ktery ptislusi zminénému fadku relaxované
ulohy. K dosazeni celo¢iselného optima postacila v tomto piipadé jedina iterace Gomoryho
algoritmu. Jak jsme jiz zminili, je takova situace velmi vyjime¢nd. Nicméné zde k rychlému
zakonceni algoritmu piispélo patrné to, Ze necelociselné feseni leZelo v blizkosti (v grafovém
smyslu) degenerovanych feSeni s vice nulovymi, a tudiz automaticky celociselnymi sloz-

kami.

Piiklad 7. Tento ptfiklad je komentaiem k pt. 1 z odd. 2.3, ktery byl vyfesen rovnéz grafic-

kou metodou v odd. 1.2. S pozadavkem celociselnosti se nyni jedna o nasledujici tlohu:
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max (2x; + 3x,)

x1+3x, <8 (3.11)
3x; +2x, <8

X12=20, x1, €L

Relaxovana tloha byla vyfeSena jednoduchym primarnim simplexovym algoritmem s op-
ot v o (8 16\ .
timalnim necelociselnym feSenim X = ) - Piimo z obr. 2, odd. 1.2 Ize okamzit€ na-

hlédnout, Ze celociselné feSeni v tomto ptipad€ vznikne pouhym zaokrouhlenim uvedené¢ho
feSeni smérem doli: X5 = (1,2)T. I pies tuto skute¢nost zde Gomoryho algoritmus pracuje
dosti pomalu. Jsou zapotiebi celkem ¢tyfi Gomoryho fezy, pticemz dudlni algoritmy maji
pti feSeni nékolik krokd, kterymi se vraci dokonce k ryze necelo¢iselnym bazickym feSenim.
Kdybychom méli vypsat vSechny potiebné simplexové tabulky, véetné komentait, potiebo-

vali bychom cca dalsi tfi-Ctyfi strany. Proto u tohoto pou¢ného konstatovani skonc¢ime.

Ptiklad 7 zde upozoriiuje na jeden dilezity fakt. Gomoryho algoritmus se v zasad¢ neumi
vyportadat s tak trividlni situaci, jakou je to, Ze optimalni celo€iselné feSeni vznikne pouhym
zaokrouhlenim (i kdyz nakonec feSeni nutn€ musi najit).

Vyse uvedena skute¢nost jen podtrhuje vSeobecné zndmy fakt, Ze Gomoryho metoda
obecné konverguje znacn€ pomalu. Proto vzniklo postupné mnoho jejich vylepSeni. U zrodu
jedné z takovych metod, kterd se umi vyrovnat se situaci z pf. 7, stoji v€hlasny matematik
¢eského pivodu Vasek Chvatal (takto se oficiadlné uvadi jako autor svych publikaci). Tato
metoda generuje fezy sofistikovan€j§im zptsobem, tzv. Chvatalovy-Gomoryho fezy. Dalsi
vylepSeni piivodni metody §la smérem k redukcim rozmérii instanci tlohy v pribéhu algo-
ritmu. Oba sméry vylepSeni 1ze spolu rovnéZ kombinovat; k tomu viz podrobné [5]. Z tohoto
textu si dovolime jednu citaci: ,,Historii Gomoryho fezli provazi ve védecké komunité osci-
lace mezi piijetim a odmitanim. Nejprve byly povazovany za zdzracné, pak zcela odmitnuty
ve prospéch metod branch & bound a nakonec opét povolany do boje s celociselnymi pro-
gramy.

Vyvoj celoCiselného programovani nesel ovSem jen cestou vylepSovani Gomoryho me-
tody. V obecné rovin¢ vznikla napt. metoda vétvi a mezi, o které je pojednano v dalSim
oddilu. Vyvoj Sel ovSem také vytvarenim metod vyvinutych pro specialni ulohy, které¢ jsou

zalozeny na odliSnych principech. Mame zde na mysli napf. jiz zminény dopravni problém
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s pozadavkem celociselnosti ¢i jeho specialni ptipad pfifazovaciho problému. Lze na n€ sice
aplikovat Gomoryho metodu, ale specifické algoritmy fesi tyto ilohy nesrovnateln¢ efektiv-
néji[1, 2,3, 8, 12].

Zaveérem uvedeme argumentaci, ktera aspon neformalné objasniuje nutnost predpokladu,
ze pro spravnou funkci Gomoryho algoritmu musi byt tlloha (1.20) celo¢iselné celociselna,

Cili ze A € Z™™ a b € Z™. Uvazujme nyni dvé Glohy:

max (cTx) max (cTx)
Ax<b Ax<b (3.12)
x=>0 x>0

Necht matice (A|b) € Qm*(+1), (K|B) € 7™+ pricemz (K|B) vznika z (A|b) pouze
vynasobenim fadkti vhodnymi kladnymi konstantami. Ob¢ tlohy jsou ekvivalentni: maji
stejné mnoZiny piipustnych feSeni a maji stejnd optimalni feSeni. Jejich kanonické prepisy

do tvaru (1.22) jsou potom nésledujici:

max (c'X) max (c'X)
(AlL,)X=hb (AlL,)x=Db (3.13)
x>0 X=>0

Zatimco ulohy (3.12) jsou ekvivalentni, tlohy (3.13) zjevné ekvivalentni nejsou. Staci,
aby existoval prvek a;; € Z matice A, a tlohy budou mit riizn¢ mnoziny pfipustnych feSeni.
Navic ptipustné bazické feseni X = (0T, bT)T prvni tlohy je obecné necelo¢iselné a mize
byt Gomoryho metodou odiiznuto, ptipustné bazické feseni X = (07, BT)T druhé ulohy je
celociselné a nikdy odfiznuto nebude.

Jiz z vySe uvedené trividlni uvahy je zfejmé, co se mize stat. Teorie fika, Ze optimalni
simplexové tabulky T, a T,, které odpovidaji postupné kanonickym tloham (3.13), budou
mit stejny pravy sloupec a ¢ast kriteridlniho fadku, v némz je uchovano feSeni duélni tlohy,
ovsem obecné¢ budou rtizné. Gomoryho algoritmus inicializovany T; bude v kone¢ném dii-
sledku odfezévat i celociselna feSeni, mezi nimiz mohou byt i feSeni optimalni, a v krajnim
pfipad¢ miZze byt ukoncen nestandardné. Jinymi slovy bude indikovat, Ze celociselné opti-

malni feSeni vliibec neexistuje. Gomoryho algoritmus inicializovany tabulkou T, nikdy zadné
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celociselné feSeni neodfizne. Predpoklad ,,celo¢iselné celociselnosti* zakladni ulohy (1.20)
je tudiz pro spravnou inicializaci Gomoryho algoritmu zcela nezbytny: je tieba vzdy polozit
Tinit *= T,. Koneckonct prevod tulohy (1.20) na celocCiselné celoc¢iselnou ulohu je trivialni
zalezitosti, ovSem nicmén¢ podstatny.

Ptiklad tlohy, o niz je zndmo, ze Gomoryho algoritmus u ni bez ptevodu na celoc¢iselné

celodiselny tvar selze, jsme pievzali z [5]. Uloha je velmi jednoducha:

max (x; — x,)

—tx 42, < (3.14)

1
X1 —ng <

Wk, W]k

X12=20, x1, €L
Ulohu (3.14) pievedeme na celoéiselné celo¢iselnou ulohu do tvaru

max (x1 - xZ)

—x; 4+ 3x, < 1 (3.15)

3x1 —ngl

X12=20, x1, €L

Relaxace obou uloh (3.14) i (3.15) maji spole¢né neceloCiselné optimélni feSeni X =

T
G, 0) a ulohy k nim dualni maji spolené optimalni feseni § = (1,0)T se stejnou hodnotou
icelové funkce Z = ¢'x = b1y = % Relaxace k nim pfislusnych kanonickych uloh maji po-

T
chopitelné rovnéz spole¢né necelocCiselné feseni x* = G, 0,%, O) .

Obé ulohy (3.14) i (3.15) maji totéz optimalni celo¢iselné feseni X; = (0,0)T. Ovsem ke
spravné funkci Gomoryho algoritmu je vhodna pouze tiloha (3.15). Pokud bychom ke spus-
téni Gomoryho algoritmu pouZili optimalni simplexovou tabulku ulohy (3.14), pak bude jiz
po ptidani prvniho fezu dualni simplexovy algoritmus zastaven nestandardné — v fadku se

zapornou hodnotou v pravém sloupci jsou jen nezaporné prvky. To znamena, Ze fez je ne-

ptipustny a Gomoryho algoritmus bude indikovat, Ze mnozina pfipustnych feSeni relaxované
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kanonické ulohy k (3.14) neobsahuje zadné celociselné feSeni (coz je pochopitelné pravda).
Relaxace kanonické tlohy k (3.15) samoziejmé celodiselna feSeni ma, tfeba x = (0,0,1,1)T.
Ulohu (3.14) se pokusime vyuzit v praktické &asti této prace k testu pouZitého software,
zda je Gomoryho metoda oSetfena vici tlohdm, které nejsou celoCiselné celociselné.
Poznamenejme, ze existuje varianta Gomoryho metody, ktera jiz nevyzaduje celociselnou
celocCiselnost vychozi ulohy, v niz jsou fezy generovany sofistikovanéjsim zptisobem (na
zéklad¢ nekolika radkt soucasné, nikoliv jen fadku jediného). V té souvislosti se potom zde
popsana metoda podrobnéji nazyva prvni Gomoryho algoritmus, zatimco zminéna varianta
je druhy Gomoryho algoritmu. Gomoryho fezy druhého typu nemohou byt ptili§ hluboké,
aby neodfezavaly celoc¢iselnd feSeni, nicméné existuje cela fada racionalnich 1 intuitivnich
divodt domnivat se, Ze oba algoritmy budou v zdkladnich parametrech (rychlost, opera¢ni

a pamét'ové naroky) piiblizné srovnatelné. Ov§em tuto domnénku nemtizeme nijak dolozit.

3.2 Metoda vétvi a mezi

Tato metoda byla vyvinuta podstatné pozd&ji neZ Gomoryho metoda, nebot’ jeji vznik byl
bezesporu podminén rozvojem vypocetni techniky, jakoZ i mySlenek teoretické kybernetiky.
Ve své podstaté se jedna o metodu zcela univerzalni, kterou 1ze pouzit k feSeni libovolného
celociselného optimaliza¢niho problému. Myslenka metody vétvi a mezi se objevila poprvé
cca v polovin€é minulého stoleti. Bylo pouze logickym vyusténim, ze se tato obecna mys-
lenka uchytila pravé v LP. Prvni tplnou formulaci algoritmu podaly v roce 1960 anglické
matematicky Ailsa Landova a Alison Doigova. Nicméné trvalo jesté pét let, nezli nova ge-
nerace salovych pocitact (patrn¢ od IBM) a programovacich jazyki (snad néktera z prvnich
verzi COBOLu ¢i FORTRANu) umoznila vznik prvni pouzitelné implementace algoritmu,
kterou realizoval americky teoreticky kybernetik a specialista na programovaci jazyky R. J.
Dakin a popsal ve svém c¢lanku z roku 1965.

P11 popisu zakladni mySlenky algoritmu budeme opét vychazet z obecné neceloc¢iselného
feSeni maximaliza¢ni tlohy (1.20), v niZ nyni ptibude pozadavek celociselnosti. Optimalni
feSeni relaxované tilohy necht’ je & = (%4, ..., ¥,) . Tuto tllohu lze pro nase Gcely dostatetns
popsat trojici (M, %, Z), kde M je mnozina piipustnych feSeni a Z = ¢"X je maximalni hod-
nota ucelové funkce. Bude-li hodnota X; (I € {1,2, ..., n}) vybrana necelo¢iselna slozka fe-

Seni X, potom celociselna hodnota ji ptislusné proménné x; splituje nékteré ze dvou omezeni

x; < %], resp. x> %] +1 (3.16)
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Oznaime-li My = {x e M |x; < |%;]} a M, = {x€ M | x; = |X;] + 1}, rozvétvi se pu-

vodni tloha na dvé podalohy
(My,%4,7,), resp. (M3, X3, 75), (3.17)

kde vSechny slozky uloh (3.17) maji stejny vyznam jako vySe (pokud je M; = @, nemusi byt
X; a Z; ptifazeny zadné hodnoty). Jestlize Z; > Z;, i,j € {0,1}, zvolime tlohu (M;, X;, Z;),
kterou opét rozlozime na dvé podilohy stejnym zplsobem. Je podstatné, Ze v tomto procesu
vétveni na podulohy nakonec nutné€ dosp&jeme k celociselné uloze, ackoliv nemusi obsaho-
vat optimalni celo¢iselné feseni ulohy ptivodni. To, abychom dospé¢li k optimalnimu celoci-
selnému feSeni ptivodni ulohy, zajisti algoritmus vétvi a mezi, ktery maximalné redukuje
pocet poduloh, jeZ nevedou k cili, a ktery ddle neformalné popiSeme (ponechdme stranou

programatorské problémy, napft. precislovavani tloh v béhu algoritmu 1 dalsi ,,formality*).

Nejdiive zavedeme dva zasobniky: zasobnik aktivnich uloh Z a zasobnik umrtvenych
uloh U; a redlnou proménnou z*, v niz bude uchovavana aktualné nejvyssi dosazend hodnota
ucelové funkce celociselného feSeni. Na konci algoritmu bude 2 = @ a ‘U bude obsahovat
vSechny ulohy, které obsahuji optimalni celo¢iselna feSeni a spoleCnou maximalni hodnotu

ucelové funkce ptivodni tlohy. Algoritmus vétvi a mezi ma nasledujici imperativni formu:

0. KROK: poloz (My,X,,Z,) :=(M,X,2), Z:=0, U:=0Q a z* := —oo; jakmile je jiz
(Mo, o, Zy) celociselna, zafad’ ji do U, algoritmus konci; jinak je-li Z; > Z;, i,j € {0,1}

v ulohach (3.17), zvol do 1. KROKU ulohu (M;,X;, Z;) a ulohu (M- X, Z;

" )
i, X, ]) zarad’ do Z;

pokud néktera z tiloh nema feSeni, je vyfazena a zbyla je zvolena do 1. KROKU jako

(M, X;,7Z;)
1. KROK: uloha (M;,X;, Z;) je rozvétvena doplnénim omezeni (3.16) na dvé podulohy

(M1, X1, Zi41) a (Miy2,Ri42,Zi42) 5 (3.18)

ma-li néktera z uloh (3.18) celocCiselné feseni, prejdi ke 2. KROKU; jinak je-li Z, > Z;,

k,1 € {i +1,i + 2} v tlohdch (3.18), zvol (M, &;, Z;) := (My, Xi, Z,), Glohu (M}, %, 2,)
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zatfad’ do Z a opakuj 1. KROK; pokud nékterd z uloh nema feSeni, je vyfazena, zvolena

je zbyla uloha jako (M, X;, Z;) a opakuje se 1. KROK;

2. KROK: celociselnou tlohu (M;, X;, Z;) zatad’ do U a poloz z* := Z;; z obou zasobniki
Z a U vyrad’ vSechny ulohy (M], X;, Zj), pronézje Z; < Z;; je-li Z = @, algoritmus konci;
jinak ze Z vyjmi (M], X;, Z]-) s nejvetsi hodnotou Z;, pak poloz (M;, X;, Z;) := (Mj, X;, Zj)

avrat se k 1. KROKU

Po ukonceni algoritmu je zasobnik U # @ a zGstanou v ném prave jen vSechny celociselné
ulohy (s totoZznou) maximalni hodnotou ucelové funkce, které fesi ulohu (1.20) s nutnou

podminkou celo¢iselnosti v§ech proménnych.

Velmi podstatnd je i u algoritmu vétvi a mezi otdzka jeho konecnosti. Zejména u tohoto
algoritmu je ovSem zodpovézeni této otazky podstatné jednodussi nez u ostatnich zde uve-
denych algoritmti. V praxi je obvykle mnoZina piipustnych feSeni omezend. Je ziejmé, Ze
v takovém ptipadé musi byt kone¢ny i algoritmus, nebot” kazda slozka libovolného piipust-
ného feSeni miize nabyvat jen konecn€ mnoha celo¢iselnych hodnot.

Algoritmus vétvi a mezi predstavuje prochazeni binarniho stromu s kofenem v ptivodni
uloze. Mén¢ formalné lze fici, ze péstuje a zuslecht'uje binarni strom v nésledujicim smyslu.
Kazda uloha je rozvétvena na dvé podulohy doplnénim jednoho ze dvou omezeni typu
(3.16). Vétveni dale probiha vzdy v poduloze, ktera ma vétsi hodnotu ticelové funkce, a tudiz
vetsi nadéji k nalezeni celo¢iselného optima, a to do té doby, dokud neni nalezena celoci-
selné uloha (nikoli nutné optimalni) — zde vétveni konci. Nasledné jsou odiezany vSechny
vétve, v jejichZ uzlech nelze ocekavat nalezeni lepsiho celociselného feSeni. Poté probiha
vetveni podle listu s nejvétsi hodnotou ucelové funkce. Tento proces vétveni a ,,profezavani‘
stromu probih4 tak dlouho, dokud v listech stromu neziistanou jen ulohy, které reprezentu;ji
optimalni celoCiselnd feSeni plivodni ulohy. Pokud je optimalni celoCiselné feSeni jediné,
zlstane pouze jedina cesta, vedouci z kofene k tomuto feSeni, vSe ostatni je odfiznuto. Po-
chopitelné pti grafickém zobrazeni tohoto stromu jsou v ném znazornény i vSechny ,,jalové*
vetve, a to véetné aktualniho optimalniho feSeni a hodnoty ucelové funkce.

Z uvedeného je nyni zfejmé, ze je-li algoritmus vétvi a mezi konecny, nalezne tento al-
goritmus vSechna celociselnd feSeni piivodni tlohy, nebot’ zfejmé nevynecha zadnou celo-
¢iselnou kombinaci zakladnich proménnych, jez by mohla vést k feSeni optimalnimu. Z té-

hoz ov§em plyne i1 zdsadni nedostatek metody. Klade vysoké operacni a pamétové naroky,
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protoze, dokud neni algoritmus standardné ukoncen, nejsme schopni poznat, ze optimalni
feSeni mohlo byt jiz ddvno nalezeno.

Vsechny kroky algoritmu vétvi a mezi jsou jednoznacné uréeny az na jedinou vyjimku,
proto neni ve vlastnim algoritmu ani zminéna. Obvykle neni specifikovano, jakym zptso-
bem je vybrana proménné do novych omezeni (3.16). Algoritmus je kombinatorické povahy,
puje tedy na stanovisko, Ze je to v zdsad¢ jedno, a vybiraji neceloCiselné proménné jednoduse
postupné podle jejich potadi v ptivodni uloze. Pouze v [5] lze najit nékterd sofistikovanéjsi
pravidla. Zminme zde alespon pravidlo, kdy je vybrana proménna podle ,,miry necelocCisel-

nosti“, tj. proménna s indexem
| = argmax {min{{%;},1 - {%}}| % ¢ Z}
i

Stejné tak 1ze alespon teoreticky pfipustit moznost, Ze vétvici podilohy budou mit stejné
hodnoty tcelovych funkci, anebo ze bude v zdsobniku Z vice tloh se stejnou nejvétsi hod-
notou ucelové funkce. Nicméné se zdd, Ze vétSina programi tyto velmi nepravdépodobné
eventuality v praktickych ulohach nijak nema oSetfeny. Koneckoncti vZzdy je k dispozici uni-
verzalni pravidlo nejmensich indexd.

Komeréni moduldrné stavéné programy patrné fesi v kazdém vétveni celou tlohu od za-
¢atku, ovSem nékteti autofi upozoriiuji na skute¢nost, Ze implementace, v nichZ jsou rozvét-
vené ulohy ,,preoptimalizovany* dudlnim simplexovym algoritmem, vyrazné urychluji celou
metodu. Pro podminku typu x; = |X;| + 1 Ize postupovat ptimym doplnénim omezeni stejné
jako pii doplnéni Gomoryho fezu. U podminky typu x; < |%;] je tvar doplnéného omezeni
ponckud komplikovangjsi (viz event. [5]), avSak uspora vypoctd je i tak nezanedbatelna
(anebo je nutno celou ulohu fesit od samého zacatku primarnim simplexovym algoritmem).

Nakonec uved’'me, Ze mezi Gomoryho algoritmem a algoritmem vétvi a mezi je zadsadni
rozdil. Zatimco Gomoryho algoritmus najde vzdy pouze jedno optimalni feseni, byt by jich
existovalo 1 vice, algoritmus vétvi a mezi najde soucasné feSeni vSechna.

Algoritmus mezi a vétvi je pochopitelné manualné narocny, proto je nasledujici ilustracni

ptiklad velmi jednoduchy.

Priklad 8. Metodou vétvi a mezi feSme nasledujici maximalizacni ulohu:



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 64

max (—Xl + 4‘X2)

—10x; + 20x, < 22
5x; + 10x, < 49 (3.19)

X1 <5

X12=20, x, €L

Ruénimi vypocty pii vybéru necelociselnych hodnot optimalniho feseni relaxované ulohy

vzestupné podle jejich indexti dava algoritmus nasledujici strom feSeni:

Obr. 5. Bindrni strom reseni ulohy (3.19)

Ve stromu na obr. 5 jsou ulohy ¢islovany v poradi, v jakém jsou prochazeny postupné
algoritmem. Jak je vidét, v listech stromu lezi jedina uloha 9 ze seznamu U, Glohy 5 a 7 se

do zadného ze seznaml Z a U nikdy nedostaly a tloha 8 byla ze Z vynata v poslednim
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kroku. Uloha 9 obsahuje optimalni fe$eni ptivodni ulohy (3.19): maximalni hodnoty Gelové

funkce Z = 6 je dosazeno v bodé X = (2,2)T.

Jiz v zasad¢ trividlni pt. 8 ukazuje, ze metoda vétvi a mezi bude klast vyssi naroky na

operacni a pamét'ové kapacity nez Gomoryho metoda.

3.3 Porovnani Gomoryho metody s metodou vétvi a mezi

Na zavér uvedeme nekteré dalsi metody ¢i ptistupy k celoc¢iselnému LP, ackoliv o nich sotva
muzeme fici vice neZli to, Ze existuji. Poté kratce srovname Gomoryho metodu s metodou

vétvi a mezi z hlediska jejich vzajemnych vyhod a nevyhod.

Metody dynamického programovdni spocivaji obecné v dekompozici tilohy na podilohy
podle zvoleného rozhodovaciho procesu. Tyto podulohy jsou ukladany pro dal§i mozné po-
uziti. Vzniklé podulohy lze potom déle rozkladat na zaklad€ téhoz rozhodovaciho procesu,
ktery maze byt rovnéz adaptivni, ¢imz je ovliviiovana efektivnost fesiciho algoritmu. Jak je
vidét, metoda vétvi a mezi patii pravé mezi tyto metody s neadaptivnim rozhodovanim.

Specidlni metody jsou urceny k feseni uloh se specifickou strukturou ad hoc. Napt. jsme
JiZ letmo zminili metody pro feSeni dopravniho problému, spec. pak pro feSeni ptifazovaciho
problému. Tyto metody jsou zalozeny na diametralné odliSnych matematickych principech,
coz jim umoziuje byt nesrovnatelné efektivnéjsi nez zde probrané obecné postupy.

Heuristické metody jsou Casto pouZivany tam, kde by jakékoliv exaktni feSeni uplné se-
lhalo, anebo by bylo ¢asové netinosné naro¢né. Jejich nevyhodou je, Ze jsou — jak naznacuje
jejich nazev — Casto zaloZeny piedev§im na semiempirickych znalostech, takze ndm nezaruci
nalezeni optima, nybrz obvykle pouze suboptima, které je v tom ¢i onom smyslu optimu

blizké. Nicméné jejich prednosti je, Ze jsou schopny poskytnout vzdy feSeni aspon néjaké!

Vyhodou Gomoryho metody je to, ze je rychlejsi nez metoda vétvi a mezi, nebot’ metodu
vétvi a mezi znateln€ zpomaluji vysoké vypocetni a pamétové naroky, coZ je obecny handi-
cap vSech algoritmti kombinatorické povahy. Nevyhoda Gomoryho metody naopak spociva
v tom, Ze v piipadé€ nejednoznacnosti nalezne pouze jediné feSeni (snad nejblizsi neceloci-
selnému feseni v euklidovské metrice — je to ovSem jen dohad, protoze jiz z trivialniho pt. 7
vime, Ze Gomoryho fezy se mohou chovat dosti nevyzpytateln¢). OvS§em naopak metoda

vétvi a mezi — pokud je dokon€ena — najde vzdy feseni vSechna.
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Nevyhodou Gomoryho metody je naopak to, Ze je mnohem citlivejsi na interni zaokrouh-
lovani implementace nez metoda vétvi a mezi. Kazda implementace muze totiz poznat celo-
¢iselnou hodnotu jen tak, Ze tato hodnota nepietece jisté meze kolem celoc¢iselné hodnoty.
Casto se stava, ze Gomoryho metoda jiz celodiselné feSeni nasla, ale implementace algo-
ritmu to nepozna a pokracuje v pfidavani dalsich fezti. Tyto redundantni fezy pak bud’ pfi-
vedou numerické feSeni do toleranénich mezi, anebo je algoritmus ukoncen nestandardné,
ma-li jeho implementace vici této situaci né¢jakou pojistku.

Vyhodou metody vétvi a mezi je rovnéz skutecnost, ze v podstaté beze zmény ji 1ze pouZit
na tzv. smiSené celocCiselné ulohy, tj. takové, v nichz pozadujeme celociselnost jen u nékte-
rych proménnych. Naopak Gomoryho metodu, alespon v jeji piivodni verzi, 1ze pouzit pouze
na Cisté celociselné ulohy.

Nicméné Gomoryho metoda byla nékolikrat modifikovana, takze si jiZz také umi poradit
se smiSenymi tlohami volbou vhodnych fezl. Stejné€ tak si umi poradit s patologickou situ-
aci, kterou jsme pozorovali u pt. 7. V této souvislosti pfipomenme jiz zminéné Chvatalovy-
Gomoryho fezy, které odiezavaji neceloc¢iselna feSeni rafinovanéji. Cenou za to je, ze diikaz
konecnosti algoritmu je zde mnohem komplikovanéjsi.

Ackoliv se zda, Ze na metod¢ vétvi a mezi se toho piilis modifikovat neda, preci se délaly
pokusy tuto metodu provadét jinak. V algoritmu, ktery jsme uvedli v odd. 3.2, byly tlohy
uchovavany v zasobnicich, coz je typické pro prohleddvani stromu do hloubky. Byly ¢inény
pokusy s prohledavanim do Sitky, kdy stoji ulohy ve fronté. Numerické experimenty ovsem
naznacuji, Ze prohledavani do hloubky stale zlstava nadéjnéjsi, cemuz napoméha predevsim
odfezavani jalovych vétvi ve stromu feSeni. Zejména v dnesni dobé¢ je pak pro metodu vétvi
a mezi rovnéz podstatné, ze je snadno paralelizovatelnd, kdy jsou provadény vypocty v jed-
notlivych vétvich na sptazenych pocitacich. V zavislosti na dostupnosti pocita¢ové masine-
rie mohou byt pak feSeny ulohy vskutku impozantnich dimenzi (v fadech desitek tisic pro-
ménnych a stovek tisic omezeni), o jejichZ feSeni se mohlo prikopnikiim LP sotva zdat.

Nakonec uved’'me jedinou v reSersi zaznamenanou letmou zminku, Ze nejefektivnéj$i dnes
existujici postupy pro celoc¢iselné LP kombinuji obé metody: Gomoryho metodu s metodou
vétvi a mezi. Z obecného pohledu by mélo patrné jit o postupy z oblasti metod dynamického
programovani, kdy adaptivni proces vybird v jednotlivych fazich feSeni tlohy jednu nebo
druhou metodu. Nic podrobnéjsiho k popisu takového postupu, zejména na zaklad¢ jakych
kritérii jsou vybirany metody, jsme vSak bohuzel nezaznamenali. Na tomto principu je prav-

dépodobn¢ zalozena i funkce MATLABu, kterou pouzivame v praktické ¢asti.
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3.4 Doplnék k dualnimu simplexovému algoritmu

V obou vyse popsanych algoritmech celo¢iselného LP je pfitomen dudalni simplexovy algo-
ritmus jako pomocnd, ovSem obligatni procedura. Tento algoritmus jsme pIné€ popsali v odd.
2.3, nicmén¢ z diivodu plynulosti vykladu jsme tam uvedli jen ptiklad, ktery demonstroval
zminénou pomocnou funkcei dudlniho algoritmu. Nikoliv pouze z kontrolnich diivodi je vSak
mnohdy podstatné fesit tlohu dudlni, nebot’ redlna situace pitimo vyzaduje model v jejim
tvaru. V krajnim piipadé¢ mizeme vyiesit ulohu dualni, zatimco software, resp. hardware
bude kolabovat pfi feSeni primdrni lohy. Zde tedy vyfesime kompletné jednu dudlni tlohu,
jiz miizeme porovnat s feSenim ulohy primarni, kterou mame jiz k dispozici, a to véetné
jejiho feseni. To ndm dovoli podrobnéji rovnéz komentovat béh a tvar vysledka ziskanych
dudlnim simplexovym algoritmem.

Pouzijeme tlohu (2.9) na str. 37:

max (3x1 + ZXZ + 4‘X3)

X1 +x,+2x3<4
2x4 + x3<5 (3.20)
le + Xy + 3x3 <7

X123 =0

T
rv o r v , LIRS 5 3 ™ ; ~ 21
0 niz vime, Ze ma optimalni feSeni X = (E’E’ 0) s hodnotou tidelové funkce ¢'X = 5 =

T r.
bTy a optimalnim fedenim dudlni ulohy je §¥ = (2, %, O) . Uloha (3.20) je ekvivalentni uloze

min (—3x; — 2x, — 4x3)

X1 + Xy + ZX3 <4
26, 4+ x3<5 3.21)
le + Xy + 3x3 <7

X123 =0

Podle (1.24) ma duélni tloha k (3.20) evidentné explicitni tvar
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min (4y; + 5y, + 7y3)

V1 + 2y2 + 2y3 >3
2y1 + Y2 + 3y3 =>4

V12320
Vime, Ze zdkladnim smyslem duélniho algoritmu je fe$it dualni Glohu v primdrni sim-

plexové tabulce. Proto prepiSeme (3.22) doplnénim skluzovych proménnych y,s = 0 na

nasledujici kanonickou tlohu

max (—4y; — 5y, — 7y3)

—y1 — 2y, —2Y3+t Y, = -3

—V1 —Yy3 + s =-2 (3.23)
—2y1 —y2—3y3 + ye = —4
Y123 =0

ZapiSeme-li lohu do primarni simplexové tabulky ve tvaru tab. 6 na str. 43, bude jeji krite-
ridlni fadek nezaporny. Dal§im pozadavkem inicializace dudlniho algoritmu je neptipustnost
primarniho bazického feseni a existence pripustného feSeni dudlni ulohy. V této chvili je
ovsem dualni ilohou uloha (3.21) s ptipustnym fesenim x = (0,0,0)T a primarni je dualni
uloha s ucelovou funkei z (3.23). Tudiz pro ptipustna feSeni obou uloh x a y podle slabé véty

o dualité plati nerovnost —bTy < —c"x; aviak diky nepiipustnosti y bude na za¢atku

—bTy = -4y, — 5y, — 7y; > —3x; — 2x, — 4x3 = —c'x (3.24)

Vzhledem k tomu, co bylo fe¢eno v odd. 2.3, bude dudlni algoritmus prochazet dudlné
piipustna feseni, jimZ odpovidaji nepfipustna primarni bazicka feSeni, dokud neni nalezeno
feSeni piipustné a v (3.24) neni dosazeno rovnosti. Pak podle silné véty o dualité¢ samoziejmée
algoritmus skoncil nalezenim optimalniho feSeni. Odtud plyne, Ze v posledni optimalni ta-
bulce dudlniho algoritmu bude v kriteridlnim fadku a v poslednim sloupci optimalni hodnota

ucelové funkce s opaénym znaménkem, ponévadz algoritmus snizuje v (3.24) levou stranu
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a soucasn¢ zvysuje pravou, coZ je tieba mit na zfeteli. Dualni simplexovy algoritmus po-

skytne nésledujici sekvenci simplexovych tabulek:

Tab. 15. Dualni simplexovy algoritmus, resici ulohu (3.23)

V1 V2 V3 Va Vs Ve

4 -5 -7 0 0 0 min
-1 ) ) 1 0 0 )
-1 0 -1 0 1 0 -2
2 -1 -3 0 0 1 -4
4 5 7 0 0 0 0
o - -2 1 0 - -1
0 - - 0 1 - 0
1 - - 0 0 - 2
0 3 1 0 0 2 -8
0 3 1 -2 0 1 2
0 -1 0 1 1 -1 -1
1 4 0 3 0 -2 -1

0 0 0 2 0 1 -10
0 0 1 1 3 -2 -1

0 1 0 -1 -1 1 1

1 0 0 -1 -4 2 3

0 0 0 2 0 1 10
N

T N T B

1 0 1 0o -1 0 2

V jednotlivych tabulkach jsou zvyraznény v pravych sloupcich prvky, které jsou vybrany

podle pravidla (2.15), a nasledn¢ v ptisluSnych fadcich klicové prvky podle pravidla (2.16),

samoziejme krome posledni tabulky, jez obsahuje optimalni feSeni obou uloh (3.22) a (3.20).
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Uloha (3.20) byla degenerovand, coZ se projevilo i degenerovanosti dudlni ulohy (3.22).
Ve tfeti tabulce byly vybéry podle pravidel (2.15) a (2.16) nejednoznacné a nasledné ve

¢tvrté tabulce nedoslo ke snizeni hodnoty ucelové funkce. Posledni optimalni tabulka jiz
e y N 21 o o et s
vyjadtuje, Ze bylo dosazeno ekvilibria: —bTy = — 5= —cT&. Pfitom v kriterialnim fadku

T
r LTSRN r1r o v N 5 3 R
nalézadme optimalni feSeni dualni ulohy (piivodné de facto primarni) X = (E '3 0) . Bazické

T
R 1 w ot o it s . o
feSeni ¥ = (2, > O) potom fesi pivodni dudlni tlohu. Dudlni algoritmus pochopiteln¢ mu-

sel najit taz feseni jako algoritmus primarni.
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II. PRAKTICKA CAST
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4 PROGRAMOVA PODPORA TEORETICKE CASTI

4.1 Popis programu a jeho uzivatelského prostiedi

Ukolem praktické ¢asti této prace bylo vytvofeni a odladéni vyukového programu pro feseni
vSech typi celociselnych i neceloCiselnych tloh LP ve tvaru nerovnosti, které byly popsany
v teoretické Casti. Pracovné je nazvan LinSolver. Program je vypracovan v prostiedi MAT-
LABu R2016a jako Guide Application, ktery vyuziva vlastni funkci intlinprog pro feseni
smiSenych uloh celo¢iselného linearniho programovani.

Program je koncipovan k maximalni jednoduchosti jeho pouZziti, uzivatele plné odstiniuje
od znalosti prostiedi MATLABu a vzhled uzivatelského prostiedi vychazi z obecného zapisu
simplexové tabulky, coz napomah4 intuitivnimu ovladani celého programu.

Program zvlada tesit vSechny standardni ulohy LP, jak ve tvaru minimalizace, tak i ma-
ximalizace, t€Z je schopen fesit celoCiselné ulohy, kde je rovnéz mozné zadat pozadavky na
celociselnost pouze pro konkrétni podmnozinu proménnych. Jeho limitem je pocet promén-
nych zadané ulohy, kterd miiZe obsahovat maximalné 10 proménnych. Program je urcen pro
vyukové tcely. Nikde v literatufe jsme nezaznamenali Zadnou cvi¢nou tlohu s vét§im po-

¢tem proménnych nez 10.
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Solution 6 35 0
@ Objective Value 405 Output Text Intlinprog converged to the solution x Solve

Obr. 6. Vzhled uzivatelského prostiedi programu

Rozhrani programu obsahuje 9 zakladnich prvk, které 1ze vidét na obr. 6:
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1. Radek uéelové funkce — zde volime typ optimalizace (min/max) a zadavame jednot-
livé koeficienty ucelové funkce.

2. Pozadavky celociselnosti proménnych — fadek checkboxt pro zavedeni pozadavku

celociselnosti jednotlivych proménnych.

Nerovnosti omezujicich podminek — umoziluje zadat sméry nerovnosti omezeni.

Vektor omezeni— pole pro zadani jednotlivych prvki vektoru pravych stran omezeni.

Matice ulohy — tabulka pro zadéani jednotlivych prvk matice omezeni.

A O

Hodnoty jednotlivych proménnych vektoru optimalniho feSeni — vypis naleze-

nych hodnot slozek optimalniho feseni.

7. Optimalni hodnota ucelové funkce — vypis nalezené optimalni hodnoty tcelové
funkce.

8. Vypis stavovych hlaseni — tato hladSeni vraci samotna funkce intlinprog.

9. Tlacitko Solve — tlacitko, které spusti vypocet ulohy.

Z pomé&rné skoupych informaci vime, Ze funkce intlinprog pouziva i metodu Gomoryho
fezll 1 metodu vétvi, véetné dalSich metod, jako napt. Chvatalovy-Gomoryho fezy. O tom,
ktera metoda bude pouzita, rozhoduje vnitini rozhodovaci proces funkce intl/inprog na za-

klad¢ tvaru ulohy. Proto ji Ize pouzit bez problému také na smiSené ulohy.

Upozornéni. Instalace programu LinSolver mize u slabsich pocitact trvat 1 nékolik minut,
protoZe je tfeba nainstalovat ptislusné c¢asti MATLABu. Po jeho spusténi miiZe trvat nékolik
desitek vtetin, nez bude program aktivni. Poté ovSem LinSolver vraci jiZ optimalni feSeni

ulohy prakticky okamzité. Instalace programu byla odzkousena pro OS Windows 10.

4.2 Ukazky feSeni uloh z teoretické ¢asti

V tomto oddilu vyfeSime vybrané tlohy z teoretické ¢asti vyvinutym programem LinSolver
a feSeni porovname s feSenimi, kterd jsme ziskali manualnimi vypocty.

V souvislosti s degeneraci poukdzeme na jeden limit funkce intlinprog, ukdzeme totiz, ze
funkce nema systematickou ochranu pfed zacyklenim. Program MATLAB v tomto pfipadé
nejen nenalezne spravné feSeni, avSak navic poda i zcela zavadéjici chybné hlaSeni. Nejsme
si jisti, zda je to spravna vizitka pro program, ktery je urcen i pro védecko-vyzkumné tcely.

Reseni ulohy (1.12) na str. 17, resp. (2.5) na str. 34 ukazuje obr. 7 na nasledujici strance.
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£ > E4—

Solution 1.14286(2.28571
Objective Value 9.14286 Output Text Intlinprog converged to the solution x.
Obr. 7. Reseni ulohy (1.12)
8 16 < L, .- . y .
Zde o= 1,14286 a -~ 2,28571. Reseni ulohy (1.12) pii dodate¢ném pozadavku celoci-

selnosti obou proménnych je zobrazeno na obr. 8.
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Solution 1 2
Objective Value 8 Output Text Intlinprog converged to the solution %

Obr. 8. Resenti tilohy (1.12) s dodatecnym pozadavkem celociselnosti
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Reseni tlohy (2.7) na str. 35 ukazuje obr. 9.

Integer
O O O O O O O O O O
Cost Function |Max ~ =12 40 15
x1 X2 X3 x4 X5 LG LY Lt X9 X10
0 2 3 <= 24
1 1 -1 <= 18
1 2 3 <=+ 15
<=
<=
<=
<=
<=
<=
<=
Solution 7 1 0
Objective Value 356 Output Text Intlinprog converged to the solution x. Solve
Obr. 9. ReSeni ulohy (2.7)
Reseni tlohy (2.9) na str. 37 ukazuje obr. 10.
Integer
O O O O O O O O O O
Cost Function |Max ~ 3 2 4
A1 K2 A3 x4 X5 LG K7 Lt X9 X0
1 1 2 <= 4
2 0 1 <= 5
2 1 3 <= 7
<=
<=
<=
<=
<=
<=
<=
Solution 25 15 0
Objective Value 10.5 Output Text Intlinprog converged to the solution x. Solve

Obr. 10. Reseni tilohy (2.9)
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Reseni tlohy (2.9) pti pozadavku celoéiselnosti viech proménnych ukazuje obr. 10.

Integer
O O O O O O O
Cost Function |Max v 3 2 4
A1 x2 23 #4 X5 LG X7 Lt X9 X10
1 1 2 <= v 4
2 0 1 <=+ 5
2 1 3 <= v 7T
==
I <= N
I = N
I bl
I <= N
I = N
[ <= N
Solution 2 0 1
Objective Value 10 Output Text Intlinprog converged to the solution x. Solve

Obr. 11. Reseni uilohy (2.9) s dodatecnym pozadavkem celociselnosti

Reseni relaxace celo¢iselné ulohy (3.8) na str. 53 ukazuje obr. 12.

Integer
| | | | | | | | | |
Cost Function |Max ~| 8 9
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10
3 6 <= v 16
2 2 N <= 9
I ==
<= W
I <= ¥
I <= ¥
I = B
I <= N
I <= N
[ = B
Solution 3.66667/0.83333
Objective Value 36.8333 Output Text Intlinprog converged to the solution x. Solve

Obr. 12. Reseni relaxace ilohy (3.8)
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Reseni tlohy (3.8) pii pozadavku celoéiselnosti obou proménnych ukazuje obr. 13.

Integer
O O O O | O | O
Cost Function |Max v 8 9
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 .t X9 X10
3 6 <=~ 16
2 2 Il =- 9
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
Solution 3 1
Objective Value 33 Output Text Intlinprog converged to the solution x. Solve
Obr. 13. Reseni celociselné ulohy (3.8)
ResSeni celocCiselné tlohy (3.15) na str. 59 ukazuje obr. 14.
Integer
| O O O O O | |
Cost Function |Max e 1 -1
X1 X2 A3 x4 X5 X6 X7 X8 X9 K10
-1 3 <= v 1
3 -
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
<= v
Solution 0 0
Objective Value 0 OQutput Text Intlinprog converged to the solution x.

Obr. 14. Reseni celociselné nilohy (3.15)
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Reseni celo¢iselné tlohy (3.19) na str. 64 ukazuje obr. 15.

Integer

| | | | | | | |

Cost Function |Max vl -1
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 .t X9 X10

-10 20 <= v 22

5 10 <= «| 49

1 0 <= v| 5
= v
— = N
— <= N
— <= &
— = N
= v

Solution 2 2

Objective Value 6 Output Text Intlinprog converged to the solution x. Solve

Obr. 15. Reseni celociselné iilohy (3.19)

Jak je okamzit€ vidét z uvedenych piikladii, program LinSolver pochopiteln€ nemohl ani
v jediném piipade dospét k jinému feSeni, nezli které jsme ziskali jiz v teoretické ¢asti. Tim
muizeme povazovat program za odladény a plné funkéni (ovSem jak dale uvidime, jediné
v ramci schopnosti, které poskytuje samotny MATLAB).

Jak je vidét z obr. 10, program vyftesil 1 ulohu (2.9), ktera je degenerovana. Stejné uspésné
vytesil 1 vSechny dal§i degenerované ulohy, které jsou v literatuie ur€eny k demonstraci za-
cykleni. K tomu ovSem vZdy postacilo programové osetfeni nejednoznacnosti ve vybéru kli-
¢ového sloupce ¢i fadku, protoze tyto ulohy maji obvykle nejednoznacnost pouze ve vybéru
radki, anebo jen sloupcii. Potom postac¢i brat nejmensi index fadku, ¢i sloupce, a toto oSet-
feni bude fungovat stejn¢ jako metoda nejmensich indexti, ackoli systematicka ochrana proti
zacykleni bude chybét.

Dosud nejjednodussi tloha se zacyklenim priméarniho simplexového algoritmu pochazi
od Alberta Williama Tuckera (t€¢hoz, jenz je znam Kuhnovou-Tuckerovou vétou), ackoliv
za tu cenu, ze je totaln¢ degenerovana, tj. jejim optimalnim feSenim je nulovy vektor X = 0,
pficemz Z = 0. Z tohoto divodu ovSem nema vlastnost, kterou jsme popsali v piedchozim

odstavci. Proto se jednd o jednu z mala znamych tloh (tedy kromé variaci na totéz téma)
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malych rozméri, které¢ dokézi spolehlivé odhalit, je-li implementace simplexového algo-

ritmu oSetiena proti smyckam. Tuckerova tlloha ma délku cyklu 6 a je nasledujici:

max (2x; + 3x, — x3 — 12x,)

—2x1— 9%, +x3+9x, <0 4.1

1 1
3% +x2—§x3—2x4S0

X1234 =0

Reseni ulohy (4.1) pomoci LinSolveru je na nasledujicim obrazku.

Integer
O O O O O O O O O O
Cost Function |Max v 2 3 -1 112
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X
-2 9 1 9 “lle= ~| 0
0333333 1 -0.333333 <=+v 0
<= ~
m =
[ == N
[ == N
[ == N
[ == N
[ == N
v
< s |lg= ~
Solution
Objective Value Output Text Root LP problem is unbounded.

Obr. 16. Reseni Tuckerovy ulohy — ukdzka zacykleni

Z obr. 16 je zteymé, zZe funkce intlinprog interpretuje zacykleni zcela mylné jako neome-
zenost ucelové funkce. Z toho lze dedukovat, ze tato funkce nekontroluje aktudlni hodnotu
ucelové funkce a zastavuje simplexovy algoritmus nestandardné jen na zékladé poctu iteraci.

To vSak mlze ucinit patrné jen na zaklad¢ semiemprického odhadu. Pro nasi tlohu je sice

C , vy m+n\ _ (2+4\_ (6 _
maximalni pocet iteraci shora odhadnut piesné poctem ( n ) = ( 4 ) = ( 4) =15,

ovSem obecné miize byt tento pocCet pro hardware nezobrazitelny. Funkce intlinprog tudiz

neni proti zacykleni systémov¢ oSetiena.
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Zavérem uvedeme nékolik poznamek k hlaSenim, kterd muze vratit funkce intlinprog.
Predné¢ muze ohlasit Intlinprog converged to the solution x. Lze o¢ekavat, Ze tento vypis zna-
mena, ze simplexovy algoritmus je ukoncen standardné a nalezené feSeni je vskutku opti-
malni. HldSeni miizeme v tomto ptipad¢ ziejme povazovat za zcela divéryhodné.

Dalsim moznym je hlaSeni No feasible point found., coz pochopitelné znamena, ze je mno-
zina pripustnych feSeni prazdna. Z hlubsi teorie LP (ktera nemohla byt v prvni ¢asti této
prace vylozena) vyplyva, Zze simplexova metoda umi vzdy spolehlivé identifikovat, zda ma
uloha LP ptipustnd fesSeni, a to aniz by pfedtim bylo nutno jakkoliv algebraicky manipulovat
s omezenimi. Proto se 1ze domnivat, Ze i toto hlaseni lze povazovat za divéryhodné.

Ttetim moznym hlasenim je Root LP problem is unbounded. Nicmén¢ obr. 16 v tomto pfi-
pad¢ ukazuje, ze prave toto hlaseni za zcela divéryhodné povazovat nelze. Mize v ojeding-
lych pripadech totiz znamenat pravy opak. Lze tedy pouze konstatovat, ze u béznych tloh
bude toto hlaseni pravdépodobné spravné.

Posledni tfi mozna hlaseni jsou u cviénych tloh velmi nepravdépodobnd, av§ak mohou
se vyskytnout u rozsahlejsich praktickych uloh, anebo také u uloh, v nichz jsou koeficienty,
ptip. celo¢iselnost proménnych voleny vice ¢i méné ndhodné (napft. pfi ,,experimentovani*
s programem). Prvnim je Intlinprog stopped prematurely. Integer feasible point found. Toto hlaseni
tvrdi, Ze vychozi relaxovana loha ma neomezenou mnozinu piipustnych fesenti, jejiz prinik
s celoCiselnym feSetem je nekoneény. Dal§im je Intlinprog stopped prematurely. No integer fe-
asible point found. V tomto pfipadé je bud’ mnozina pfipustnych feSeni prazdna, anebo je sice
neprazdna, ale neobsahuje zadné piipustné celo¢iselné feseni.

Poslednim je hlaseni Intlinprog stopped by an output function or plot function. Z dokumentace
je pouze ziejmé, ze se jedna o softwarové hlaseni. V ni je uvedeno vyslovné varovani, ze
vyznam pojmu ,,output function* a ,,plot function* je u intlinprog jiny, nez je obvyklé, a Ze
tyto funkce monitoruji hodnoty v jednotlivych iteracich algoritmt. Vyznam tohoto hlaseni
neni tedy zcela jasny. Lze se vSak domnivat, Ze pravdépodobné znamen4 tu skutecnost, Ze

hardware by nebyl schopen tlohu dofesit.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 81

ZAVER

V uvodu se snazime rozebrat o mali¢ko vice historii LP, nez je pouhé konstatovani, ze jeho
zakladatelem byl G. B. Dantzig a Ze v souvislosti s nim byla udélena Nobelova cena. Pokud
autofi (praci jako je tato) historii zminuji, mnohdy tak ¢ini pfili§ zplostéle. Také v dalSim
textu se snazime alespon o minimalni komentai k tvircim jednotlivych algoritma.

V prvni kapitole teoretické ¢asti jsou shrnuty v nejnutnéjSim minimu tvrzeni teorie LP,
které jsou nezbytné k pochopeni funkce univerzalniho nastroje pro feseni uloh LP — sim-
plexové metody. Jsou v ni rovnéz shrnuty nejbéznéjsi typy uloh, na jejichz zaklad¢ Ize for-
mulovat obecny tvar tlohy LP. Kapitola je zakon¢ena nezbytnym tivodem do teorie duality,
a to mj. jako u¢inného ndstroje pro kontrolu spravnosti feSeni tloh LP, pfip. rovnéz proto,
ze feSeni dudlni ulohy miiZze byt nékdy vhodnéjsi.

Druha kapitola je vénovana algoritmickému feSeni velmi frekventované maximalizaéni
ulohy s omezenimi ve tvaru nerovnosti. Velké mnozstvi aplikacnich problémd je ptimo v je-
jim tvaru, anebo je lze s minimalnim Usilim na tuto ulohu pievést. Pro jeji feSeni bez poza-
davku celociselnosti jsou plné popsany dva algoritmy: primarni a dualni simplexovy algo-
ritmus. U algoritm1 je vZdy vénovana pozornost jejich kone¢nosti a situacim, kdy by mohlo
vlivem nejednoznacnosti, zejména vlivem degenerace ulohy, dojit k jejich zacykleni. Rov-
néZ vzdy uvadime interpretaci situace, kdy je algoritmus ukoncen nestandardné a jaké to ma
disledky pro fesitelnost vychozi tlohy. Pozornost vénujeme moZznostem oSetieni patologic-
kych situaci, proti nimZ nemaji obvykle komer¢ni programy Zadné pojistky. Oba algoritmy
poskytuji obecné necelocCiselnd feSeni relaxované tlohy bez pozadavku na jejich celocisel-
nost, z nichz se inicializuji nasledné popsané algoritmy pro feseni celo¢iselnych uloh.

Ve tieti kapitole se vénujeme dvéma zdkladnim obecnym metodam celociselného LP:
metod¢ Gomoryho fezii a metodé vétvi a mezi. Jsou pln€ popsany oba jim prisluSné algo-
ritmy. Vénujeme pozornost predpokladiim jejich pouzitelnosti, konecnosti a interpretaci si-
tuace, kdy musi byt algoritmus ukon¢en nestandardné a jaky vyznam ma tato skute¢nost pro
tesitelnost celociselné tlohy. V rdmci dostupnych informaci je Gomoryho algoritmus po-
rovnan s algoritmem vétvi a mezi z hlediska jejich zakladnich parametrt: rychlosti konver-
gence, operacnich a pamétovych narokd. Na konci kapitoly jsou velmi stru¢né zminény né-
které dalsi metody celoc¢iselného LP.

VSechny algoritmy v teoretické €asti jsou sice popsany neformalné, ale takovym zpiso-

bem, aby byly programovatelné a soucasné¢ mohly byt oSetfeny vSechny nestandardni situ-
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ace, které by mohly nastat, a nasledné mohla byt podéana ptislusna hldseni: mnozina piipust-
nych feseni je prazdnd, ucelova funkce je na mnoziné€ pripustnych feseni neomezena, opti-
malni feSeni neexistuje apod.

V zéavéru treti kapitoly pro Uplnost kratce zminujeme dudlni simplexovy algoritmus apli-
kovany na feSeni celé ulohy, nebot’ v pfedchozim textu je tento algoritmus vzdy pouzivan
vyhradné jako procedura pomocna.

Ctvrta kapitola, ktera tvoii praktickou &ast prace, je vénovana programu LinSolver, ktery
je koncipovan jako podplrny program pro vyuku linearniho programovani. Proto ma velmi
jednoduché uzivatelské prostiedi. Je schopen fesit jakoukoli illohu linearniho programovani
ve tvaru nerovnosti maximalnich rozmérti 10 X 10, a to jak necelo¢iselnou, tak také celoci-
selnou ¢i smiSenou. Vyuziva ptitom funkci intlinprog MATLABu, ktera je zalozena piede-
v§im na algoritmech popsanych v teoretické Casti.

Program LinSolver byl odladén nejen na zakladé€ uloh feSenych v teoretické ¢asti, avSak
rovnéz mnoha dalSich uloh, které nabizi pouzita literatura a u nichZ jsou zndma spravna
feSeni. Ve vsech piipadech program vratil stejnd feSeni. Proto miizeme konstatovat, ze je
LinSolver plné funkéni. Nicméné, jak jsme ukdzali na konci praktické ¢asti, toto konstato-
vani je omezeno moznostmi samotného MATLABu, ktery je zfejmé schopen vracet 1 hlaSeni
¢ifeseni zcela scestna. Pozoruhodna je v této souvislosti tedy otazka, pro¢ v programu, ktery
dnes jiz zdaleka neni urcen jen k pedagogickym uceliim, neni oSetfeno hlidani aktuélni hod-

noty ucelové funkce, nebot’ tato aktivita by algoritmus poznatelné nezpomalila.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

R mnoZzina realnych ¢isel

Q mnozina racionalnich Cisel

y/ mnozina celych Cisel

R"™ mnozina sloupcovych n-rozmérnych vektora s redlnymi prvky

Q" mnozina sloupcovych n-rozmérnych vektort s raciondlnimi prvky
VA mnozina sloupcovych n-rozmérnych vektort s celociselnymi prvky
R™™ mnoZzina matic typu n X m s realnymi prvky

Qmm mnozina matic typu n X m s racionalnimi prvky

/A mnozina matic typu n X m s celo¢iselnymi prvky

ab,c, .. pevné zvolené vektory (pfisluSnych rozméri)

A B, C, .. pevné zvolené matice (piislusnych typii)

a’ fadkovy vektor transponovany ke sloupcovému vektoru a
AT transponovana matice k matici A

X,V, .. proménné vektory

A matice omezeni kanonické lohy

X piipustné feseni kanonické ulohy

X,y optimalni feSeni primarni, resp. duélni tlohy

x* optimalni feSeni kanonické tlohy

0 nulovy sloupcovy vektor (ptfislusného rozmeéru)

Z hodnota ucelové funkce, ptip. samotna ucelova funkce

N

optimalni hodnota ucelové funkce

LP linedrni programovani (linear programming)
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SEZNAM PRILOH

Instalaéni DVD s vyukovym programem LinSolver, ktery je urcen k feSeni cvicnych uloh

linearniho programovani (instalace odzkousena pro OS Windows 10).



