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ABSTRAKT

Ciel'om bakalarskej prace je nastudovat’ problematiku diferencného a sumacného poctu a
prezentovat’ jeho vyuzitie pri rieSeni vybranych typov diferenénych rovnic. Hlavna pozor-
nost’ bude venovana linedrnym diferenénym rovniciam (prvého a vyssich radov). Na kon-
krétnych prikladoch budu popisané a vysvetlené jednotlivé metddy rieSeni tychto rovnic,
kde okrem klasickych metod (varidcia konStant, metoda neurcitych koeficientov) bude
ukazané aj pouzitie alternativneho postupu, ktorym je tzv. priama a spitna Z-transformacia

pouzivana najmi v teérii automatického riadenia.

KTucové slova: diferencia, sumacia, linearna diferen¢na rovnica, variacia konstant, metoda

neurcitych koeficientov, Z-transformécia, spitnd Z-transformacia

ABSTRACT

The aim of bachelor thesis is to learn issues of difference and summation calculus and to
present uses of them in solving various types of difference equations. The main attention
will be dedicated to linear difference equations (first and higher order). Methods of solu-
tion will be described on specific examples. Besides those methods (variation of parame-
ters, method of undetermined coefficients) there also will be shown an allternative appro-
ach which is direct and inverse Z-transform which are mostly used in theory of automatic

control.

Keywords: difference, summation, linear difference equation, variation of parameters,

method of undetermined coefficients, Z-transform, inverse Z-transform
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UvVOD

V technickych ale aj inych odboroch je spracovavanie signdlov sti¢astou rieSenia problé-
mov. Spojité signaly resp. funkcie st popisané diferencialnymi rovnicami. Casto sa viak
stretdvame so situdciami, kedy nés nezaujima cely priebeh funkcie, ale len konkrétne hod-
noty v urcitych casovych intervaloch. Jedna sa o diskrétne signdly resp. funkcie. Tie st na

rozdiel od spojitych dané diferenénymi rovnicami.

Diferenc¢né rovnice su vel'mi analogické diferencidlnym rovniciam. V diferencnom pocte
zavaddzame namiesto pojmu derivéacia (znama uz z diferencialneho poctu) pojem diferen-
cia. Opakom diferencie je sumacia. Suméacia odpoveda u spojitych funkcii integralu. Rie-

Senim diferen¢nej rovnice je postupnost’ ¢isel.

Cielom tejto prace je vytvorenie materidlu k Stidiu diferenénych rovnic a poukéazat’ tak

najma na rozne sposoby riesenia LDR prvého a vysSich radov.

Préca je rozdelend na dve Casti. V teoretickej Casti je definovana postupnost’ a st vysvetle-
né zékladné pojmy diferenéného a sumaéného poétu. Dalej obsahuje pojmy z diferenénych
rovnic, dokladny popis rieSenia LDR prvého radu (s konStantnymi a nekonStantnymi koefi-
cientmi) a LDR vysSich radov (s konStantnymi koeficientmi). Sti¢ast’ou je aj definovana Z-
transformaécia, rieSenie LDR pomocou Z-transformacie, popis diskrétnych linearnych dy-
namickych systémov (vonkajsi) a zakladny slovnik Z-transformacie. Prakticka Cast’ obsa-
huje rieSené priklady diferencie, sumacie, LDR prvého a vysSich rddov, LDR pomocou Z-
transformécie. Zahriiuje aj odvodené zakladné funkcie zo slovnika Z-transformacie

a rozobraty vonkajsi popis diskrétnych linedrnych dynamickych systémov.
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I. TEORETICKA CAST
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1 POSTUPNOSTI

Majme predpis a,, = 2n . Prirad'me kazdému prirodzenému ¢islu n ¢islo a,,. Ak za n zvo-
lime jedna, dostaneme a; = 2. Pre n = 2 je a, = 4. Postupnym dosddzanim hodnét do-
stivame postupnost’ Cisel {2,4,6,8, ...,a,,...}. V naSom pripade sa jednd o postupnost’

vSetkych parnych prirodzenych cisel.

Definicia 1.1 Funkcia, jej definicnym oborom je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel N,
sa nazyva nekonecna Ciselna postupnost’.
Funkcia, jej definiénym oborom je mnozina n prirodzenych ¢&isel {1, 2, ...,n}, sa nazyva

konec¢na Ciselna postupnost’ [1].

V niektorych pripadoch sa stretdvame so situdciami, v ktorych je potrebné vyuzit’ indexo-
vanie uz od nuly. A to najmi pri hodnotach diskrétnych funkcii. Defini¢ny obor ¢isla n je

tedan € Ny [11].

Funk¢né hodnoty postupnosti sa nazyvaju ¢leny postupnosti. Funkénd hodnota postupnosti
v bode n € N sa nazyva n-ty ¢len postupnosti a oznacujeme ho f,, , ale ovela zauZivanejsi
sposob znacenia je a,. Na oznacenie samotnej postupnosti existuje viacero moznosti. Ne-
konecna postupnost’ s n-tym ¢lenom a,, sa zapisuje {a,,a,, ..., ay,, ... } alebo {a,}n=;. Ko-
ne¢na postupnost s n-tym Clenom a, adefinicnym oborom {1,2,...,k} sa zapisuje

{aj,a,, ..., a;} alebo {a,}<_; [1].

Postupnost’ moéze byt’ vyjadrena r6znymi sposobmi:

a) Vymenovanim  ¢lenov.  Prikladom je  napr. kone¢nd  postupnost
{1,1,2,2,3,3, ...,6}, pri nej je potrebné vediet' posledny ¢len. U nekonecnej po-
stupnosti alebo v pripade, Zze neuvadzame vSetky ¢leny kone¢nej postupnosti, je po-
trebné poznat’, podl'a ¢oho boli uvedené ¢leny vytvorené.

b) Vzorcom pre n-ty ¢len. Pomocou neho dokdzeme urcit’ 'ubovolny ¢len postupnos-
ti, napr. a, = 2n — 1.

¢) Pomocou rekurentného vzorca, kedy pre urenie postupnosti je potrebnad znalost
predchadzajucich Clenov a vzorca postupnosti, napr. je dany prvy Clen a; a vzorec

vyjadrujuci ¢len a,, ., pomocou a,,.
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1.1 Aritmeticka postupnost’

Definicia 1.1.1 Aritmetickd postupnost’ je kazda postupnost’ urcena rekurentne vzt'ahmi

a, =a,ayy; =a,+d,VneN,

kde a, d st dané ¢&isla. Cislo d sa nazyva diferencia aritmetickej postupnosti [1].

Diferencia aritmetickej postupnosti je rozdiel dvoch I'ubovolnych po sebe nasledujicich
¢lenov, tento rozdiel je nemenny a pre kazdé n € N plati

d =ant1 — an.

Priklad 1.1.1 RieSme rovnicu a,,,; — a, = d s danou hodnotou a, , kden € Ny ad je

konstanta. N4jdime vSeobecny ¢len postupnosti a,,.

Po dosadeni jednotlivych hodnét indexov 0, 1, 2, 3, ...,n — 1 dostdvame sustavu rovnic
a, =ay+d,

a2:a1+d,

a, = ay_1 +d.
Sc¢itanim tychto n rovnic sa a4, a,, as, ..., a,_1 vyrusia. Dostaneme a,, = a, + nd. Vieme,
ze prvy Clen je a; = ay + d, mdZzeme vyjadrit’ a,, = a; + (n — 1)d . Dostali sme znamy
vzorec pre n-ty ¢len aritmetickej postupnosti a prvykrat sme sa stretli s diferen¢nou rovni-

cou, ktoru si uvedieme neskor [2].

Podl’a [1] pre kazdu aritmetickt postupnost’ {a,, },=; plati nasledujica veta.

Veta 1.1.1 N-ty ¢len aritmetickej postupnosti je mozné vyjadrit’ vzorcom
a,=a,+n—-1)d.

Pre l'ubovol'né dva ¢leny a,, a, aritmetickej postupnosti plati
ag=a,+ (s—r)d.

Pre sucet s, prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti plati

n
Sn = E (al + an)-
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1.2 Geometricka postupnost’

Definicia 1.2.1 Geometricka postupnost’ je kazda postupnost’ dané rekurentne vztahmi
a,=a,apy1 =ayq,Vn €N,

kde a, q su dané &isla. Cislo g sa nazyva kvocient geometrickej postupnosti.

Pre a = 0 v g = 0 dostdvame postupnost’, jej ¢leny st samé nuly (s vynimkou 1. ¢lenu),

kvoli tomu je potrebné brat’ v avahu, ze a # 0 A g # 0 [1].

Kvocient geometrickej postupnosti je podiel dvoch 'ubovolnych po sebe nasledujucich
¢lenov, podiel je nemenny a pre kazdé n € N plati

_ Qn+1
a,

Priklad 1.2.1 RieSme rovnicu a,,; = qa, s danou hodnotoua, # 0,kden € Ny aq je
konstanta. N4jdime vSeobecny ¢len postupnosti a,,.
Dosadenim jednotlivych hodnoét indexov 0, 1, 2, 3, ..., n — 1 dostdvame sustavu rovnic

a, = qayo,

a; = qady,
anp = qan—1.

Vynasobenim vsetkych rovnic a vykratenim dostaneme a, = ay,q". Pretoze a, = qa,,

mdzeme vyjadrit’ vzorec pre n-ty ¢len geometrickej postupnosti a,, = a;q" 1, n € N[2].

Podrla [1] pre kazda geometrickt postupnost’ {a, };—1 plati nasledujuca veta.

Veta 1.2.1 N-ty ¢len geometrickej postupnosti je mozné vyjadrit’ vzorcom
a, = a;q" L.

Pre l'ubovol'né dva ¢leny a,, a; geometrickej postupnosti plati
as =a,q°7".

Pre sucet s,, prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti plati

n—-1

Sp, = aq akq # 1,

q—1"

S, =naq;,akq = 1.
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2 DIFERENCIA

Definicia 2.1 Nech funkcia f(n) je definovana v bodoch ny, ny, ..., n. Podla
[3], [11] plati:
Diferenciou prvého radu funkcie f(n) v bode n; nazyvame rozdiel dvoch po sebe nasle-
dujucich ¢lenov postupnosti {f (n;)}
Af(ny) = f(nigq) — f(ny).
Diferenciou druhého radu funkcie f(n) v bode n; nazyvame vyraz
A f(ny) = Af (niy1) — Af(ny),

Vseobecne diferencia radu k funkcie f(n) v bode n; je dana

A f(n) = A1 f (ngy) — A1 (ny).

Vypoctom druhej diferencie v bode n; dostavame
A2 f () = Af (niy1) = AF () = f(iy2) = f(ig) = (F(ipn) — fF(n)) =
= f(ni42) — 2f (ni41) + f ().
Podobnym spdsobom ziskame tretiu diferenciu
Nf(n) = A*f(niyr) — A*f () =
= f(y3) — 2f (My12) + f(Miyq) — (f(ni+2) —2f(nj41) + f(ni)) =
= f(niy3) — 3f (Miy2) + 3f (ni1) — F(ny).
Pri vyjadreni diferencii vychadzame zo zékladnej znalosti, plati, ze diferencia k-tého radu

je vytvorena za pomoci diferencie radu k — 1.

Nasledujtica veta ukazuje odvodenie k-tej diferencie bez potreby poznania predchadzajicej

[3]. Namiesto f(n) = y(n) budeme pouzivat’ stru¢nejsi zapis y,.

Veta 2.1 Nech funkcia y, je definovana vbodochn,n+1,..,n+1i,.., n+k,....

Pre diferenciu radu k plati

k k k
Akyn = (0> Yn+k — (1>yn+k—1 + et (_1)k (k) Yn =

k

=Y - (’f) Ytk (1)

i=0




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 15

2.1 Diferencia v ekvidiStantnych bodoch
O diferencii v ekvidistantnych bodoch podla [3] hovorime ak plati, ze vSetky rozdiely
Ang =niy —my

su rovnako vel’ké a rovnaju sa Cislu h (tzv.diferenénému kroku), t. j. An; = h pre kazdé
i €{1,2, ..,k — 1}, takZe vSetky susedné body ny,ny, ..., n; su od seba rovnako vzdialené

resp. ekvidistantné, potom plati
n, =ng+h, n, =ny +h =nqg+ 2h,...,n, =ny + kh.
Ak h =1, je zrejmé
n=nyg+1,n,=ng+2,..,n=ng+k.
V takom pripade

Af(n)) = f(no +i+1) = f(no +1)

2.2 Zakladné vlastnosti diferen¢ného poctu

Veta 2.2.1 Nech C je konsStanta, m, k € N a y,, , z,, st funkcie, potom podl'a [4] plati
a) A™(AFyy)) = Ay,
b) A(yn £ 2,) = Ayy + Az,
¢) A(Cyn) = CAyy.
d) A(Ynzn) = Zni18yn + Ynlzy.

ZnAyn—ynlz
e) A(Y_n)= nlYn—YVn n.

Zn ZnZn+1

V predchadzajtcej vete st uvedené vSeobecné vzorce na vypocet diferencie, nasledne si

ukézeme vzorce pre urcenie diferencie v konkrétnych funkciach [4].
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Veta 2.2.2 Nech a je konstanta, potom podl'a [4] plati
a) Aa=0.
b) A(n+a)=1.
c) Aa"=(n—1)a™

d) Asinan = ZSingcosa(n +%)
e) Acosan = -2 sin%sina(n +%)
f) Alogan = log (1 +%)

g) A(Z) = (ail)'

Veta 2.2.3 Nech P, (n) a R (n) st polynémy stupiia k, Qy_;(n) je polynom stupia
k — 1. Potom podl'a [11] plati

a) APy (n) = Qx_1(n).

b) APy(n)q™ = Rx(n)q™,q # 1.
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3 SUMACIA

V predchadzajiicej asti sme si uviedli operator rozdielu, tzv. diferenciu funkcie y,,. Casto
sa vSak stretivame s opacnou ulohou, nez tomu bolo u diferencii, kde sme hl'adali diferen-
ciu danych funkcii. A to s tlohou urcit’ taku funkciu Y;,, aby sa jej diferencia rovnala dane;j
funkcii y,. V tejto Casti si teda k operatoru rozdielu zavedieme jeho inverzny operator,

ktory sa nazyva neurcita sumacia [3], [4].

Definicia 3.1 Ak Y, je funkcia, ktora pre kazdé n € M = {ny,ny + 1, ...,n9 + k, ... }
podl’a [3] splnuje vztah

AY, =y,
kde y, je dand funkcia, potom funkciu Y, nazyvame neurCitou sumaciou funkcie y,

a symbolicky zna¢ime ), y,,, takZe na uvedenej mnozine M plati ekvivalencia

AV, =y, & 1y = Zyn- ()

PriCom )} sa nazyva inverzny operator k operatoru A, a plati

A (Z yn) = Yn-

Priklad 3.1 Uréme neurcitu suméciu funkcie a) y, =0, b) y, = 1.
a) Ide o ur€enie funkcie Yy, pre ktora plati AY,, = 0. Takouto funkciou je napr.
Y, = C, kde C je 'ubovol'na konStanta, alebo
AY, =Y, .1 —Y,=C—-C=0.
Kazda funkcia p,, s periodou w = 1 (tzv. jednotkova periodicka funkcia), t. j.
Pn+1 = Pn pre kazdé n € M, vyhovuje danej ulohe, preto

AY, = App = Pp41 —Pn = 0.

Y, ZZ():pn,

kde p,, je 'ubovol'na jednotkové periodicka funkcia [3].

b) Pretoze h = An =1,je ) 1 =n, takze

Yn=21=n+pn,

kde p,, je 'ubovol'na jednotkové periodicka funkcia [3].

Vseobecne plati

Dalej budeme namiesto oznacenia p,, vyuzivat 'ubovol'na konstantu C.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

18

Veta 3.1 Neurcitd sumacia nie je urcend jednoznacne, plati, ze kazda neurcita

Zyn=Yn+C,

kde funkcia Y,, sa nazyva neurcitou suméaciou funkcie y, a C je 'ubovol'na konstanta.

sumacia funkcie y,, je dana ako

3.1 Zakladné vlastnosti sumacného poctu

Veta 3.1.1 Nech C je konStanta a y,, , z,, st funkcie. Podl'a [4] plati
a) X t2zp) = Lyn+ X zn.
b) X Cyn = CLyn.
¢) Y(VnlAzp) = Vnzn — X Zni1Ay, (per partes).
d) X(Vn+182y) = Ynzn — X znAyn (per partes).

Veta 3.1.2 Nech a, C su konStanty. Podl'a [4] plati
a) »0=_C.
b) X1=n+C.

c) Za”=£+c, a#1.

. cosa(n—l)
d) Ysinan = ————*+C,a # 2km.

2 sin—
2

sina(n—%)
. a -+C,a¢2k7r.
2

e) Yy.cosan = Py

f) Z(Z) = (a:l-l) +C.

Veta 3.1.3 Ak P, (n) je polynom stupiia k, potom existuje polynom Q. (n) stupnia
k + 1 a polyndom R, (n) stupna k. Podl'a [11] plati

a) X Pr(n) =Qrs1(n) +C.

b) X P(m)q" =R, (n)q" +C,q # 1.
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3.2 Urcita sumacia

Touto vetou zobrazujeme vztah neurcitej sumacie k urcitej sumacii.

Veta 3.2.1 Ak m je pevne dané , m < n a C je konStanta, podl'a [4] plati

Zyn=7§yk+6- (3)
k=m

Rovnako aj pri neurcitej sumacii pre inverzny operator plati
n-1
A (Z yk> = Yn.
k=m

Nasledujuca veta ukazuje d’alSiu moznost’ rieSenia urcitej sumacie a je bezprostrednym

dosledkom rovnice (3) [4].

Veta 3.2.2 Ak z, je neurcita sumacia y,, podla [4] plati

n—1

> Vo= [adh = 20— 7 @

=

Dalgia veta zobrazuje sposob rie§enia uréitej sumécie v pripade vyuZitia metody per partes.
Pomocou nej dokazeme uréit' kazda ur€itd sumaciu typu Ppa™, Py sinan, P, cosan
a Py (Z), kde Py je polyndm stupna k. Avsak je potrebné zopakovat’ metddu per partes tol’-

kokrat, kol’kého stupnia je polyném [4].

Veta 3.2.3 Ak m < n, podl'a [4] plati

n-1 n—-1
Z axAby = [agbi ] — Z (Aay )by 41 (5)
k=m k=m




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 20

4 DIFERENCNA ROVNICA

Diferencné rovnica je podl'a [3] rovnica, v nej sa okrem argumentu a hl'adanej funkcie toh-

to argumentu vyskytuje aj jej diferencia. Implicitny tvar diferenc¢nej rovnice

F(n,y,, Ay, ..., 0Fy,) = 0

mozeme upravit na implicitny tvar (tzv. rekurentny tvar)

f(n' Yo Yn+1 "'lyn+k) =0 (6)

alebo explicitny tvar radu k

VYn+k = f(n' Yo Yn+1r "'ryn+k—1)- (7)

Réadom diferen¢nej rovnice (6), ktora obsahuje ¢leny y, a y, +x, nazyvame cislor = k. Ak
rovnica obsahuje ¢leny y,, 1 a Yo+, ale neobsahuje ¢leny vy, Vni1, ) Ynyi—1, NAZYVame

jej radom Cislor = k — i [3].

Vseobecnym riesenim rovnice (7) nazyvame také rieSenie, ktoré obsahuje k takych l'ubo-
vol'nych konstant C, Ze kazdé rieSenie tejto rovnice sa z neho dostane vhodnou volbou
tychto konstant [3].
Partikuldrnym rieSenim rovnice (7) nazyvame také rieSenie, ktoré dostaneme zo vSeobec-
ného rieSenia dosadenym urcitych cisel za jednotlivé konStanty C alebo pociatoénymi
podmienkami v tvare

y(no) = fo,y(no+ 1) = f, .. y(nog + k—1) = fr—y,
kde fo fi, ..., fx—1 su dané Cisla [3].

4.1 LDR prvého radu

Definicia 4.1.1 Nech a, (n), ay(n), f(n) sa dané funkcie, pricom a(n) # 0 pre vsetky
n € Ny. Linearnou diferen¢nou rovnicou 1. radu je rovnica tvaru

a;(M)yn+1 — @My, = f(n). ®)
Ak f(n) = 0, nazyvame rovnicu (8) homogénnou, v opaénom pripade nehomogénnou

[4].
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Ak a;(n),ay(n) = 1, mézeme rovnicu (8) podl'a [4] zapisat’ ako

Ay, = f(n)

Yo = D F).

4.1.1 LDR s konStantnymi koeficientmi

a jej rieSenim je

Definicia 4.1.1.1 O linearnej diferen¢nej rovnici 1. radu s konstantnymi koeficientmi
hovorime, ak mame rovnicu tvaru
A1Yn+1 — QoYn = f(n), )

kde a4, ay su konstanty pre ktoré plati a;,ay # 0 a f(n) je funkcia.

RieSenie homogénnej LDR 1. radu
a1Yn+1 — AoYn = 0 (10)
dosiahneme pomocou iteracnej metody. Na jej zdklade odhadneme Struktaru rieSenia. Pre-

piSme najprv rovnicu (10) na

1= In
Vn+ a13’n

Nech 4 = Z—(l’
Yn+1 = Ayp. (11)
Ak n € Ny, potom
y1 = Ao,

Y2 = Ay, = A(Ayo) = /12)’0'
Y3 = Ay, = /1(12}’0) = /13}’0'

Yn = A"y.

Dosadanim takto ziskaného rieSenia y,, = A"y, do rovnice (10) dostaneme po vydeleni

A" #0,y, # 0 charakteristickl rovnicu (13) rovnice (10).



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 22

Vo vysledku plati veta:

Veta 4.1.1.1 Riesenie homogénnej rovnice (10) je podla [6] dané

Yn = A"y, (12)
kde y, nazyvame pociatocnou podmienkou a A je neznama konstanta, ktora je rieSenim
charakteristickej rovnice rovnice (10) v tvare

aA—ay=0. (13)
Vseobecné riesenie rovnice (10) je dané
Yn = CA™,
kde C € R.

Nehomogénnu linedrnu diferencnt rovnicu 1. radu (9) rieSime pomocou metddy variacie

konstant.

4.1.1.1 Metoda varidacie konstdant

Pri tejto metdde je potrebné ako prvé rovnicu (9) zhomogenizovat’, t. j. polozime pravu
stranu f(n) = 0. Dostaneme tak rovnicu (10) a pomocou charakteristickej rovnice (13)
ndjdeme vSeobecné rieSenie y, homogénnej rovnice (10) v tvare

Nasledne budeme hl'adat’ vS§eobecné rieSenie nehomogénnej rovnice (9), ktoré bude taktiez
v tvare (14), ale namiesto konStanty C budeme hladat’ vhodnt funkciu premennej n, t. j
C(n). RieSenie ma tvar

Yn = C(M)A™ (15)

Z rovnice (15) odvodime Clen y,, 44
VYne1 = C(n+ DAL = C(n)A™T + AC(n)A™HL,
Dosadime ¢leny y,, a y,4+1 do pdvodnej nehomogénnej rovnice (9) a predelime nenulovym
¢lenom a,
CA™ + AC(n)A™! — Z—: C(A" = %_

Rovnako ako pri rovnici (11) zavedieme A = % Tym vypadnt ¢leny obsahujuce C(n).
1

Nakoniec po vyjadreni AC(n) dostavame

f)

al/’ln+1'

AC(n) =
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Neurcitou sumaciou ziskame

fm .

C(n) = a1/1"+1 '

Dosadenim funkcie C(n) do vztahu (15) dostavame vSeobecné rieSenie nehomogénnej

linearnej diferencnej rovnice (9).

4.1.2 LDR s nekonstantnymi koeficientmi

Uvazujme rovnicu (8) s nekonstantnymi koeficientmi a,(n), ay(n). Nech jej homogénna

rovnica je v tvare
a1(Mun+1 — ap(Mu, = 0. (16)
RieSenie homogénnej rovnice (16) ziskame pre n € Ny opédt’ pomocou iteracie. Vycha-

dzajme z tvaru

v = aop(n) U
n+1 al(n) nr

odtial

w = ao(o)u
e a,(0) 0'

L~ @D a(0)
27 ay(1) a,(0)

Uy,

n-1

_ ao(k)
Un = Up nal(k) (17)

k=0

Teraz ndjdime vSeobecné rieSenie nehomogénnej rovnice (8) dosadenim substitucie
Yn = u,C(n) do (8), kde u,, je rieSenie homogénnej rovnice (16) a C(n) je funkcia pre-

mennej n, ktortl potrebujeme urcit’. Dostavame
a;(Mup1C(n+ 1) —ag(Muy,C(n) = f(n),

al(n)%unC(n +1) —a,(Mu,C(n) = f(n),

ao(Mu,(C(n+1) = C()) = f(n),

ag(m)u, AC(n) = f(n),
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_fn)  f(n)
M) = 2w ~ Gy
odkial’
f£(n)
Ctn) = Z—al(n)unﬂ +C (18)
teda

Iz f( l
+ C|.
a, (n)un+1
Poslednou rovnicou s 'ubovol'nou konStantou C ziskavame vyjadrenie vSetkych rieSeni

rovnice (8), pokial’ u, je akékol'vek netrividlne (t. j. nenulové) rieSenie homogénnej rovni-

ce (16) [4]. Vo vysledku podrla [4] plati nasledujtca veta:

Veta 4.1.2.1 Nech 2

) # 0, n € Ny, potom rieSenie homogénnej rovnice (16) je v tvare
1

n-1
w =u ao(k)
n — %0 ’
a;(k
UO (k)
priCom u, je pociato¢na podmienka v tvare u, = C, kde C € R. Ak nepozname u, , vSe-

obecné rieSenie rovnice (16) bude

n—-1 (k)
Qo
u, =C 1_[ :
w0 (k)
Vsetky rieSenia nehomogénnej rovnice (8) st dané
[Z fomy Cl'
a; (n)un+1

kde C € R, a;(n) # 0 a u, 44 je nenulova funkcia v tvare (17).
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5 LDR VYSSICH RADOV

Definicia 5.1 Linearnou diferen¢nou rovnicou radu k nazyvame rovnicu v tvare
ax(MYn+r + -+ a1 (MYn41 + ac(My, = fF(),

kde ay(n), a;(n),...,a,(n) a f(n)st l'ubovolné funkcie argumentu n, z nich ay(n) # 0

a ai(n) # 0. Takto definovanu rovnicu nazyvame tiez nehomogénna linedrna diferencna

rovnica k-tého radu [3], [5]. Homogénnou diferen¢nou rovnicou nazyvame rovnicu, pre

ktort plati f(n) =0

ax(M)Ynik + -+ a1 (M)Yn41 + ag(M)y, = 0.

5.1 Homogénne LDR k-tého radu

Definicia 5.1.1 Hovorime, Ze funkcie y;}, ..., y¥ definované pre vietky n € N st
linearne nezavislé, ak rovnica

Ciyn + Coy + -+ Gy = 0 (19)
je splnena len v pripade, Ze vSetky konStanty Cy, C,, ..., i, st rovné nule. V opac¢nom pri-
pade hovorime, Ze V., ..., y¥ su linearne zavislé, ak je splnena rovnica (19) a aspon jedna

z konstant Cy, Cs, ..., Ci, je r6zna od nuly.

Linearnu zavislost’ resp. nezdvislost’ u linedrnych diferen¢nych rovnic je jednoduché doka-
zat’ pomocou Casoratiho determinantu K, ktory je obdobou wronskidnu u linearnych dife-

rencialnych rovnic.

Nech y}, ..., y¥ st rieSenia homogénnej rovnice pre vietky n € N,. RieSenia su linearne
nezavislé prave vtedy, ked’ Casoratiho determinant K(n) # 0. Casoratiho determinant je

podrla [3], [4] definovany ako

Vi 5/ TR Vs
K = Yae1  Yasr U Vet
yTll+k+1 Y7I§+k+1
resp.
Vi 5/ A Vs
Kk=| Bm  Byi o Ay

ARyl ARk
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Veta 5.1.1 Ak rieSenia y;, ..., ¥¥ homogénnej rovnice su linedrne nezavislé (tvoria
fundamentélny systém), potom jej vSeobecné rieSenie, ktoré nadobuda pre vSetky n € N,
kone¢né a urcité hodnoty, je v tvare

y() = Cyq + Coyi + -+ + Gy
kde Cy, Cy, ..., Ci st 'ubovol'né konstanty [3].

5.1.1 Homogénne LDR k-tého radu s konStantnymi koeficientmi

Definicia 5.1.1.1 Nech homogénna linedrna diferen¢na rovnica k-té¢ho radu je v tvare

AxYn+k T Ak—1Yn+k-1 T+ Q1Yns1 + a¥n =0, (20)
kde ay, a4, ..., ay st konstanty, pricom ay, a; # 0.

Jej charakteristickou rovnicou nazyvame rovnicu (s nezndmou A) v tvare

agA* + ap_ A1+ + a1+ ap = 0. (21)

Charakteristicki rovnicu (21) ziskame hladanim rieSenia rovnice (20) v tvare y = A",
A # 0. Dosadenim
Vnik = An+k — /1"/1",

Vnik1 = An+k—1 — Anlk_l,

Vo1 = /1n+1 — /171/1,
Yo = A" =20,
do rovnice (20) dostaneme vzt'ah

M(apA* + a1 A1+ -+ a1+ ay) = 0.

Odetial’ po predeleni vyrazom A" # 0 ziskame charakteristicku rovnicu (21) [3].

Veta 5.1.1.1 Ak 4 je koretlom charakteristickej rovnice (21), tak
y=21"

je rieSenim homogénnej rovnice (20) [3].

Fundamentalny systém rieSeni homogénnej linearnej diferencnej rovnice (20), ktory sa

sklada z jej k nezavislych rieSeni, dostaneme pomocou korenov charakteristickej rovnice

(21) [3].
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Nasledujtica veta udava podla [3] ako pomocou koretiov charakteristickej rovnice urcit

fundamentélny systém.

Veta 5.1.1.2 Uvazujme charakteristicka rovnicu agA* + ax_A¥™t + -+ ;1 + ay = 0.

a) V pripade, ze vSetky korene A4, 4,, ..., A4} su redlne rozne, je fundamentalny sys-
tém rovnice tvaru
Y1 =AY2 = A3, 0, Vi = A
Preto vSeobecné rieSenie je v tvare
y = CiAT + CoA% + -+ C A}
b) Ak je niektory redlny koren A charakteristickej rovnice k-ndsobny, prislicha
mu vo fundamentdlnom systéme celkom k nezavislych rieSeni tvaru
yi1 = Ay, = nd" L,y = nfTIAN
Vseobecné rieSenie je v tvare
y = CiA" + ConA™ + -+ + Cpnk~12%,
c) Ak je niektory korenn A charakteristickej rovnice komplexny k-ndsobny a je vy-
jadreny v goniometrickom tvare
A =r(cos ¢ * jsin @),
prinalezi mu vo fundamentalnom systéme celkom 2k linearne nezavislych rieseni
tvaru
y11 = rcos(on), yi, = nr*cos(en), ..., yir = n* " 1r" cos(en),
Y21 = 1" sin(@n), y,; = nrsin(en), ...,y =n

Vseobecné riesenie je v tvare

k=137 sin(gn).

y = C117™ cos(gn) + Cionr™ cos(on) + -+ Cypn* T rtcos(en) +
+Cyq rsin(@n) + Cponr"sin(en) + -+ + Cpn* 1" sin(en).

Algebraicky tvar komplexného C¢isla a x jb prevedieme na goniometricky tvar

r(cos ¢ * jsin ¢) nasledovne:
a) Velkost' komplexného ¢isla je r = Va? + b2.

b) Uhol ¢ je pre sinus definovany ako sin ¢ = g a pre kosinus cos ¢ = %
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5.2 Nehomogénne LDR k-tého radu s konStantnymi koeficientmi

Pod ndzvom nehomogénna linedrna diferencna rovnica k-tého radu rozumieme rovnicu

s funkciou f(n) na pravej strane v tvare

AxYn+k T Ak—1Yntk-1 T+ Q1 Yny1 + aoyn = f(n), (22)

kde ay, a4, ..., ay st konstanty, pricom a,, a; # 0.

Pri hl'adani vSeobecného rieSenia takto zadanej nehomogénnej rovnice postupujeme nasle-
dujucim spdsobom. Za prvé si ur¢ime vSeobecné riesenie prislusnej homogénnej diferenc-
nej rovnice, to ozna¢ime ako yy. Potom vyuzitim metddy neurcitych koeficientov alebo
metddy varidcie konstant ndjdeme partikularne rieSenie nehomogénnej diferencnej rovnice

Yp- Vysledné rieSenie ziskame ich suCtom.

Veta 5.2.1 VSeobecné rieSenie nehomogénnej diferen¢nej rovnice (22) ma tvar

Y=Ynt Y

5.2.1 Metoda neurcitych koeficientov

Je vhodna len pre Specidlne tvary pravej strany f(n). NajcastejSie byva prava strana rovna

niektorej z funkcii uvedenej v nasledujucich vetach [3].

Veta 5.2.1.1 V pripade, Ze funkcia ma na pravej strane tvar
f() = B,(n),
kde P,,(n) je polyndom stupna m, partikularne rieSenie ma tvar
Yp = 1 Qm(n),
Q,,(n) je polyném stupiia m s neurcitymi koeficientmi a k je dané nasobnost’ou ¢isla 1

ako korena charakteristickej rovnice. V pripade, Ze ani jeden z koretiov 1 # 1, je k = 0.

Veta 5.2.1.2 Ak prava strana ma tvar
f() = a"B,(n),
kde B, (n) je polynom stupiia m, partikularne rieSenie hladame v tvare
¥y = n*Qp(n)a™,
Q. (n) je polynom stupiia m s neurcitymi koeficientmi a k je dané nasobnostou ¢isla a

ako korena charakteristickej rovnice. Ak ani jeden z koreniov 4 # a, je k = 0.
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Veta 5.2.1.3 Ak prava strana je dana
f(n) = B,(n) sin(pn) alebo f(n) = B, (n) cos(pn),
ak B, (n) je polyndém stupiia m, partikularne rieSenie hl'adame v tvare
Yp = n*(Qm(n) sin(en) + Ry (1) cos(pn))r™,
Q,,(n), R, (n) st polyndémy stupiia m s neurcitymi koeficientmi a k je dané nasobnost'ou
Cisla r(cos ¢ * jsin @) ako korena charakteristickej rovnice. Ak ani jeden z korenov

A#r(cose + jsing)jek = 0.

5.2.1.1 Princip superpozicie

O principe superpozicie, resp. skladania hovorime, ak prava strana linedrnej diferencne;j
rovnice je zlozend z viacero funkcii f(n) = fi(n) + -+ + fr(n). Nech y,q, ..., Ypi st jed-
notlivé partikularne rieSenia tychto funkcii, potom celkové partikuldrne rieSenie je dané ich

sactom Yy, = ypq1 + -+ Ypi [3]-

5.2.2 Metoda variacie kons$tant

Tato metdda udava vSeobecny postup, pomocou neho dokazeme néjst’ partikularne rieSenie

pre akukol'vek nehomogénnu diferencnt rovnicu bez ohl'adu na typ pravej strany.
Uvazujme nehomogénnu rovnicu s konstantnymi koeficientmi ay, ax_1, a1, aq v tvare

AxYn+k T Ag—1Yn+k—-1 T * T QY1 T AoYn = f(n) (23)

a homogénnu rovnicu
AxYn+k T Ak—1Yn+k-1 T ***+ A1Yny1 + aoyn = 0. (24)
Nech vSeobecné rieSenie homogénnej rovnice (24) je
Y = Ciyn + Coyf + -+ Gy, 25)
kde Cy, C5, ..., Ci st konStanty.
Vseobecné rieSenie nehomogénnej rovnice (23) uré¢ime metédou varidcie konsStant
Ci, ..., Cx. Touto metdodou hl'adame vSeobecné rieSenie rovnice (23) v tvare (25), kde na-

miesto konsStant Cy, ..., C, vystupuju vhodné funkcie premennej n (budeme namiesto

C1(n), ..., Cx(n) oznacovat' C}, ..., CK).
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Hrladané rieSenie je v tvare
Yo = Cayn + CRys + -+ CXyy, (26)
kde v, y2, ..., X st nezavislé riesenia homogénnej rovnice (24) a C}, C2, ..., C¥ nezname
funkcie, ktoré sa maju urcit’.
Vyjadrime y, 41
Va1 = Crs1Vner + CosaVhen + o+ ChpaVis =
= CaYier + Ciyien + o+ Ciynan + ACaYnsr + ACTYR4r + - + ACH YR
Zaved’'me podmienku
ACiypsr + ACEYE L, + -+ ACKY) 1 = 0.
Odvod'me aj posledny Clen y,, .«
Ynsk = Cap1Vnak + ChorViare + 0 + Crlzc+1yrlf+k =
CaYnak + CiViak + -+ Ci Yy + ACiYp ok + ACEYA o + - + ACK Y ok
Dosadenim y,,, V41, -+ Yn+k do rovnice (24) dostaneme
Cr(akYnsr + -+ @ynpr + ao¥n) + CE(@ryip + -+ a1Vmyq + agys) +
o+ Ci(@eynae + -+ @aynen + aoyn) +
+a’k(AC11yTll+k + AC%erwk +-t ACrIfyrI1c+k) = f(n).

Vsetky vyrazy v zatvorkach okrem posledného st rovné nule, pretoze yy,y,, ..., Vi sU rie-
Seniami homogénnej rovnice (24). Pre posledny vyraz potom plati
n

ACaYnii + DCEYR e+ + ACK Yy = %-
Z podmienok zostavime ststavu pre k-neznamych funkcii Cl,C2, ..., C¥ obsahujicu
k-podmienok.

ACrys + ACEys + -+ ACKyx =0,
ACiyni + ACTY R g + o+ AC1’1(3’111€+1 =0,
(27)
ACiYhik—1 + ACEYA oy + -+ DCKY N = 0,

f(n)
AC%lewk + AC£Y721+k + -t ACrIf%I;Hc = a
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Zo sustavy (27) zostrojime determinant K (n +1). Jedna sa o Casoratiho determinant. Tento
determinant sustavy (27) musi byt nenulovy, pretoze sa tyka k nezavislych rieSeni za
predpokladu, ze a;, # 0 a n > 0. Sustava (27) mé prave jedno rieSenie, ktoré sa podla

Cramerovho pravidla ur¢i podl'a vzorca

acy = v
" K(n+1) (28)
kde
'J’%H 3’721+1 lezc+1'
Kn+1) = y711+2 3’721+2 J’1If+2 )
3’711+k y721+k }’r]f+k

K, je determinant matice, ktorii z matice K dostaneme nahradenim v-tého stipca stipcom
, . : o — rm1”
absolutnych ¢lenov zmienenej sustavy (27), t. j. stlpcom |0,0, ... ,O,a— .
k
Zostava vyriesit rovnicu (20) pomocou neurcitej sumacie
=Y & e
n Kn+1)
Po dosadeni funkcie C;, do vzt'ahu (26) dostaneme vSeobecné rieSenie nehomogénnej line-

arnej rovnice (25).

Pri vypracovani variacie konStant boli pouzité zdroje [3],[4],[6].
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6 Z-TRANSFORMACIA

Z-transformacia ma podobnt ulohu ako Laplaceova transformacia pri spojitych systémoch.
V tedrii automatického riadenia je Z-transformacia u¢innym nastrojom pri popise chova-

nia, t. j. analyze a syntéze, diskrétnych linedrnych dynamickych systémov [7].

Podla [8] Z-transformdacia vychadza z Laplaceovej transformacie postupnosti ¢asovo po-

sunutych Diracovych impulzov. Diskrétny Diracov impulz je definovany vztahom

(1 prek =0
8(kT) = {0 pre k # 0. (29)

Ich jednotkova plocha je modulovana hodnotami funkcie f(kT). Pri vzorkovani (diskreti-

zacii) spojitej funkcie f(t) v okamzikoch ¢ = kT pre k > 0 vznika postupnost’ ¢isel

{fi} = {fidk=o = {fo. fu f2r 3

alebo Diracovych impulzov v tvare rady

9O = ) FUTIS(E —KT),
k=0

kde T je peridda vzorkovania, §(t — kT) je postupnost’ ¢asovo posunutych Diracovych

impulzov. Laplaceov obraz tejto rady je komplexna funkcia

GED WG
k=0

zavedenim novej komplexnej premennej z = e 57, kde s je premenna v Laplaceovom ob-

raze, ziskame defini¢ny vztah pre diskrétny obraz Z-transformécie
— — -k
F(2) = 2 (kD) = ) fUT)Z™ 0
k=0
Obrazom postupnosti {f;} v Z-transformacii nazgvame funkciu komplexnej premennej z
F@) =2{fi} = ) fkDz™*,
k=0

Diskrétne hodnoty funkcie f(kT) alebo postupnosti {f;} nazyvame originalom, funkcia

F(z) je obrazom a Z je symbol priamej Z-transformacie [8].
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Aby diskrétna ¢asova funkcia f (kT) bola originalom, musi byt’ podla [7]:

a) nulova pre zaporné k, t. j.

_( f(kT) prek=0,1.2,..
fOT) = { 0 prek = —1,-2,...

Moézeme splnit’ vzdy vynasobenim danej diskrétnej casovej funkcie diskrétnym He-

avisideovym jednotkovym skokom f(kT)n(kT), ktory je definovany

_ 1 pre k =0,1,2, ...
n(kT) = { 0 prek = —1,-2, ... 31)
b) exponencialneho radu, t. j. musi vyhovovat’ nerovnosti
|f (kT)| < Me%HKT,
M>0,ay € (—0,0),k =0,1,2,3 ...

6.1 Spitna Z-transformacia

Spétnou Z-transformaciou ur€ujeme original, t. j. diskrétnu ¢asovu funkciu f(kT) k dané-

mu obrazu F(z). Je definovana

1
FOT) = 27HF@) = 5= § F)at da, o)

Z~1 je operator spitnej Z-transforméacie, z je komplexna premenna, F(z) je diskrétny ob-
raz, kT je diskrétny cas, k je krok, T je peridda vzorkovania, C je kruznica o polomere 7,

vnutri nej lezia vsetky singularne body funkcie F(z)[7].

Podla [7], [9] original zobrazu moéZeme jednoducho urcit pomocou slovnika Z-
transformacie, ktory je uvedeny v tabulke (Tab. 1.). Existuju aj d’alSie sposoby ako napr.

a) defini¢ny vzorec pre spatni Z-transformaciu

b) rozklad obrazu na parcidlne zlomky

¢) rozvoj obrazu v mocninovu radu.
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6.1.1 Defini¢ny vzorec pre spitni Z-transformaciu

Pri spétnej Z-transformacii mézeme vyuzit' definiciu (32), kde integral pocitame ako sucet

rezidui vo vSetkych singularnych bodoch obrazu F(z), podl'a [7], [9] t. ].

n

f(kT) = erzezs'[F(z)z"_l],k =0,12,..,

i=1

kde z = z; st poly F(z) ares[F(z)z*1] su rezidua pre jednotlivé poly z;.

Pre jednonasobné poly plati

res[F(2)z" 1] = lim[(z — z)F (2)z*™1].
z=z; z-z;
Pre n nasobné poly plati

n-1

ey P41 = Gy i g G = 20F )21

6.1.2 Rozklad obrazu na parcialne zlomky

Ak ma obraz F(z) tvar racionalnej lomenej funkcie

Q) quz™+ -+ qz+qp
P(z) ppz"+-+piz+po

F(z) = n>m,

potom obraz rozloZime na parcidlne zlomky a ich origindly ndjdeme v slovniku Z-
transformécie (Tab. 1.). Rozklad na parcialne zlomky je mozné previest napr. pomocou

metddy neurcitych koeficientov, porovnanim koeficientov u prislusnych mocnin.

Pre nenasobné poly plati
qmz™ + -+ q12 + qo

Pu(z —21)(z = 23) .. (2 — 2,)’

F(z) =

pre nasobné poly plati
qmz™ + -+ 1z + qo
Pn(z — 21)%(z — 23) ... (Z = Zp_gs1)’

kde z4, ..., Zp_k 41, -, Zn SU pOly funkcie F(z), t.j. korene polynomu menovatel'a F(z), a k

F(z) =

je nasobnost’.

Rozklad nendsobnych polov bude

A A A
F(z) =——+ —2— 4.4 —
Z—27Z, Z—2Z zZ—7,

kde A4, A4,, ..., A, su hodnoty, ktoré je potrebné urcit’.
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Rozklad pre nasobné poly, ak z; je k nasobnym polom, bude

B B B A A, _
1 + 2 4ot k -+ 1 +...+n—k'
z—zy (2—27)? (z—2z)* z-2z Z = Zn—k+1

F(z) =

kde A4, ..., Ay_k, B1, ... Bx st ur¢ované hodnoty.

Pri vypracovavani rozkladu obrazu na parcidlne zlomky boli pouzité zdroje [7], [9].

6.1.3 Rozvoj obrazu v mocninovu radu

Ak ma obraz F(z) tvar racionalnej lomenej funkcie v kladnych alebo zapornych mocni-
nach premennej z, potom diskrétne useky f(kT) ziskame delenim ¢itatel'a menovatel'om
(nekoneénym delenim). Delime pritom najvy$$iu mocninu najvysSou mocninou.Ziskame
tak mocninovl radu v tvare

F(z) = Y@ =f(0)+ f(T)z "+ f2T)z7% + ---.

U(z) (33)

Urcovanie originalu rozvojom obrazu v mocninovu radu je vyhodné v pripade, ak nas zau-
jima len niekol’ko pociato¢nych hodnot. Naopak nevyhodou je, ze vysledok nema uzavrety

tvar [7].

6.2 Zakladné vlastnosti Z-transformacie

Veta 6.2.1 (o linearite) Nech Z{f; (kT)} = F,(2), Z{f,(kT)} = F,(2) a ay,a, su

komplexné konStanty, potom plati

Z{a,f1(kT) £ a,f,(kT)} = a1 F(2) £ a,F,(2).

Veta 6.2.2 (o posunuti originalu v ¢asovej oblasti) Nech Z{f (kT)} = F(2),

y(kT) = 0 pre k < 0, potom pre posunutie vpravo (oneskorenie) plati

Z{f[(k —m)T]} = zZ™F(z),m = 0.

Pre posunutie vlavo (predstih) plati

Z{F[(k + m)T]} = 2™[F () — Z £GT)z" ], m > 0.
i=0
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Veta 6.2.3 (o podiato¢nej a koncovej hodnote) Nech Z{f (kT)} = F(z). Potom pre

pociato¢nt hodnotu plati

-1
£(0) = lim £(kT) = lim —— F(z) = lim F(2).
k—0 z-ow Z Z—00
Pre koncovu hodnotu plati

F(e0) = lim f(KT) = lim“ 2 F(z) =lim(z ~ DF(2).

Veta 6.2.4 (o derivacii — diferencii v ¢asovej oblasti) Nech Z{f (kT)} = F(z) a nech

dopredna diferencia 1. radu je definovana rovnostou

Z{Af (KT} = Z{f[(k + DT] — f(kT)} = z(F(2) — f(0)) — F(2) =
=(z—-1F(2) — zF(2).

Pre doprednu diferenciu radu n plati
n-1
Z{AF(KT)} = (z — D"F(2) — 2 Z(z _ 1)nit1AL £(0),
i=0

Nech Z{f (kT)} = F(z) a nech spitna diferencia 1. radu je definovana rovnostou

-1
Z{Vf (kT)} = Z{f (kT) — f[(k = DT]} = F(2) - z7'F(2) = ZTF(Z)-

Pre spatnu diferenciu radu n plati

n

2ty = (27) Feo.

Veta 6.2.5 (o integrovani — sumacii v ¢asovej oblasti)

Pre doprednt diferenciu plati

k—1
1
7 {Z f(iT)} = ——F().
i=0

Pre spdtnu diferenciu plati

k
= 2
Z{ZO f(LT)} = —ZF()

Pri vypracovani zakladnych vlastnosti Z-transformadcie boli pouzité zdroje [8], [9].
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6.3 RieSenie linearnych diferencnych rovnic

Zéakladom matematického popisu diskrétnych systémov su diferencné rovnice. Pri zostave-

ni diferencnych rovnic mézeme podl'a [10] pouzit’ dva sposoby definovania diferencii:

a) Doprednu diferenciu 1. radu
Af(kT) = fl(k + DT] — f(kT),
pre n-ty rad plati
AYF(KT) = A" 1f[(k+ DT] — A" f(kT); n=1.2,...
b) Spéitnu diferenciu 1. radu
VF(KT) = f(kT) — f(k — DT],
pre n-ty rad plati

VF(kT) = VL (KT) = V7 if[(k— DT]; n=12, ....

Linearnu diferenént rovnicu diskrétneho systému s konstantnymi koeficientmi a s pravou

stranou mozeme podla [7] napisat’ v dvoch tvaroch. Vyuzijeme doprednu diferenciu:
a) Diferencny tvar.
anA"y(kT) + -+ a; Ay (kT) + ayy(KT) = BnA™u(kT) + -+ + B1Au(kT) + Bou(kT).

b) Rekurentny tvar.
Z doprednych diferencii
aylk + )T+ -+ ay[(k + DT] + apy(kT) =
34
= byu[(k + m)T] + -+ byu[(k + 1)T] + bou(kT), (34)
pre pociatocné podmienky, ktoré su rovné funkénym hodnotam

¥(0), y(T), ..., y[(n — DT u(0), u(T), ..., u[(m — 1)T] prem < n.
Oba tvary su ekvivalentné, u(kT) je znama vstupna diskrétna funkcia systému a y(kT) je
hl'adand vystupna diskrétna funkcia systému, a,, ..., @g; Bn, ---, Bo @ Qy, -, Qg; by, ..., by ST

konStanty.
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Pouzitim Z-transformacie sa linearna diferencné rovnica spolu so zadanymi pociato¢nymi
podmienkami transformuje z ¢asovej oblasti (priestoru originalu) do oblasti komplexnej
premennej (priestoru obrazu), kde jej odpoveda algebraické rovnica n-tého stupna. Jej rie-
Senim ziskame obraz rieSenia a spitnou transformaciou obrazu ziskame original riesenia,

t. j. vyslednu diskrétnu ¢asovu funkciu [7].

Linearnu diferencnu rovnicu mozeme riesit’ aj bez pouzitia Z-transformadcie, a to numeric-
ky (rekurentny spdsob). Tvar diferencnej rovnice (34) upravime tak, aby na l'avej strane
bol original vystupnej diskrétnej funkcie s najvacsim posunutim. Pouzitie rekurentného
tvaru je vyhodné, umoziuje priamy vypocet hodndt vystupnej diskrétnej funkcie y(kT)

v okamzikoch 0, T, 2T, ... . RieSenie nema uzavrety tvar [7].

6.4 Diskrétne linearne dynamické systémy
Dynamické vlastnosti systémov je mozné podl'a [7] popisat’ dvoma spdsobmi:

a) Vonkajsi popis systému (vyjadruje vzt'ah medzi diskrétnou vystupnou veli¢inou
y(kT) a diskrétnou vstupnou veli¢inou u(kT) systému).

b) Vnutorny popis systému (zahriiuje okrem uvedenych veli€in aj stavové veliciny).

Medzi vonkajsi popis systému patri:
a) Diferencna rovnica.
b) Z-prenos.
¢) Impulzna funkcia a charakteristika.
d) Prechodova funkcia a charakteristika.

e) Frekvencny prenos a frekvencna charakteristika.

6.4.1 Diferen¢na rovnica a Z-prenos

Pre popis vlastnosti dynamického systému mézeme pouzit’ napr. diferencnu rovnicu v re-
kurentnom tvare (34). Aby diferencna rovnica (34) popisovala realny dynamicky systém,

musi byt’ splnena tzv. podmienka fyzikalnej realizovatel'nosti m < n [7].

Z-prenos G(z) je definovany ako pomer Z-obrazov vystupnej veli¢iny k Z-obrazom vstup-

nej veliCiny pri nulovych pociatocnych podmienkach
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Po Z-transformacii diferencnej rovnice (34) spolu s nulovymi pociatocnymi podmienkami

dostaneme algebraicku rovnicu tvaru
(apz™ + -+ a;z+ ay)Y(z) = (bypz™ + -+ b1z + by)U(2),
odtial’ je Z-prenos G (z) rovnice (33) dany

Y(z)  bpz™+ -+ bz + by

G(2) = U(z) apz"+-+a;z+a, (35)

podla [7].

6.4.2 Impulzna funkcia a charakteristika

Diskrétna impulzna funkcia je odozva systému na vstupny signal w(kT) v tvare diskrétne-
ho jednotkového (Diracovho) impulzu § (kT) pri nulovych pociato¢nych podmienkach [9].

Diskrétny Diracov impulz je definovany vzt'ahom (29).

Z-obraz jednotkového impulzu, t. j. vstupného signalu u(kT), je U(z) = Z{5(kT)} =1,
potom Z-obraz vystupnej funkcie y(kT), resp. i(kT), teda I(2) je rovny

Y2)=62)U(Z)=G6(2)-1=1() = i(kT) = Z7HI(2)},

kde i(kT) je impulzna funkcia [9]. Grafom impulznej funkcie je impulzna charakteristika

[10].

6.4.3 Prechodova funkcia a charakteristika

Diskrétna prechodova funkcia je odozva systému na vstupny signal w(kT) v tvare diskrét-
neho jednotkového (Heavisideovho) skoku n(kT) pri nulovych pociatocnych podmienkach
[9]. Diskrétny Heavisideov skok je definovany vztahom (31).

Z-obraz jednotkového skoku, t. j. vstupného signalu u(kT), je U(z) = Z{n(kT)} = =

z-1’

potom Z-obraz vystupnej funkcie y(kT), resp. h(kT), teda H(z) je rovny

Y(2) = G(2)U(2) = G(z) —

- = H(z) = h(kT) = Z7YH(2)},

Z —
kde h(kT) je prechodova funkcia [9]. Grafom prechodovej funkcie je prechodova charak-
teristika [10].
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Medzi obrazom diskrétnej prechodovej funkcie H(z) aobrazom diskrétnej impulznej

funkcie 1(z) platia vztahy

VA

H(Z)zz—l

1(2),

z—1
1(z) = 7H(Z),

z ktorych vyplyvaju vztahy medzi diskrétnou prechodovou funkciou h(kT) a diskrétnou
impulznou funkciou i(kT) [7], a to

k

h(kT) = Z i(GT),

j=0

i(kT) = h(kT) — h[(k — DT].

6.4.4 Frekvencny prenos a frekven¢na charakteristika

Uvazujme linedrny diskrétny systém, jeho Z-prenos ma tvar (35). Frekvenc¢ny prenos dis-
krétneho systému je definovany vztahom

Y(jwT)
U(jwT)

G(wT) =

kde Y(jwT) je Fourierov obraz vystupného signalu, U(jwT) je Fourierov obraz vstupného

signalu. Frekvenény prenos ziskame zo Z-prenosu G (z)
G(wT) = G(2)|,=pjor, (36)
Podrla [10] jedna sa o periodickt funkciu frekvencie wT s periédou 2m
G(wT) = G[(jwT + 2km)].

Frekvenc¢na charakteristika diskrétneho systému je grafické zndzornenie frekvenéného pre-
nosu G(jwT) vkomplexnej rovine (Nyqiustova krivka) v zavislosti na frekvencii

wT € < 0,2m >. Frekven¢na charakteristika je simerna podl'a redlnej osi [10].

Pre zostrojenie frekvencnej charakteristiky v komplexnej rovine sa frekvencny prenos pod-

I'a [9] upravi na zloZkovy tvar

G(wT) = P(wT) + jQ(wT) = ReG(jwT) + jImG (jwT). (37)
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7 SLOVNIK Z-TRANSFORMACIE

Tab. 1. Zakladny slovnik [7].

¢. | Original f(kT) Obraz F(z)
1. | 6(kT) 1
2. 1
S[(k —m)T] s
3. z
n(kT) —
4 1
' k—m)T
nl( )T] Dz
5. KT Tz
(z—-1)?
6. l(kT)Z T_ZZ(Z +1)
2 2 (z—1)3
7. (+a)f; a+#0 ~
L )] Zi_ a
8. k—1 e
(_ ) caFmlk-nriazo, |
k=1\ oo ) (zta)"
(72)=omermna-
9. eiakT z i C = eiakT
zZ—cC
10. —akT Z . — p—aT
kTe Z—o2’ c=e
11. l(kT)ze‘akT T%cz(z + c); J—
2 2 (z—¢)3
12. sin(ewkT) z sin wT
z2 —2zcoswT + 1
2 _
13. cos(wkT) z* —zcos wT

z2 —2zcoswT + 1
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II. PRAKTICKA CAST
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8 RIESENE PRIKLADY DIFERENCIA
Priklad 8.1 N4jdime v bode n = 0 $tvrta diferenciu A%y, , ak y,, = e%™.
Podl'a vzorca (1) ziskavame
4 4 4 4 4 4
Atyn = (0) Yn+a — (1) Ynta-1t (2) Yn+a-2 = <3> Yn+a-3 t <4> Yn+a-4 =
= Yn+a — AVne3 + 6Vny2 — 4Vns1 + Yo
Nahradime y,, = e%" a dostavame
A4yn — ea(n+4) _ 4ea(n+3) + 6ea(n+2) _ 4ea(n+1) + e =
=eWM(e?® —4e3% +6e2* —4e*+1) =
= eWM(e® — 1%
Apren=0
Ay, = (e — 1™
Priklad 8.2 Pomocou Vety 2.2.1(d) a Vety 2.2.2(b, ¢) ur¢me diferenciu An3™ .
An3™ = 3™ An +nA3" = 3" ((n+1) —n) +n(3 - 1)3" =
= 3"*1 4+ 2n3™ = 3"(3 + 2n).

Priklad 8.3 Vyuzitim zékladnych vlastnosti diferenéného poctu vyratajme A Sinlnn.
Pri rieSeni vyuZijeme Vetu 2.2.1(e) ,Vetu 2.2.2(a, d) a zdkladné goniometrické vzorce

sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny, (38)

cos(x +y) = cosx cosy — sinx sin y. (39)

Odtial

1 (sinmn)(A1) — (1)(Asinmn) = —2 sin%COS r(n+ %) _
sintn ~ (sinmn) (sinm(n+1))  (sinzn) (sinw(n + 1))

T . T .
—2(cos1mcos§—smnnsm7) B —2(—sinmn) B 2

sinmn(sinntncosm + cosmnsinm) sinmn(—sinnn) sinmn’
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Priklad 8.4 N4jdime diferenciu polynému A(n? + 2n — 1)
Podl'a Vety 2.2.1(b) pre diferenciu stctu plati
An? + A2n — A1.
Podl'a Vety 2.2.3(a) je zrejmé, ze zadany polyném je druhého stupna P, (n), hl'adany poly-
M?P=m+1)?-n>=n’+2n+1-n?2=2n+1,
A2n=2An=2((n+1)—n) =2,
A1 =0.
Po dosadeni

An?+2n—1)=M?*+A2n—A1=2n+1+2-0=2n+ 3.
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9 RIESENE PRIKLADY SUMACIA

9.1 Neurdita sumacia

Priklad 9.1.1 RieSme ); 3™.

Zo zéakladnych vlastnosti pre diferenény pocet vieme, ze A3™ = (3 — 1)3™. Z rovnice (2)

, 3" 3" . " . .
vyplyva A— = 3™, kde — je neurcitou sumaciou funkcie 3™.
2 2

37’1
Z3n=7+c.

3" 3"
A(7+C)=A7+AC=3”+O=3”.

PiSeme

Opacne plati

Priklad 9.1.2 RieSme ). n7™.
Vyuzijeme Vetu 3.1.1(c) a Vetu 3.1.2(c). Zvolime si y,, = n a Az, = 7". Nasledne je po-

L 7" ] .
trebné uréit’ z, = Y, 7" = e Dosadenim dostavame

Z n 7n 7"“”1A _n7" 7 7n_n7” 77”+C
neE=nt 6 "T76 "6 76 62 '

Priklad 9.1.3 Urtime Y(3) (}) vyuzitim Vety 3.1.1(c),Vety 3.1.2(f) a Vety 2.2.2(g).

Nech y,, = (72‘) = A(rzl) = (1) adz, = (g), potom je zrejmé, e z, = (’;) PouZijeme me-

2=~ )G
Znovu zavedieme per partes y, = (7) = A(}) = (’3) =1,Az, = (”;’1) =z, = (
260 -C6-5)0-2(% -
Q03 () e

tddu per partes

n+1
10 /°
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Priklad 9.1.4 N4jdime vsetky funkcie Y, pre ktoré plati AY,, = 3n + 4.
Podl'a Definicie 3.1 vieme, Ze plati rovnica (2), hFadame Y,, = ),(4n + 6).

Z Vety 3.1.3(a) vieme, ze budeme hl'adat’ polynom o jeden stupen vyssi, takze
Z(4n +6) = an? + bn + c.

Ur¢ime nezndme koeficienty
Alan® +bn+c)=[lan+1)?+b(n+1)+c]—[an?*+bn+c]=2an+a+b
2an+a+b =4n + 6.
Porovname koeficienty u prisluSnych mocnin
2a =4
a+b=0=6.
Odtial’ dostavame
a=2,b=4.
Z ¢oho vyplyva, ze hl'adana funkcia je
Y, =2n?+4n+C.

9.2 Urc¢ita sumacia

Priklad 9.2.1 Vyratajme uréita sumaciu Y.7=1 3% pouzitim rovnice (3) a Vety 3.1.2(c).

n—1 n

3
ZS"=ZS”+C=7+C (n=23..).

k=1

Ur¢ime C ,pren = 2

RieSenie pre n = 2
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Priklad 9.2.2 Vyrieéme Y1_13k pre n = 2 pouzitim rovnice (4).
3k 31 32 31
b= [ -Bl-fl-5 -5

Z Prikladu 9.2.1 az Prikladu 9.2.2 je vidiet, Ze oboma spdsobmi sme sa dopracovali

k rovnakému rieSeniu.

Priklad 9.2.3 Riesme Y7_] k4* pouzitim rovnice (5).
Nech a, = k a Ab;, = 4 potom

n-1 4k n n-1
Z akAbk = Ik ?l — z
k=1 1 k=1

Vyrie$me najprv [ka*]7?,

k—| =—-2=

41" na™ 4 n4™ —4
3], 3 3 3

Pre Y1_1(Ak)a**! vieme, Ze Ak = 1 ateda

Z4k+1_4"§4k_4 4k”_4(4" 4)_4(4"—4)_4”“—42
34 3|3) 3\3 3/ 3\.3 /3

Po spiatnom dosadeni ¢iastkovych vypoctov dostavame rieSenie

n-—1

—4 ATl _ 42 A"(3n—4)+ 4
ZakAbk— ka*] Z:(Ak)ak+1 = 37 = ( 37 ) :

k=1
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10 RIESENE PRIKLADY LDR PRVEHO RADU

Priklad 10.1 RieSme rovnicu Ay,, = sin 5n.

Vn =ZSin5n.

Hladame také y,, pre ktoré plati

Podl'a Vety 3.1.2(d) plati

ZsinSnz —M+C.

2 sin%
Vseobecné rieSenie diferencnej rovnice je tvaru
cos 5 (n — %)
yn = - —5 + C.
2 sin 5

10.1 LDR s konsStantnymi koeficientmi

Na nasledujtcich prikladoch si ukdzeme dva spOsoby rieSenia diferenénych rovnic prvého

radu s konstantnymi koeficientmi:

a) Budeme postupovat’ podl'a odstavca 4.1.1 LDR s konStantnymi koeficientmi.

b) Podla odstavca 4.1.2 LDR s nekonsStantnymi koeficientmi.

V oboch pripadoch dostaneme rovnakeé rieSenia.

Priklad 10.1.1 Uréme rieSenie rovnice Y,,1 — 2¥, = 0 s pociato¢nou podmienkou

yO =4,
a) RieSenie hl'adame v tvare y, = A"y,.
VyrieSme charakteristicki rovnicud —2 =0= 1 = 2.
RieSenim je
Yn = 2"4.
b) VyrieSme vyuZzitim Vety 4.1.2.1. Vychadzajme z tvaru
Unt1 = 2Up,

potom vysledkom je

n-—1
U, = U 1_[2 =uy 2" = 4.2",
k=0
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Priklad 10.1.2 Uréme rieSenie rovnice 3y, 41 — 5y, = 0.

a) Zostavime charakteristick rovnicu
5
3IM-5=0=21= §

Vseobecné riesenie homogénnej rovnice je

571
%=4§-

b) VyrieSme vyuzitim Vety 4.1.2.1. Vychadzajme z tvaru

5
Un+1 = Eun'

potom rieSenim je

n

e [ [ (=<

a) Rovnicu zhomogenizujeme

Yn+1~ 4Yn =0
a urime jej charakteristicku rovnicu

A—4=0=>1=4.
Vseobecné riesenie homogénnej rovnice ma tvar

v, = C4™.
Metddou varidcie konStant ndjdeme rieSenie nehomogénnej rovnice, ktoré¢ bude
v tvare
Vo = C(n)4™
Uréime y,, 41
Vi1 = C(n+ )41 = C(n)4™! + AC(n)4™+1L.

Dosadenim y,,, y,+1 do zadanej nehomogénnej rovnice

C(n)4™*! + AC(n)4™! — 4C(n)4™ = 2"

ziskame
2" 2"
AC) = g = C) = ) =
2™ . 2™ n .2
Ur¢ime, comu sa rovna ), nrr- Ak vieme, Ze A—mm = — =, potom A — === =

n

a1 > aje zrejmé

2" 2n -2
C(n) = Z4n+1 =~ gn+1 +C.
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Vseobecné riesenie nehomogénnej rovnice bude

2n -2 L2
yn:(_ 4n+1+C)4 ==

n.,

+ C4™.

b) VyrieSme vyuzitim Vety 4.1.2.1. PrislusSnd homogénna rovnica je v tvare
Ups1 —4u, =0,
Un+1 = 4.

Nech uy = 1, potom rieSenie tejto homogénnej rovnice je

n—1
n = uO H4‘ =u14‘n = 4_71.
k=1

Riesenie nehomogénnej rovnice hl'adame v tvare

lz a; {n()ninﬂ Cl.
=[S

2" 2™ -2
Z4n+1 == gn+1 +C.

Spétne dosadime a vSeobecné rieSenie je

2" -2
4_Tl+1

Teda

Nasledne

n,

+ 4"C.

Yn = 4" |- +C]=—

10.2 LDR s nekonstantnymi koeficientmi
Pri rieSeni nasledujtcich prikladov vyuzijeme znalost’ Vety 4.1.2.1.

Priklad 10.2.1 N4jdime rieSenie rovnice U, — nu, = 0,aku; =2an € N.
PrepiSme najprv zadanu rovnicu na tvar
Unt+1 = NUp.

RieSenie homogénnej rovnice je dané

Uy, = Uy nk =u;(n—1D!'=2(n-1).
k=1
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Priklad 10.2.2 Najdime vSeobecné rieSenie rovnice 6u, ., — (n + 2)u, =0

PrepiSeme na tvar

(n+2)
Unt1 = 6 Un.

Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice je

n-1
(k+2) (n+ 1)n! (n+ n!
— o 1—[ 6 W T

1

Priklad 10.2.3 RieSme diferen¢nu rovnicu y, 41 — —

yn=%pr6y1=3anEN.

Najprv vyrieSime prislu§nit homogénnu rovnicu
1
Un+1 — n—-l-lu" =0,
1
Unyr = Tl—-l-lun

Nech u; = 1, potom rieSenie tejto homogénnej rovnice je

:L

k=1

Teraz budeme hl'adat’ rieSenie nehomogénnej rovnice v tvare

[Z a1(n()nin+1 Cl.
=% Z$+ c] =%[Z(n+1)+c].

Podl'a Vety 3.1.3(a) ur¢ime Y,(n + 1), kedy predpokladame, Ze rieSenim je polyném

Teda

Z(n+1)=an2+bn+c,

odtial’ vieme

n+1=A(an?+bn+c) =2an+a+b.

r b r W 4 r ~r 1 1
Porovnanim koeficientov u prisluSnych mocnin obdrzime a = 7 b = 52 teda

E (n+1) = L S
n =gn’+on .
Spétne dosadime a vSeobecné riesenie je

_1[ +1 +c] nPon\ C_1lntl
Y= ilan gn W) T T 2=
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Vychadzajac z pociato¢nej podmienky y; = 3 vycislime C
1/2 C

RieSenim diferen¢nej rovnice je

Overme spravnost’ rieSenia

1 _int2 2 1 1n+1 1 2
It T A T Tt ) n+l2(n—-1! n+inl

_n+2 11
2n! 2(m—-1)! al
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11 RIESENE PRIKLADY LDR VYSSICH RADOV

11.1 Homogénne LDR s konStantnymi koeficientmi

Priklad 11.1.1 N4jdime vSeobecné rieSenie rovnice Y, 13 — 8Vpi2 — 4Vpe1 + 32y, =0
a overme nezavislost’ rieSeni vyuzitim Casoratiho determinantu.
Za prvé zostavime charakteristicku rovnicu

A3 —81% —41+32=0.

Upravime
A2(A1—-8)—4(1-8) =0,
(A-8)(2*—4) =0,
A1-8)(1—-2)(1+2)=0.
Dostavame tri rozne realne korene A; = 8,1, = 2, 4; = —2. Fundamentalny systém tvori

trojica linearne nezavislych rieSeni v tvare
j— n j— n j— n
y1_8 ly2_2 1y3_(_2) .
Overme, ¢i su skutoéne nezavisle

gn 2m (=2)n

K = 8n+1 2n+1 (_2)n+1 —
n+2 n+2 __2o\n+2
8 2 (-2)

— 8n2n+1(_2)n+2 + 8n+12n+2(_2)n + 8n+22n(_2)n+1 _
_((_2)n2n+18n+2 + (_2)n+12n+28n + (_2)n+22n8n+1) — _15(_1)n25n+4— =+ 0.
Vysledny determinant K # 0 pre vSetky n a plati, Ze rieSenia st linearne nezavislé.

Vseobecné rieSenie ma tvar

y = C'18Tl + szn + C'3(_2)Tl

Priklad 11.1.2 Najdime vSeobecné rieSenie rovnice V42 — 6Vp41 + 9y, = 0.
Charakteristicka rovnica ma tvar
A2—61+9=0.
Upravenim dostavame
(1-3)2=0.
Ziskame jeden dvojnasobny koret A = 3. Fundamentalny systém ma tvar
y1 = 3"y, =n3".
Vseobecné riesenie je v tvare

y == Clgn + Czn?)n.
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Priklad 11.1.3 N4jdime vSeobecné rieSenie rovnice
Ynts t Ynea T Vniz = Ynaz = Vn+1 — Y =0,
Charakteristicka rovnica ma tvar
P+ +2B-1¥2-21-1=0.
Upravime
BA2+A+1D)—-(A*+21+1)=0,
AP+1+DHAB -1 =0,
AB+21+DA-1DAR*+21+1) =0,
Charakteristick4 rovnica ma jeden redlny korent 4; = 1 a dvojnasobny komplexne zdruze-

ny koref A, 3 = —%ij?z cos%nijsinz?n, kder = 1.

Fundamentalny systém ma tvar

—1qn — 2_77: - n 2_7-[ :'2_77: = Tl'_ﬂ:
vy =1%y, cosg,y3 nl cosg,y4 sm3,y5 nl sm3.

Vseobecné rieSenie je v tvare
21 21 2 . 2m
y=C1"+C, 1”cos? + (C3n 1”cos? +C, 1" sin—- + Csn 1"sin EX
po vytknuti

— n n 2_” n ¢y 2_7-[
y = C;1™" + (C, + C3n) 1™ cos 3 + (C4 + Csn)1™ sin T

11.2 Nehomogénne LDR s konStantnymi koeficientmi

11.2.1 Metoda neurcitych koeficientov

Priklad 11.2.1.1 N4jdime v§eobecné rieSenie pre V., + 6V,41 + 5y, = 2512 — 2.
Ako prvé ngjdeme vSeobecné rieSenie homogénnej rovnice

Ytz + 6Yny1 + 5y, = 0.
Charakteristicka rovnica je tvaru

A2+61+5=0.

Jej korene su 4; = —5,1, = —1 a fundamentélny systém ma tvar

y1=(=5"y, = (D"
Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice je v tvare

Yo = C1(=5)" + G (-D"
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Nasledne je potrebné najst’ partikularne rieSenie nehomogénnej rovnice. Ked’ze prava stra-
na obsahuje polyném, jednd sa o Vetu 5.2.1.1 a teda rieSenie hl'adame v tvare
¥p = n*Qp(n). Pretoze korene charakteristickej rovnice 15,4, #1 je k =0 akedZze
f(n) = 25n? — 2 je polyném druhého stupna P,(n), bude aj hladany polyném rovnakého
stuptia Q,(n). Ide o polyném s neuréitymi koeficientmi, teda Q,(n) = An? + Bn + C. Par-
tikularne rieSenie hl'adame v tvare
Vp = Yn = n°(An* + Bn + C) = An®* + Bn + C.
Pre dosadenie do zadanej rovnice je potrebné poznat’ v, 11, Yn+2
Yne1 =An+1D2+Bn+1)+C =An>+2An+A+Bn+ B + C,

VYniz =AM +2)2+B(n+2)+C=A4An*+4An+4A + Bn + 2B + C.
Dosadenim

An® +4An+4A+Bn+2B+C+6(An*+24An+A+Bn+B+C) +

+5(An? + Bn + C) = 25n% — 2.
Upravenim
12An? + 16An + 104 + 12Bn + 8B + 12C = 25n% — 2.

Porovnanim koeficientov dostavame

Z: 12A—25=>A—25
n-: - _12'

25
nt: 16A+123=0=>B=—?

11

%: 104 B+ 12C = -2 =——
n 04+ 8B +12C =>C 516

Partikularne rieSenie je
25 25 11

2 n

IR T 9" 216

Vseobecné riesenie je v tvare

25
Y=Y+ ¥ =CE=)"+ D"+ —=n* ——n—5—.
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Priklad 11.2.1.2 N4jdime vSeobecné rieSenie rovnice Y., — 4Vp41 + 3y, = 1.
Homogénna rovnica ma tvar
Yn+z — 4Vn+1 +3yn = 0.
Charakteristicka rovnica je v tvare
> —42+3=0.
Korene st 4; = 1,1, = 3, fundamentalny systém ma tvar
y1=1%y, = 3"
Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice je v tvare
Yr = C1™ + C,3™.
Nasledne potrebujeme ndjst’ partikularne rieSenie nehomogénnej rovnice. Hl'adame, ¢i sa
niektory z koretiov charakteristickej rovnici rovna 1 a kedze 4; = 1, k je jednonasobné a
teda k = 1. Polynom f(n) = 1 na pravej strane je nultého stupna P,(n), a preto aj hl'ada-
ny polyném Q,(n) bude rovnakého stupna Q,(n) = A.
Partikuldrne rieSenie h'adame v tvare
Yp = Yo =n'A = An.
Zvysné Cleny
Yne1 = A(n+1) = An+ A,
VYni2 = A(n + 2) = An + 2A.

Dosadenim

1
An+2A-4(An+ A +3An=1=4=—=.

Partikularnym riesenim je

yp = —En.

Vseobecné rieSenie ma tvar

1
y=ynty, =C1"+ (3" —on

Priklad 11.2.1.3 N4jdime vSeobecné rieSenie diferencnej rovnice

Yn+3 = 2Yn42 — Y41 T 2V = n3".

Homogénna rovnica je dana
Yn+3 = 2Yn+2 — Yn+1 T2y, = 0.
Charakteristicka rovnica je v tvare

AB=22-2+2=0.
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Korene su 4; = 2,4, = 1,4; = —1 a fundamentalny systém je
y1=2"%y, =1%y3 = (="
Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice ma tvar
Yr = C12™" + C,1™ + C3(— D)™
Dalej hl'adame partikularne rie$enie nehomogénnej rovnice. Pravé strana zadanej rovnice
odpoveda Vete 5.2.1.2. Ani jeden z koreniov charakteristickej rovnice nie je rovny a = 3,
preto k = 0.Polynom na pravej strane je prvého stupnia P;(n). Hladany polynom bude
rovnakého stupiia Q; (n) = An + B.
Partikularne riesenie hl'adame v tvare
Yp = ¥n = n°(4An + B)3™ = (An + B)3"™.
Zvysné Cleny
Yni1 = (A(n+ 1) + B)3""! = (An + A + B)3"*1,
VYniz = (A(n + 2) + B)3™2 = (An + 24 + B)3™*2,
Yn+z = (A(n + 3) + B)3™3 = (An + 34 + B)3™*3.
Dosadenim
(An+ 34+ B)3™3 —2((An+ 24 + B)3"*2) — (An+ A+ B)3""! +
+2((An + B)3™) = n3™.
Po tprave a vykrateni 3" mame
8An + 42A + 8B =n.

Porovnanim koeficientov dostavame
1 1
n: 8A=1=>4= g,

21
n% 42A+8B=0=>B=——

32
_ (1 21) 3n
= \g" " 32)°

1 21
Y=Y t¥ =CG2"+ 1"+ G(—-D)" + <§n - 3—2> 3™

Partikularne rieSenie je

Vseobecné rieSenie je v tvare
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Priklad 11.2.1.4 Najdime vSeobecné rieSenie rovnice Y42 — 10y,41 + 25y, = 5™
Homogénna rovnica je dana
Yn+z = 10¥n4q + 25y, = 0.

Charakteristicka rovnica je tvaru

A2—101+25=0
ama korene A, = 5,4, = 5.
Fundamentalny systém je

y; = 5"y, = n5".
Vseobecné riesenie homogénnej rovnice je v tvare

Yp = C;5™ + C,n5™.
Nasledne hladame partikularne rieSenie. KonStanta k = 2, pretoze cislo a =5 sa
v korenioch charakteristickej rovnice nachadza dvakrat. Polyndm na pravej strane je nulté-
ho stupia Py(n), a preto h'adany polynom Q,(n) = A.
Partikularne rieSenie hl'adame v tvare

Yp = Yn = N*A5™.
Zvysné Cleny st

VYns1 = (n+ 1)2A5™1 = (An? + 24n + A)5™1,
VYniz = (n+ 2)2A5"12 = (An? + 4An + 4A4)5™2,
Dosadenim dostaneme
(An? + 4An + 4A)5™2 — 10((An? + 24n + A)5™*1) + 254An?5™ = 5™,

A po Uprave a vykrateni 5" ziskame

50A=1=A= l

50

Partikulérne rieSenie je

Vseobecné riesenie je v tvare

1
Yy =¥n+y, =C5" 4+ C,n5" +%n25n.
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Priklad 11.2.1.5 N§jdime vSeobecné rieSenie rovnice

4
2Yns2 = Tyne1 = 4¥n = 17sin (3n).
Homogénna rovnica je dana
2Yn42 = 7Yn+1 —4Yn = 0.
Charakteristicka rovnica je tvaru
22 =71—-4=0
amakorene A; = 4,4, = — %

Fundamentalny systém je

n

1
- 4n, - (_ _) '
V1 V2 2

Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice ma tvar

n

1
yh == 6‘147’1 + CZ <_§) .
Dalej hladame partikuldrne rieSenie zadanej nehomogénnej rovnice podla Vety 5.2.1.3

Konstanta k = 0, korenom charakteristickej rovnice nie je Ziadne komplexné ¢islo, ktoré
by spliiovalo A = (cos%i jsin g). Polyném na pravej strane je nultého stupna Py(n),

a preto hl'adané polynémy su Q,(n) = 4, Ry(n) = B.

Partikulérne rieSenie hfadme v tvare
Yp = Y = n° (Asin (%n) + B cos (gn)) = Asin (%n) + B cos (%n)
Zvysné Eleny st
V.1 = Asin (g (n + 1)) + B cos (g (n + 1)),
Youqy = Asin (g (n+2))+ B cos (% (n+2)).

Dosadenim dostavame

T T T T
2<Asin<5(n+2)>+Bcos<5(n+2)))—7<Asin<§(n+1)) +Bcos<§(n+ 1)))—

—4 (A sin (gn) + B cos (gn)) =17 sin%n.
Na upravu vyuzijeme goniometrické vzorce (38), (39) dostdvame tak
sin (gn + n) = sin (gn) cos T + cos (gn) sint = —sin (g n),

T T T T
Ccos (—n + n) = Ccos (—n) Cos T — sin (—n) sinm = —cos (— n),
2 2 2 2
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s T T T T T T
sin (—n +—) = sin (—n) cos— + cos (—n) sin— = cos (—n),
2 2 2 2 2 2 2

T T T T T T T
cos (—n + —) = cos (—n) cos— — sin (—n) sin— = —sin (—n) .
2 2 2 2 2 2 2

Tieto Ciastkové vysledky spdtne dosadime. A po Uprave mame

—2Asin (g n) — 2B cos (gn) — 7Acos (gn) + 7Bsin (g n) —

—4A sin (E n) — 4B cos (E n) =17 sinzn.
2 2 2
Teraz porovname koeficienty
(0
sin(in): —2A+7B —4A =17,
I

cos(7n): =28 —7A— 4B = 0,

VyrieSenim sustavy linearnych rovnic o dvoch neznamych ziskame A = — g, B = g

Partikularne rieSenie je

Vseobecné rieSenie ma tvar

y=ynty =0G4"+(; (—%)n —gsin (gn) +%cos (gn)

Priklad 11.2.1.6 N4jdime vSeobecné rieSenie rovnice
n . (/T
Yn+z2 = 2Ynt1 + 2V = 2(\/5) sin (Zn)
Homogénna rovnica je dana

Yn+2 — 2Yn41 + 2y = 0.

Charakteristicka rovnica je v tvare
A2—=21+2=0
amakorene A, =1+j = V2 (COS% + jsin %). Fundamentalny systém je
y, = Cl(\/f)n cos%,yz =C, (\/E)nsin%.
Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice ma tvar
Yp = Cl(\/f)n cos% + C, (\/E)nsin %
Dalej hladame partikuldrne rieSenie. Konstanta k = 1, pretoze \/f(cos% + jsin %) je jed-

nonasobnym koreiiom charakteristickej rovnice. Polyndém na prave;j strane je nultého stup-

na Py(n), preto hl'adané polynomy st Qy(n) = 4, Ry(n) = B.
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Partikularne rieSenie hl'addme v tvare
Vp =Yn =n' (A sin (gn) + B cos (%n)) (\/E)n =
n . T n [
= An(¥2) sin (Z n) + Bx(V2) cos (Z n)
Zvysné Cleny su

Yns1 = A(n + 1)(\/§)n+1 sin (% (n+ 1)) +B(n+ 1)(\/§)n+1 cos (% (n+ 1)),

V4o = A+ 2)(\/§)n+2 sin (% (n+ 2)) +B(n+ 2)(\/§)n+2 cos (% (n+ 2)).
Dosadenim ziskame
A(n+ 2)(\/§)n+2 sin (% (n+ 2)) + B(n+ 2)(\/§)n+2 cos (% (n+ 2)) —
-2 <A(n +1) (\/E)nﬂ sin <% (n+ 1)) +B(n+1) (\/E)n+1 cos (g (n+ 1))) +
+2 (An(\/i)n sin (gn) + Bn(\/z)n cos (% n)) = 2(\/5)11 sin (% n).

Na upravu vyuzijeme goniometrické vzorce (38), (39). Dostavame

T T T T (s . (s
sm(—n+—)=51n(Zn)cos—+cos(—n)sm—=cos(—n),

4 2 2 4 2 4
T T T T T T T
cos (—n + —) = coSs (—n) cos— — sin (—n) sin— = —sin (—n) ,
4 2 4 2 4 2 4
. T T T T T T \/E T \/E T
sin (—n +—) = sin (—n) cos— + cos (—n) sin— = —sin (—n) + —cos (—n),
4 4 4 4 4 4 2 4 2 4
T T T T T T \/E T \/E T
cos (—n +—) = COS (—n) cos— — sin (—n) sin— = —cos (—n) — —sin (—n).
4 4 4 4 4 4 2 4 2 4

n
Spétne dosadime, vykratime (\/7) a upravime na tvar
—2Asin (% n) + 6B sin (gn) + 2A cos (%n) — 2B cos (% n) = 25sin (%n)
Porovname koeficienty

sin (%n): _24+6B=2,
cos (%n): 2A— 2B = 0.

e, . . , . 1
VyrieSenim sustavy linearnych rovnic o dvoch neznamych ziskame A = -,B = e

N =

Partikularne rieSenie je

Yp = (%n sin (gn) + %n cos (% n)) (\/E)n
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Vseobecné riesenie je v tvare

Y=YntY¥ =
1 1
= Cl(\/i)" cos% + C, (\/E)nsin% + (En sin (% n) +ncos (%n)) (\/E)n

11.2.1.1 Princip superpozicie

Priklad 11.2.1.1.1 N4jdime v3eobecné rieSenie rovnice V,1p — 6Yp4q + 8y, = n? + 4™
Najskor vyrieSime homogénnu €ast’ rovnice Yy, 12 — 6Y,41 + 8y, = 0.
Charakteristicka rovnica je dana
A2—-61+8=0
ajej korene s A; = 4,1, = 2. Fundamentalny systém je
y1 =4"y, = 2"
Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice je v tvare
Yr = C14™ + C,2™M.
Nasledne pravu stranu zadanej nehomogénnej rovnice rozdelime na dve ¢asti f;(n) =n? a
fo(n) = 4™, Ziskavame dve nové nehomogénnej rovnice y,,, — 6yn41 + 8y, = n?,
Yn+2 — 6Vn41 + 8y, = 4™. Budeme ich riesit’ postupne.
a) N4jdime partikuldrne rieSenie prvej rovnice Yy, — 6Yn41 + 8y, = n%. Na pravej
strane je polynom druhého stuptia P,(n) = n?, takze hladany polynom bude
Q,(n) = An? + Bn + C. Overenim nasobnosti pre 4 = 1, ktord nie je korefiom
charakteristickej rovnice, vieme, ze k = 0. Partikularne rieSenie hl'adame v tvare
Yp1 = Yn =n°(An* + Bn 4+ C) = An* + Bn + C.
Zvys$né Cleny st
Vo1 =AM+ 12 +B(n+1)+C=A4An*+24An+A+Bn+ B +C,
VYniz =AM+ 2)2+B(n+2)+C=A4An*+4An+ 4A + Bn + 2B + C.
Dosadenim
An®> +4An+4A+Bn+2B+C—-6(An*+24n+A+Bn+B+C) +
+8(An? + Bn + C) = n?.
Po Uprave
3An? — 84An — 2A + 3Bn — 4B + 3C = n?.

Porovnanim koeficientov dostavame

1
M:M=1:A=§
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8
nt: —8A+BB=O=>B=§,

38
n%: —24—-4B+3C=0>C =—.
27
Partikularne riesSenie je
38

ypl =§1’12 +§Tl+ﬁ.

b) VyrieSme druhi nehomogénnu rovnicu y, 4, — 6y,41 + 8y, = 4™. Hladany poly-
ném bude nultého stuptia Qy(n) = A. Nasobnost’ k je dana &islom a = 4. Cislo
A =4 sa vyskytuje ako koren charakteristickej rovnice prave jedenkrat = k = 1.
Partikularne rieSenie hl'adame v tvare
Vp1 = Yn = ntA4™ = An4™",

Zvysné Cleny st

VYni1 = A(n + 14" = (An + A)4™*E,

VYniz = A(n + 2)4™2 = (An + 24)4"2.
Dosadenim dostaneme

(An + 24)4™*2 — 6((An + A)4™*1) + 84An4™ = 4™,

Po uprave a vykrateni 4" mame
8A=1=4 !
= = = —
8

Partikuldrnym rieSenim je

Vp2 = §n4”.
Celkové vseobecné rieSenie nehomogénnej rovnice ma tvar
1 38 1
Y =Ynt+Vp1t+Vp2 = 4"+ 2" +§Tl2 +§n +ﬁ+§n4n.

11.2.2 Metoda variacie konStant

Na nasledujucom priklade si ukdZzeme diferencnu rovnicu, ktorej prava strana je typicky
vhodna pre metddu neurcitych koeficientov, avSak je ju mozné rieSit’ aj metédou variacie
konstant a vo vysledku dostaneme rovnaké rieSenie. Priklad 11.2.2.1 odpoveda Prikladu

11.2.1.2.
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Priklad 11.2.2.1 N4jdime vSeobecné rieSenie rovnice Y., — 4Vp41 + 3y, = 1.

Homogénna rovnica je v tvare

Yn+2 — 4Yns1 +3yn = 0.

Charakteristicka rovnica je dana
A2 —414+3=0

a jej korene su A; = 1,1, = 3. Fundamentalny systém je v tvare y; = 1", y, = 3™
Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice je dané
Yr = C1™ + C,3™.
Dalej vyuzitim metody variacie konstant najdeme vieobecné riesenie, ktorého tvar bude
Yn = Cayn + CECF.

Méme dve nezavislé rieSenie homogénnej rovnice y,. = 1" = 1,2 = 3", preto budeme

vychadzat’ z podmienok

ACr:b’%+1 + ACrgyrzwl =0,

ACiyner +ACTYR 4, = A )
2
Dosadime
ACL(1) + AC2(3™*1) = 0,
ACE(n)(1) + AC2(3"2) =1
a s¢itacou metdédou vyjadrime riesenia stistavy AC; = —% ,AC2 = 3716.

Podl'a Vety 3.1.2(b) alebo Vety 3.1.3(a) uré¢ime C;.

1 1 1
Cp = —5="3n + C.
Pomocou rovnice (2) odvodime C2. Vieme, Ze AT6 = —% , potom plati A — 74 = 3716,

kde — E je neurcitou sumdciou funkcie Te'
=——+D.
Z 3"6 3n4
Vseobecné resp. partikularne rieSenie nehomogénnej rovnice je

1 1 1 1
= | — = —_— ny — _ _ —_ n —
Vn ( 2n+C)(1)+< 3n4+D)(3) 2n+C 4+D3

1
= —§n+E+D3”.
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Celkové veobecné rieSenie

1 1
Y=Yntyp=C1"+ 3" —sn+ E+D3" =1"(C, + E) +3"(C; + D) —5n =

1
= Glln + 6237’1 - En

Priklad 11.2.2.2 N4jdime vSeobecné rieSenie rovnice Y, o — Syp41 + 6y = %

Homogénna rovnica je y,42 — 5Yp41 + 6y, = 0.
Jej charakteristicka rovnica je dané
A2—-514+6=0
a korene su A; = 2,1, = 3. Fundamentalny systém ma tvar y; = 2™y, = 3™

Vseobecné rieSenie homogénnej rovnice je
Yn = C12n + C23n.
Vyuzitim metddy variacie konstant ndjdeme vSeobecné rieSenie, ktoré bude v tvare

Yn = Caya + Ciye.

Méme dve nezavislé rieSenia homogénnej rovnice y1 = 2",y2 = 3. Budeme vychadzat

z podmienok
ACiyni1 +ACTYE 1 =0,
_f)

AC%)’}HZ + AC%%ZHZ =
2

Po dosadeni mame

ACL(2™ 1) + AC2(3™1) =0,
1
ACH(2™?) +ACF(3™?) =~

Zostrojime determinant sstavy
2n+1 3n+1

K(n+1) =]

2n+2 3n+2'

Pomocou Cramerovho pravidla uréime ACE, AC?

0 3n+1
1 42 __3n+1
) K, o 3 - 1

"TKm+1)  |2n 3n+1| T QnHIgniZ _3nHigniz —  ppw
n+2  3n+2
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2n+1 0
1 2n+1
n+2 =

2 — — — —
Aln = K(n+1)  |2"* 3"+1|  2n¥13n+2 _ 3n+lpn+2 - 3p3n’
2n+2  3In+2

Na uréenie C}, C2 vyuzijeme rovnicu (2)
1= Z 1 n+1 +D
no 2n2n  2"n(n+2) '

CZ_Z 1 n+1 +E
" Zu3n3t 3mn(2n+3)

Vseobecné resp. partikularne rieSenie nehomogénnej rovnice bude

Yo = (n—H+D) ") + (_”—“+E> (3") =

2'n(n + 2) 3nn(2n + 3)
__ntl L pon ntl
~ 2™n(n+2) 3nn(2n + 3) '
Celkové veobecné rieSenie
n+1 n+1
Y=Ynt+¥p=C2" + (3" s + D2 — o ——— + E3"

2mn(n + 2) ~ 3"n(2n + 3)
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12 RIESENE PRIKLADY Z-TRANSFORMACIA

12.1 Odvodenie niektorych funkcii zo slovnika Z-transformacie

Priklad 12.1.1 Pomocou priamej Z-transformacie budeme hl'adat’ obrazy diskrétnych
casovych funkcii
a) f(kT) = 8(KT)
Diskrétny Diracov impulz § (kT) je definovany vztahom (29).

Jeho obraz v Z-transformacii je
F(z) = Z{8(kT)} = z SkT)zK = 14040+ =1.
k=0

b) f(kT) =n(kT)
Diskrétny Heavisideov jednotkovy skok je definovany vzt'ahom (31).

F(z) = Z{n(kT)} = z nTYz % =14+ 271 4272 4 -
k=0

Jedna sa o sti¢et nekonecnej geometrickej rady. Dany vztahom
Qo
1-¢ (40)

ag je prvy ¢len geometrickej postupnosti a q je kvocient rady (pomer dvoch nasle-
dujucich ¢lenov).V nasom pripade je a, = 1 a g = z~1. Suétom nekone¢nej rady
(Z-obrazom) bude

_z
T z—1

1
F(2) = Zn(kD) = 17—
Rada konverguje ako geometricka pre |§| <1,tj.pre|z| > 1

) f(kT) = kT

F(z) = Z{kT} = Z kTz™®* =0+Tz 14+ 2Tz7% + -
k=0 (41)
=T(z 1+2z72+-).

Vynasobime rovnicu (41) vyrazom z 1

z Y Z{kTY =2z T(z7  + 2272 + )
a odc¢itame od (41)
Z{kT}—z Y Z{kT}=T(z 4+ 2272+ ) =z T(z7 '+ 2272+ ),
ZkkTY 1 —z DY) =Tz 1A +z 1+ 272+ -).
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Pre vyraz (1 +z 1 + z72 + ---) vyuZijeme vztah pre sii¢et nekoneénej geometric-
kej rady (40), kde a, = 1,q = z~ L. Dosadime

1
1—z7V

Z{kT}Y1 -z ) =Tzt

Upravenim dostaneme Z-obraz

Tz 1 1 Tz

Fz) = ZikT} = (1—-z1HY1—-2z1 - (z—- 1%

Rada konverguje pre |§| <1,t.j.pre|z| > 1.

d) f(kT) = e~

F(Z) — Z{e—akT} — Z e ~OKT ,—k — Z(e—aTZ—l)k —
k=0 k=0

=14 (e Tz ) + (e~ 1) 4
—aT =1 dostaneme Z-obraz

1 z
—e-aTz-1 T e—aT’

Vyuzitim vztahu (40) a dosadenim ay =1,q =e

F(z) = Z{e T} = T

1
ealz

Rada konverguje pre | <1,t.j.pre |e*z| > 1.

e) f(kT) = cos(wkT)

Vyuzijeme Eulerov vztah, upraveny pre zadanu diskrétnu funkciu

1, . ,
cos(wkT) = 5 (e/@KT 4 gjwkT)

F(z) = Z{cos(wkT)} = Z {(e}wkT + e_]wkT)} _

2
1 - ; - ; 1 z z
— JwkT _,—k —jwkT ,—k{ _ —
Z{Ze z +Ze z } Z(Z—ef“’T-I_Z—e‘f“’T)
k=0 k=0
z(e/oT 4 e=J@T) z? —zcos(wT)

- 2[z%2 — z(e/9T + e~ J@T) + 1] 22— 2zcos(wT) + 1’
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12.2 LDR

Priklad 12.2.1 Pomocou Z-transformacie vyrieSme linearnu diferen¢nt rovnicu
3yl(k +2)T] + 2y[(k + 1)T] + y(kT) = u(kT)
pri pociatoénych podmienkach y(0) = 1,y(T) =3 a pre vstupni diskrétnu funkciu
u(kT) = n(kT).
Za prvé si danu rovnicu transponujeme. VyuZijeme Vetu 6.2.1(o linearite) a Vetu 6.2.2
(o posunuti originalu v ¢asovej oblasti vl'avo). Vieme, ze
Z{u(kT)} = U(2),
Z{y(kT)} = Y (2),
Z{y[(k + DT]} = zY (2) — zy(0),
Z{yl(k + 2)T1} = %Y (2) — z*y(0) — zy(T),
teda
Z{3y[(k + 2)T] + 2y[(k + DT] + y(kT)} = Z{u(kT)},
3[z2Y(z) — z?y(0) — zy(T)] + 2[zY (2) — zy(0)] + Y (2) = U(=2). (42)

Obraz vstupnej diskrétnej funkcie je
z
Uz)=Z{n(kT)} = ——,
(2) = Ztn(KT)} = —
spolu s pociatocnymi podmienkami dosadime do (42) a dostaneme
322Y(2) — 322 —9z+22Y(2) — 2z + Y (2) = U(2),
z

z—1

Y(2)(3z2+2z+1)—3z%2 - 11z =

Obrazom bude

323 4+ 822 — 10z
Y(z) = 33
z

—z2—z—-1
Na néjdenie originalu riesenia y(kT) pouzijeme rozvoj obrazu v mocninovu radu.
2
(323 +822 —102): (322 —2z*—z—1)=1+3z"1-2z7% + §Z_3 + -
—3z23+z°+z+1

9z2 -9z +1
—9z2 4+3z4+3—-3z71

—6z+4+3z71
+6z—2+27z1—-2772

2+42z71—2z72
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Podrl’a rovnice (33) sme ziskali rieSenie v neuzavretom tvare

y(0)=1
y(T) =3
y(2T) = =2
y(3T) = 2
3

Priklad 12.2.2 Vyriesme numericky (rekurentnym spdsobom) diferen¢nti rovnicu
yl(k +3)T] + 2y[(k + 2)T] + 3y[(k + DT] + y(kT) = 4u[(k + 1)T] + u(kT)

pri poéiatoénych podmienkach y(0) = 1,y(1) = 2,y(2) = 3 pre vstupnu diskrétnu funk-
ciu u(kT) = 3.

Upravime rovnicu na tvar

y[(k +3)T] = =2y[(k + 2)T] — 3y[(k + 1)T] — y(kT) + 4u[(k + 1)T] + 5u(kT).
S ohl'adom na pociatocné podmienky

y(0)=1
y(T) =2
y(2T) =3

dostaneme

k=0:y@3T)=-2y(2T) - 3y(T) —y(0) + 4u(1T) + 5u(0) = -6—-6—1+12+5=4

k=1: y(4T) = —2y(3T) — 3y(2T) — y(1T) + 4u(2T) + 5u(1T) = -8 -9 -2+ 36+ 5 = 23

k=2: y(5T) = —2y(4T) — 3y(3T) — y(2T) + 4u(3T) + 5u(2T) = —46 — 12 — 3 + 108 + 45 =
=92
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12.3 Diferen¢na rovnica a Z-prenos

Priklad 12.3.1 K diferenc¢nej rovnici
yl(k + 2)T] + 2y[(k + 1)T] + 0,5y(kT) = 6u[(k + 1)T] + 1,5u(kT)

napiSme Z-prenos pri nulovych pociato¢nych podmienkach.

Z-prenos ziskame Z-transformaciou. Vyuzijeme Vetu 6.2.1 (o posunuti originalu v ¢asovej
oblasti vl'avo) a zohl'adnime pociato¢né podmienky u(0) = 0,y(0) = 0, y(T) = 0. Mame
Z{1,5u(kT)} = 1,5U(2) = 1,5U(2),

Z{6u[(k + DT]} = 62zU(2) — 62zu(0) = 62zU(2),

Z{0,5y(kT)} = 0,5Y(z) = 0,5Y(2),

Z2y[(k + DT} = 2zY(2) — 2zy(0) = 2zY(2),

Z{yl(k + 2)T]} = 2%Y (2) — 2%y (0) — zy(T) = z*Y(2).

Dosadenim dostavame algebraickt rovnicu
(z2+ 2z +0,5)Y(2) = (6z + 1,5)U(2).
Z-prenos ma tvar

6z+ 1,5

G =—
(2) z2+4+2z+0,5

12.4 Impulzna funkcia a charakteristika

Priklad 12.4.1 Systém je popisany diferen¢nou rovnicou

yl(k +1)T] - 0,5y(kT) = 2u(kT). (43)
Uréme impulznt funkciu a charakteristiku pri po¢iato¢nej podmienke y(0) = 0.
Z-prenos je
G(z) = : 44
)= —5= (44)
Impulzna funkcia je dana

(k1) = 2@} = 27 (6@ = 27 ]

Origindl ur¢ime pomocou slovnika Z-transformacie (Tab. 1. (8)), dostaneme

1
71 {z 5} = 20,55 1n[(k — 1)T] = 2- 0,5%1.

Z—\,
Impulzna funkcia je dana

i(kT) = 2-0,5%°1,
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Uréme niekol'’ko hodndt impulznej diskrétnej funkcie. Vychadzajme z

i(kT)

1.8

16

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

yl(k + 1)T] = 2u(kT) + 0,5y (kT) (45)
y(0) =0
k=0:y(T)=250)+05y(0)=2-1+05-0=2
k=1:yQ2T)=28(T)+05y(T)=2-0+05-2=1
k=2:y3T)=28Q2T)+0,5y(2T)=2-0+05-1=0,5
Pre k = oo vyuzijeme Vetu 6.2.3 (o koncovej hodnote)
o : : 2
f(o) = ]ll_)rgj i(kT) —il_r)r%(z —1DI(z) —il_r)r%(z -1) 705 0.
Matlab
= = Apalyticky vypocet| -
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
KT

Obr. 1. Impulzna charakteristika.
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12.5 Prechodova funkcia a charakteristika

Priklad 12.5.1 Systém je popisany diferencnou rovnicou (43) a Z-prenosom (44). Ur¢me

prechodovu funkciu a charakteristiku pri poéiato¢nej podmienke y(0) = 0.

Prechodové funkcia je dana

A(kT) = 2 {H() = 27 {6 () ) = 27 — OE)Z — 1)}.

Original urc¢ime rozkladom na parcidlne zlomky.
2z A B

H(@) = (z—-05)(z-1) :Z—0,5+Z—1
2z=A(z—1)+B(z—-10,5)
2z=Az— A+ Bz - 0,5B
zl:2=A+B
z% 0=-A-0,5B
Porovnanim koeficientov u rovnakych mocnin dostdivame A = —2a B = 4.
hGT) = 27 {- . }
z—05 z-1

Vyuzitim odpovedajucich tvarov zo slovnika Z-transformacie (Tab. 1. (8)) ziskame origi-
naly.

z™1 {—2 . _10,5} =—2-0,51p[(k — )T] = -2-0,5%"1

z-l{i} — 4-9[(k—1DT] = 4
z—1
Prechodova funkcia je dana
h(kT) = —2-0,5%"1 + 4.
Ur¢me niekol'’ko hodndt prechodovej diskrétnej funkcie. Vychddzajme z rovnice (45).
y(0) =0
k=0:y(T)=21(0)+05y(0)=2-1+05-0=2
k=1:y@2T)=29(T)+05y(T)=2-1+05-2 =3
k=2: y(3T)=2n2T) +0,5yQ2T) =2-1+05-3 =3,5

Pre k = oo vyuzijeme Vetu 6.2.3 (o koncovej hodnote)

f(e) = Jim h(KT) =lim(z = DH() =lim(z = D —ge-—7 =4
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4 T T T =T T ™ ™
_f_J.’— Matlab

= = Analyticky vypocet

25 N

h(kT)

15 -

0 I 1 I 1 L 1 I 1 \
0 2 - 6 8 10 12 14 16 18 20

kT

Obr. 2. Prechodova charakteristika.

12.6 Frekven¢ny prenos a frekvenéna charakteristika

Priklad 12.6.1 Systém je popisany diferencnou rovnicou (43) a Z-prenosom (44). Uréme
frekvencny prenos a frekvencntl charakteristiku.

Frekvenény prenos ziskame podla rovnice (36) a nasledne ho podl'a rovnice (37) upravime
na zlozkovy tvar. Vyuzijeme Eulerov vztah e/®T = cos wT + j sin wT. Frekvenény prenos

v zloZkovom tvare je
G(](UT) = —ejkT — 0’5 =
_ 2cos(wT) — 1 L 2 sin(wT)
~ (cos(wT) — 0,5)2 + sin2(wT) J (cos(wT) — 0,5)2 + sin?(wT)’
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Tab. 2. Vypocitané hodnoty pre frekvencnu charakteristiku.

wT 0 T T T T s
6 4 3 2
P(wT) 4 1,9 0,76 0 -0,8 -1,33
Q(wT) 0 2,6 2,6 2,3 1,6 0
3 T T
Matlab
= = Analyticky vypocet
2 -
1 -
E of
1F
2F
3 L I ]
-2 -1 0 1 3 4

Obr. 3. Frekvencna charakteristika (Nyquistova krivka).
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ZAVER

Hlavnym cielom prace bolo rozobrat’ zdkladné vlastnosti diferencného a sumacného poctu,
ukazat’ rozne metddy rieSenia LDR a ich pouzitie pri konkrétnych tlohéch z tedrie automa-

tického riadenia.

Jednou z metdd je metdda variacie konstant. Tato metoda je univerzalna. Dokazeme po-
mocou nej vyriesit’ rozne typy diferenénych rovnic, ale je naro¢nejsia na vypocet. Dalsou
metodou je metdda neurcitych koeficientov. Jej nevyhodou je, Ze je pouzitel'na len pre Spe-
cifické typy pravej strany. Tato metdda bola rozobratd na konkrétnych prikladoch pre kaz-
dy typ pravej strany a taktiez aj pre ndsobnost’ a nenasobnost’ koeficienta k. Bolo ukazané,
ze aj ked rovnica ma pravu stranu vhodnt prave pre metédu neurcitych koeficientov pou-
zitie variacie kon$tant nemé ziadny vplyv na vysledny tvar rieSenia. Prostrednictvom tych-
to dvoch metdd mdZeme riesit’ LDR prvého a vyssich radov. Obe metddy boli ukdzané pri
rieSeni LDR s konstantnymi koeficientmi. Pre LDR prvého radu je vSak ovel'a zauzivanejsi
spdsob riesenia popisany vo Vete 4.2.1 prostrednictvom neho dokazeme jednoducho vyrie-

Sit’ rovnicu s konStantnymi ale aj nekonsStantnymi koeficientmi.

Dalsou z metdd je rieSenie LDR pomocou Z-transformacie. T4 sa vSak pouZiva len pre
rieSenie LDR s konStantnymi koeficientmi, pripadne stistav. Pomocou nej sme rieSenim
ziskali Z-obraz a spitnou Z-transformaciou obrazu zase origindl. V tedrii automatického
riadenia sa LDR vyuZiva ako jedna z moZnosti vonkajSieho popisu systému. Na konkrét-
nych prikladoch boli ukazané aj d’alSie sposoby vonkajSieho popisu systému ako Z-prenos,
impulzna funkcia, prechodova funkcia a frekvencny prenos. U nich bolo vychadzané prave
z diferencnej rovnice. Pomocou MATLABu bola vykreslena impulzna, prechodova

a frekvencna charakteristiku systému.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK
G(jwT) Diskrétna prechodova funkcia.

G(z)  Diskrétny Z-prenos.

h(kT)  Diskrétna prechodova funkcia.

i(kT) Diskrétna impulzn4 funkcia.

Im Imaginérna Cast’.

j Imaginarna jednotka.

K Casoratiho determinant.
LDR Linearna diferen¢na rovnica.

napr. Napriklad.

neM npatrido M.

N MnoZina prirodzenych ¢isel.

Ny MnoZina prirodzenych ¢isel s nulou.
R Mnozina redlnych ¢isel.

Re Redlna Cast.

resp. Respektive.

t.j. To jest.

Z Operator priamej Z transformacie.
Z71 Operator spdtnej Z transformacie.
A Operator doprednej diferencie.

\Y Operator spitnej diferencie.

Operator sumacie.

— ™M

Operator sucinu.

Identicky rovno.

A Konjunkcia.
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v Disjunkcia.
=3 Ekvivalencia.
= Implikécia.

A4 Pre kazdé.
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