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ABSTRAKT

Cilem této prace bylo pfispét pedagogickému vykladu a snaha pomoct studentiim pochopit
danou latku. V prvni ¢asti prace jsou predstaveny jednotlivé druhy optimaliza¢nich metod,
a jejich obecni postup feseni. Druhd ¢ast prace se zabyva praktickymi ukoly a jejich feseni.

Praktické ulohy jsou zaroven uvedené v prezentaci.

Kli¢ova slova: extrém funkce, optimalizace, iterace, komparace, gradient, simplex, linearni

programovani, dynamické programovani

ABSTRACT

The aim of this thesis was to contribute to the pedagogical interpretation and help students
to understand the given topic. In the first part, we are introduced to each type of optimizations
methods and their general solution procedure. The second part deals with practical tasks and

their solutions. Practical tasks are also stated in the presentation.

Keywords: extreme functions, optimization, iteration, comparison, gradient, simplex, linear

programming, dynamic programming
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UvVOD

Optimaliza¢ni metody jsou matematické discipliny, u kterych se snazime nalézt takovou
hodnotu proménnych, pro které ucelova funkce nabyva svou maximalni nebo minimalni
hodnotu. S témito metodami se velmi Casto setkdvame i v praxi a pomahaji nam ziskat
Vv riznych odvétvich nejlepsi mozné feseni. Diky optimalizaci mizeme napiiklad zajistit
maximalni zisk vyroby, najit idedlni cestu nebo nejlepsi vyuziti energie. Jedna se tedy o
velice silny nastroj, diky némuz Ize zefektivnit nebo zkvalitnit mnoho pfipadd lidské
¢innosti, je tedy nutné se ji patficné vénovat a spravné pochopit jeji vyuziti. Optimaliza¢ni
metody muzeme rozdelit do nékolika kategorii podle toho, co se snazime zjistit a jakym
zpusobem se k vysledku dostaneme. Mezi tyto metody patii analytické, iteracni, grafické
nebo specialni metody. Analytické metody vyuzivaji diferencialni ¢i variacni pocty, a to bud’
v klasické, nebo neklasické formé. Iteracni metody pouzivaji informace z ptredchozich
vypocti ke zlepSeni feSeni. Pod pojmem specidlni metody rozumime linearni a dynamické
programovani, které velice Casto vyuzivame v kazdodennim zivoté. Tyto ptiklady riznych
metod jsou pouhym zlomkem optimaliza¢nich metod, proto je nesmirné¢ nutné danou
problematiku patiicné pochopit, aby bylo mozné zjistit idealni zptisob feSeni danych tkola.
Préace samotna se snazi podpoftit vyuku Optimalizace a pomoct studentim pochopit zékladni
principy a postupy. V teoretické casti prace je ukazano nékolik vybranych metod
optimalizace a je zde popsan zplsob jejich feSeni. Praktickd cast prace se zabyva
konkrétnimi ptiklady a jejich feSeni, nachdzime zde ale 1 nckolik nefeSenych ptikladi

k procvi¢ovani. Jednotlivé priklady jsou zaroven pfistupné v piilozené prezentaci.
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1 SYLABUS

1.1 Cil pfedmétu

Cilem pfedmétu je vyhledavani extrému funkci pfi riiznych omezenich na defini¢ni obor. V
tomto smyslu se rozliSuje volny extrém funkce, klasicky vazany extrém (omezeni rovnostmi)
a neklasicky vazany extrém (omezeni nerovnostmi). Z hlediska metod se jednd o metody
analytické, iteracni a specialni metody, které v sobé zahrnuji operacni analyzy. Na cvicenich

je kladen diiraz na optimalizacni ukoly, které maji technologicky nebo ekonomicky kontext.

1.2 Kapitoly

1.

2.

Reseni jednorozmérmého extrému analytickou metodou
Resen vicerozmérného extrému analytickou metodou

a. Vicerozmérny volny extrém

b. Vicerozmérny klasicky vazany extrém

€. Vicerozmérny neklasicky vazany extrém
Komparativni itera¢ni metody

a. Jednorozmérné komparativni iteracni metody

b. Vicerozmérné komparativni iteracni metody
Gradientni itera¢ni metody

a. Jednorozmérné gradientni iteraCni metody

b. Vicerozmérné gradientni itera¢ni metody
Iteracni metody s omezenim, metody ndhodného vyhledavani

a. Metoda projekce gradientu

b. Vyuziti penaliza¢ni funkce

C. Vyuziti bariérové funkce

d. Metody nahodného vyhledavani
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6. Linearni programovani
a. Lineéarni programovani
b. Metoda simplexové tabulky
C. Primarni a dualni model linearniho programovani
d. Celociselné linearni programovani
7. Dynamické programovani
a. Uloha dynamického programovéni
b. Tabulkova forma dynamického programovani

c. Sitova forma dynamického programovani
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2 RESENI JEDNOROZMERNEHO EXTREMU ANALYTICKOU
METODOU

2.1 Jednorozmérny volny extrém

V této kapitole budeme pomoci analytické metody hledat volny extrém. Pod pojmem volny
extrém rozumime lokalni maximum nebo minimum, které se nachazi v libovolném bodée

definiéniho oboru funkce.

Pii feSeni téchto ukolt budeme pracovat s realnou funkci f(x) € R, ktera obsahuje jednu

realnou proménnou x € R. Zadani této ulohy Ize vyjadrit vztahem:
extrém f(x) ER,x ER
Pokud ma funkce pouze jediny extrém, nazyvame ji unimodalni. V ptipadé, ze funkce ma
vice extrémi, nazyvame ji multimodalni. [5]
2.1.1 Postup FeSeni

Metody analytického vyhledavani extrémil jsou zalozené na vypoctu derivaci, proto jsou

vhodné hlavné pro analyticky zadané funkce.
Pro teSeni téchto uloh budeme pouzivat tyto Ctyfi véty:
Véta 1.

Je-li f(x), vbodé x, diferencovatelny a je v ném lokalni maximum nebo minimum, pak je

f‘(x0) = 0, tudiz v bod¢ x, se nachazi stacionarni bod. [1]
Véta 2.

Je-li x, stacionarnim bodem f'(x) a f*(xy) je V x, rostouci, ma funkce f(x) Vv x, ostré lokalni

minimum. Pokud je klesajici ma funkce f(x) Vv x, ostré lokalni maximum.
Rostouci nebo klesajici trend f*(x,) 1ze ¢asto urcit podle znaménka druhé derivace:
o Je-li f'(xg)=0af“(xg) > 0,je f'(x) vV x, rostouci.
o Je-li f'(xg)=0af“(xy) <0, je f'(x) v x, klesajici.

o Je-li f'(xg) =0a f“(xy) = 0, je nutné v tomto ptipadé vypocitat vyssi derivaci. [1]
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Véta 3
Jestlize pro f(x) v x, nastane situace, kdy je diferencovatelna, az do fadu n a
flxo) = f(xg) = f“(x0) = - = fOD(xg) = 02 f (o) # 0, pak:
e Je-linsudéa f(x,) > 0, je v x, ostré lokalni minimum f(x).
e Je-linsudéa f((x,) <0, jeV xg ostré lokalni maximum f£(x).
e Je-linliché, je v x, inflexni bod f(x).

Pokud nastane situace, kdy prvni nebo druha derivace neexistuje, postupuje se podle ¢tvrté

véty. [1]
Véta 4
Je-li f*(xo) = 0 nebo neexistuje, a f*“(x,) neexistuje, pak:

e Pokud je f‘(xy) > 0nalevém okoli xy a f*(x,) < 0napravém okoli x, je V x, ostré

lokalni maximum f (x).

e Pokud je f*(xy) < 0nalevém okoli xy a f*(xy) > 0 na pravém okoli x, je V x, ostré

lokalni minimum f (x). [1]
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3 RESENI VICEROZMERNEHO EXTREMU ANALYTICKOU
METODOU

3.1 Vicerozmérny volny extrém

Ve vétsSin€ optimalizacnich uloh se vyskytuje vice jak jeden optimalni parametr, takové
ukoly jsou oznacované, jako vicerozmérné ulohy, kde vicero zadanych parametrii tvofi
vektor. U feSeni vicerozmérnych uloh se na definiénim oboru funkci mizeme setkat
s omezeni nebo s podminkami. Podle nich urcujeme, jestli je extrém volny nebo vazany.

Ulohy volného extrému rozumime takové, u kterych je defini¢ni obor R™.

3.1.1 Postup FeSeni

Stejné jako u ulohy jednorozmérného volného extrému je i zde tikolem nalézt lokalni nebo
globalni extrém. S tim rozdilem, Ze extrém ucelové funkce f (x) je zde chapan, jako extrém

f(x) ER,x € R™.

Pii feSeni ulohy nejdiive zjistime gradient funkce. Ten vypocitame tak, ze funkci f (x), ktera
je naintervalu I € R™, parcialné derivujeme.[7]
of(x) of () Of ()

grad f(x) =Vf(x) = ox ox, " ox
n

Po vypoctu gradientu, vypocitdme stacionarni bod. Pro jeho vypocet plati podminka:

Vf(x) =0 =[0,0,...,0]".

Nyni vypocitdame Hessovu matici. Ta zobeciiuje druhou derivaci a je tedy matici druhych

parcialnich derivaci f(x). Hessova matice H(f(x)) je vzdy ¢tvercova symetricka matice.

[9]
ZLONCI (O]

dx1x, |

2w akax)]

2
dx,x, 0xz

K
H(f(0) = V*f(x) = {

Pro zjisténi extrému se musi urcit, zda je Hessova matice pozitivné nebo negativné
definitivni. Pokud je matice H(f (x,)) pozitivn¢ definitivni, znamena to, Ze v bod¢ x, se
nachazi lokalni minimum, pokud je negativni, nalézd se v ném lokalni maximum.

Definitivnost matice 1ze urcit pomoci Silvestrova kritéria. To ndm fikd, Ze pokud jsou hlavni
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subdeterminanty matice kladné, matice je pozitivné definitivni. Pokud stfidaji podminku, ale

zaroven je prvni subdeterminant zaporny, matice je negativné definitivni. [3]

(2 ;) Prvni subdeterminant je 3, druhy je 3. Matice je tedy pozitivné definitivni.

(_12 _12) Prvni subdeterminant je -2, druhy je 3. Matice je negativné definitivni.

(; g) Prvni subdeterminant je 1, druhy je -7. Matice neni ani pozitivn¢ definitivni ani
negativné definitivni. [11]

3.2 Vicerozmérny klasicky vazany extrém

Pokud uloha ma vazebni podminku ve tvaru rovnosti, oznacuje se za ulohu klasického
vazaného extrému.

3.2.1 Postup reSeni

Ukolem je nalézt extrém funkce f(x), u kterého plati omezeni (vazana podminka) ve tvaru

gj(xl, w0 Xp) = 0; j=1,...,m; m < n. Funkce je vtomto ptipad¢ ve tvaru: f(x) € R,

x € R™. Pro nalezeni bodl podezielych z extrému, pouzijeme vétu o Lagrangeovych

multiplikétorech.

Nejprve vytvoiime Lagrangeovu funkci (lagrangian), ta je definovana jako:
m
O, = () + ) Xg;()
j=1

Poté zjistime gradient této funkce pomoci derivace jednotlivych proménnych. Vysledné

rovnice polozime rovno nule. [6]

Vb (xp, 1) = VF(x) + Z AVg,(xe) = 0

j=1

Z rovnic nasledné vypocitame nulové body, které nésledné vlozime do Hessovy matice, z niz

poté vypocitame extrémy funkce. [1]
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3.3 Vicerozmérny neklasicky vazany extrém

Stejné jako v predchozim ptipade¢, i zde koly vychazi z Lagrangeovy funkce, s tim rozdilem,
ze ukoly jsou zde omezeny podminkou ve tvaru nerovnosti. Pfi feSeni téchto uloh je nutné

pocitat s vyskytem sedlového bodu, ten je mozné vytesit pomoci Kuhn-Tuckerovy véty.

3.3.1 Postup FeSeni

Kuhn-Tuckerova véta nam fika, pokud existuje x, = 0 a 4, = 0, pro které plati x > 0,4 >
0, potom Lagrangeova funkce ®(x, 1) bude ve tvaru ®(xq, 1) < ®(x,p) < O (x, ).
Optimalni feSeni x,, takové ulohy je tedy minimum Lagrangeovy funkce ®(x, 1), ve sméru
X a maximum ve sméru A, V tomto misté se nachazi sedlovy bod. [6]
Kuhn-Tuckerova véta se pfi pocitani analytickych tloh pouziva vétsSinou v upravené formé.
Pokud mame realné funkce f(x),g;(x),... gm(x), které maji spojité parcialni derivace.
Kuhn-Tuckerova véta bude ekvivalentni nasledujicim podminkam:

VXCD(Xo,Ao) >0

Vy®(x9,40) <0

acb(thAO)
Xoi — 22 = 0

0i aXi ,i = 1,...,n
9P (x9, Ao) ,

o) gz =0J=Lm
in'AOj =0

Pokud nastane situace, ze v zaddni tlohy se nam nevyskytuje nutna podminka x; = 0,i =

1, ..., n, je mozné pouZzit jiny postup vypoctu.

Pokud mame realné funkce f(x), g;(x), ... gm(x), které maji spojité parcialni derivace a
bodem lokalniho maxima funkce f(x) je x,, existuje v tloze neklasického vazaného
extrému takové 1, = 0, ze miizeme tlohu zménit na klasicky vazany extrém. To provedeme

nahrazenim vSech omezujicich nerovnosti g;(x) < 0 narovnosti g;(x) = 0. [4]
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4 KOMPARATIVNI ITERACNI METODY

4.1 Jednorozmérny komparativni itera¢ni metody

Iteracni ulohy jsou takové ulohy, pii kterych se vyuzivaji pfedchozi vypocty diskrétnich
hodnot ucelové funkce a jejich porovnani. Pokud je noveé vypocitana hodnota lepsi jak
predchozi, ponechavame si nové€jsi hodnotu, v opacném piipad¢ zlstava stard hodnota.
Timto zpisobem postupné zpiesniujeme konecny vysledek. U komparativnich metod neni
potifeba vypocet derivaci, ale pouze hodnot ucelové funkce. Mezi jednorozmérné
komparativni iteratni metody patii Fibonacciho metoda nebo metoda zlatého fezu. U
jednorozmérného ptipadu Ize princip vyjadiit vztahem:

X(k+1) = X(k) T B

lim X(k) = xOpt

k—o0
Kde {x(k)}:;l je posloupnost odhadi feSeni optimaliza¢ni Glohy, A je pfiriistek odhadu v

iteratnim kroku k a x¢,; je optimdlni feSeni. [1]
4.1.1 Postup FeSeni

4.1.1.1 Fibonacciho metoda

Pii feSeni touto metodou, budeme mit funkci f(x), ktera je omezena na intervalu (a, b) . Pfi
feSeni této tlohy budeme postupné zmenSovat interval ve kterém predpokladame vyskyt

extrému.

Fibonacciho posloupnost Ize vyjadiit podle vztahu {F, }¥_, [7], nebo:
Fuoy = Fe—1y + Fe—2), kde Fgy = Fqy = 1.

Prvnich n€kolik ¢lent posloupnosti potom vypada nasledovné:

F =1{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ... }.

Pokud neméame urceny pocet krokii N, je nutné ho vypocitat podle vztahu:

Fy = E(b — a), kde Fy je Nty prvek Fibonacciho posloupnosti, € je piesnost.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 18

Vnitini body intervalu {a;), b(;)) se pocitaji podle vztahu:

Fn-@
@ =bo ~F T by = ag)|

Fy-c
x2,) = 4w + 75— |ba) ~ e
N—-(i+1)
Nasledné se vypocita funkéni hodnota f (xl,(l-)), f (xz,(i)) a provedeme jejich porovnani.
Pokud hleddme minimum funkce, ohrani¢ime bod s nizsi funkéni hodnotou a vznikne novy

interval. Pokud pro hledani minima plati f (xl,(i)) <f (xz,(i)), pak
Agi+1) = Aa); bav1) = X2,

Tento postup pokracuje do té doby, dokud pocet iteraci i nebude roven poctu krokd N.

4.1.1.2 Metoda zlatého iFezu

Zlatym fezem je nazyvana hodnota limitu podilu dvou po sobé jdoucich ¢lenii Fibonacciho

S F . e y . s y
posloupnosti lim F—‘, proto je metoda zlatého fezu hodné podobna vySe zminéné metode.
1—00 Fi+1

I zde jsou vypocitame v kazdém kroku dva body, z nichZ jeden se stane v nasledujici iteraci

bodem hrani¢nim a druhy zlistane ohraniceny.

; ; R . . - ¥ ; ¥ Fn_i vrog
Hlavni rozdil oproti Fibonacciho metodé je ten, Ze na misto poméru ——— pouZivime
N—-i+1

hodnotu ¥ = 0,618. [7]

4.2 Vicerozmérny komparativni iteracni metody

Nyni se budeme zabyvat komparativnimi iteracnimi metodami, které se vyskytuji ve
vicerozmérném prostoru. Mezi tyto metody mizeme zafadit metodu mapovani kriteridlni
plochy, Boxovu-Wilsonovu metodu, metodu cyklické zamény parametri nebo simplexové
metody. V této kapitole se budeme zabyvat poslednimi dvéma zminénimi, tedy
simplexovymi metodami a metodou cyklické zdmény parametru. Pro pochopeni

simplexovych metod si nejdiive vysvétlime, co znamena slovo simplex.

Pod pojmem simplex rozumime nejmensi konvexni utvar v daném prostoru o n+1
vrcholech. Z dané definice tedy plyne, Ze ve dvou-rozmérném prostoru, bude simplex
predstavovat trojuhelnik. Pokud se jedna o pravidelny simplex, jedna se o utvar, ktery ma

vSechny svoje vrcholy od sebe stejn¢ vzdalené.[3]
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4.2.1 Postup FeSeni

4.2.1.1 Metoda pravidelného simplexu

U této metody hleddme maximum ucelové funkce pomoci pieklapéjicich se pravidelnych
simplext. To probiha tak, Ze vypocteme hodnoty tcelové funkce ve vSech bodech dané¢ho
simplexu a nasledné bod s nejmensi hodnotou pieklopime pies t€zisté simplexu zbyvajicich
vrcholll, do sméru nejvétsiho rustu. Pokud bychom hledali minimum funkce, pieklapél by

se bod s nejvétsi hodnotou.

4.2.1.2 Metoda flexibilniho simplexu

Simplex u této metody uz neni pravidelny, jednotlivé hrany simplexu se v pribéhu vypoctu
meéni tak, aby se rychleji pfiblizoval k pfedpokladanému extrému. Pokud by se simplex
nachdzel daleko od extrému, jeho hrany se prodlouzi. Naopak v jeho blizkosti se hrany

zkracuji. Diky flexibilité simplexu nedochazi v blizkosti extrému k zacykleni.

4.2.1.3 Metoda cyklické zamény parametru

U této metody si nejdiive vybereme jednu proménnou a ostatni nechame konstantni, pomoci
jednorozmérné optimalizace najdeme pro tuto proménou ¢astecné optimum a zafixujeme jeji
hodnotu, nésledné¢ budeme stejny postup provadét s dalsi promeénnou, dokud se vSechny

proménné nevystiidaji.
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5 GRADIENTNI ITERACNI METODY

5.1 Jednorozmérny gradientni iteraéni metody

Na rozdil od ptedchozi komparativni metody, gradientni metody vyuzivaji pro sviij beh
odhad nebo vypocet gradientu funkce, respektive derivace, v bod¢ odhadu extrému. Iteracni
gradientni metody jsou tedy takové, ve kterych se mezivysledky jednotlivych itera¢nich
krokli zvySuji umérné gradientu ucelové funkce. Obecné lze princip gradientnich iteracnich

metod vyjadfit vztahem:

Xk+1) = X)) + Ao * VI (X))

Parametr A ovliviiuje svou hodnotou metodu a hledany extrém. Bude-li A; < 0, bude postup
funkce smétovat k minimu, tudiz bude platit vztah f (x(k+1)) <f (x(k)). V opacném piipadé

pro A; > 0 bude postup funkce smétovat k maximu a plati f (x(k+1)) > f (x(k)).[3]

Zarove, bude-li A) v pribéhu vypoctu konstantni, jedna se o gradientni metodu kratkého

skoku, pokud ovSem bude Ay V kazdém svém kroku optimaélni, jedna se o metodu dlouhého

kroku. [7]

Mezi nejznaméjsi jednorozmérné gradientni metody patii Newtonova metoda a

metoda regula falsi.
5.1.1 Postup FeSeni

5.1.1.1 Newtonova metoda

Newtonova metoda je zaloZena na rozvoji funkce v Taylorové fadé piisobici na okolni

piislusné iterace.

Ucelovou funkei f(x) nejprve aproximujeme prvnimi tiemi ¢leny Taylorova rozvoje,

Vv pevné daném bod¢ x, a Z okoli pravdépodobného vyskytu extrému X, . [10]

1
f(x) = f(xok) + f,(xok)(x - xok) + Ef”(xok)(x - xok)z
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Derivovanim vztahu a vyfeSenim podminky extrému f ’(xopt) = 0 néasledn¢ obdrzime

vztah:

f,(xok)

Fove = Kok T F o)

Za ptedpokladu odhadu extrému v dané iteraci, blizko jeho skute¢né hodnoty.[1]

Findlni itera¢ni vztah bude vypadat takto:
Xe+1) = X(k) —

5.1.1.2 Metoda regula falsi

Tato metoda je pfedchozi Newtonové metodé velice podobna. Rozdil, ale mezi nimi je

V tom, ze druhé derivace v podilu je zde nahrazena jejim odhadem:

)= f'(xo)—f' (X))

X(k) — X(k-1)

' (xao

Po dosazeni tohoto odhadu Ize itera¢ni krok metody regula falsi definovat vztahem:

X(k) ~ X(k-1)

f'(xao) = f'(x@-1)

Xgern) = Xao — f' (X))

5.2 Vicerozmérny gradientni itera¢ni metody

Mezi nejznaméjsi vicerozmérné gradientni iterani metody patii metoda nejvétSiho spadu,
které se budu vénovat v této kapitole. Metoda nejvétsiho spadu, popfipadé metoda
nejstrméjsiho sméru, je metoda, kdy hledame smér d, ve kterém funkce nejrychleji klesa, a
pohybujeme se jejim smérem. Ve chvili kdy funkce piestane klesat, zastavime na aktualnim

bod¢ a opét najdeme smér nejveétsiho spadu.
Nejstrméjsi smér poklesu lze vyjadiit vztahem:
d=Vf(x)

Tato metoda se podle zadaného A, také oznacuje jako metoda kratkého, poptipadé dlouhého

kroku.
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5.2.1 Postup FeSeni

Mame zadanou ucelovou funkci f(x), s poCatecnim bodem x(;y a poctem iteraCnich kroki
N, popiipadé¢ minimalni velikosti skoku & > 0. Na zacatku je pocet iteraci i = 1, tudiz
X = X

Vypocitame Vf(x(;)). Pokud dale pouzijeme metodu kratkého kroku, budeme se fidit

vztahem:
X(i+1) = X(l') + A Vf(X(l)),)\ <0

Pokud se jedna o metodu dlouhého kroku, nejprve prepocitame optimalni velikost kroku

Aope V bodé€ x:

7\opt,(i) = )\arégR extr p(?x(i))
®

p(Apy) = f (x(i) tAwVf (x(i)))
Potom mtzeme dosadit do vztahu x(;1.1) = X(3) + Aope,iy VS (x(i)). [1]

Postup opakujeme do té doby, dokud pocet iteraci i nedosahne stanoveného poctu kroki N,

nebo dokud ||7\0pt,(i) 4 (x(i)) || nebude mensi, nez velikost skoku &.
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6 LINEARNI PROGRAMOVANI

6.1 Linearni programovani
Linearni programovani, nebo také linedrni optimalizace je metoda umoznujici hleddni
optimalniho feseni pii daném kritériu a danych omezujicich podminkach.

Zékladni formulace linedrniho programovani lze vyjadiit vztahem:

n

max f(x) = Z cix;=clx

i=1
cTx €R,x €ER"

Pfi daném omezeni ve tvaru Ax < b je v téchto ulohach Ax ve tvaru matice m X n. Také

zde plati podminka nezapornosti u x;.[6]
a1 X+ .. Fagx, < by
AmiX1 + . FampXn < by

Typicky je tato metoda pouzivana v ekonomicky zaméfenich tlohach, kde f(x) znaci
maximalni zisk, x; objem vyroby, ¢; pevné danou cenu a Ax < b omezujici podminku,

napfiiklad cas, dostupny prostor, finance, zaméstnance atd.

6.1.1 Postup FeSeni

Nejprve soustavu nerovnic v omezeni Ax < b pievedeme do kanonického tvaru tim, Ze je
upravime na rovnost pfidanim proménné ,vile* Xx,i1,Xp42 oo Xpim =0, AX = b.

Nasledné¢ dané rovnice pifevedeme do matice. [9]

a11X1 + +a1nxn < b1 a11X1 + +a1nxn + Xn+1 = b1
: : = : :
AmiX1 + o QunXnp < by, AmiX1+ o FAmnXn T Xpem = by
U
X1
a, a, 1 0 0 : b,
: : Xn | =1 :
Ay Qpmn, 0 0 1]} *n+1 b,
[ Xn+m ]
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Nyni mame soustavu m linearnich algebraickych rovnic o n + m neznamych, abychom
zjistili, jestli ma rovnice feSeni, pouzijeme podminku feitelnosti rank A = rank (A, b).
Nyni uréime pocet zékladnich feseni, ten zjistime tak, ze vezmeme vSechny bazické (zavislé)
N - LA . ; « . . n+m

proménné n a nebazické (volitelné) proménné m a ddme je do vztahu m )
Zakladni ptipustné feSeni rozumime takové, které obsahuje nezaporné prvky. To ziskame
pomoci elimina¢ni metody pouzitou na soustavu rovnic.
Optimalni feseni, potom rozumime takové feSeni, které extremalizuje ucelovou funkci.
Pro optimdlni feSeni, respektivé zdkladni piipustné feseni, plati dvé podminky:

e Vektor je zdkladnim pfipustnym feSenim praveé tehdy, kdyz je vrcholem polyedru

omezeny.
e Existuje-li optimalni feseni ulohy linearniho programovani, pak je i zakladnim

piipustnym feSenim.
6.2 Metoda simplexové tabulky

Tato metoda vychazi ze zédkladni Glohy linedrniho programovani, proto je zacatek postupu
stejny jako v pfedchozim ptipad€. Pfi kontrole podminek nezapornosti musi pfi pouZiti této
metody platit podminka, Ze prava strana rovnice b, musi byt taktéZ nezaporna. Po pievedeni

na kanonicky tvar, vytvofime simplexovou tabulku.[2]

Tabulka 1 Simplexova tabulka

X ) e X, Xt X2 e Xortm omezenl
@ o . 1 0 0 3
a,, a,, a,, 0 1 0 b,
aml amZ amn bm
-G ) —Cy 0
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6.2.1 Postup FeSeni

Nejprve pfevedeme rovnici na kanonicky tvar a vysledné hodnoty zaneseme do simplexové

tabulky.

Nasledn¢ otestujeme, jestli jeji vysledek mé optiméalni feSeni. To zjistime tehdy, kdyz budou
vSechna ¢isla v poslednim fadku tabulky nezépornd. Vyjimku zde tvofi pomocné proménné

a posledni sloupec tabulky.

Nyni ur¢ime kliovy sloupec, to je sloupec s nejmensi hodnotou v poslednim tadku,
oznacime jej indexem j_k. Vyjimku opét tvoii pomocné proménné a posledni sloupec

tabulky.

Po nalezeni kli¢ového sloupce hledame klicovy tadek i_k, ten vypocitdme z podili hodnot

omezeni a ¢isel v kli¢ovém sloupci, jako minimum z nezédpornych podilt:
i_k=argminf;=——2>=0,i=12,..,m
i a

Vypocet kli¢ového fadku nezahrnuje posledni radek. [9]

Nasleduje eliminace kli¢ového prvku na pozici [i_k, j_k]. Pomoci standartni fadkové upravy
zménime hodnotu kli¢ového prvku na jedna a zbylé hodnoty v klicovém sloupci na nulu,
touto metodou zménime klicovy sloupec na jednotkovy vektor. Po tomto kroku opét dojde
na kontrolu optimélniho feSeni. V piipadé Ze tabulka optimalni feSeni neobsahuje, cely

postup se opakujeme, dokud ho nedosahneme. [1]
Pokud tabulka jiz obsahuje optimalni feSeni, vysledek ulohy se zjisti nasledujicim postupem:

e Hodnota ¢isla v dolnim fadku a poslednim sloupci urcuje hodnotu ucelové funkce

f opt-
e Hodnota proménnych, ke kterym nenalezi jednotkovy vektor, je nulova.

e Hodnota proménnych, ke kterym jednotkovy vektor nalezi, odpovida hodnoté

posledniho sloupce v fadku, kde je ve vektoru hodnota jedna. [1]
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6.3 Primarni a dualni model linearniho programovani

K primarnimu modelu linearniho programovani, Ize ptidat takzvany dualni model linearniho

programovani. Jak bylo feceno v predchozi ¢asti, primarni model je definovany jako:
max f(x) = cTx
Ax < b
x; =0
Dualni nebo také symetricky model je definovany jako:

min g(y) = bTx

Pro dudlni tlohy plati véta o soumérné dualité. Ta ndm tik4, Ze pokud ma jeden z modelil
feSeni s kone¢nou hodnotou ucelové funkce, ma ho i druhy model a ob¢ funkce se rovnaji.
Pokud ale nastane situace, kdy jeden z modelit ma feSeni s nekone¢nou hodnotou tcéelové

funkce, druhy model nema ptipustné feseni. [8]

Musime si také davat pozor, jestli jeden z modelti nemé vice optimalnich feSeni, v tom
ptipad¢ je feSeni tlohy v degenerovaném tvaru.

6.3.1 Postup FeSeni

Pti feSeni dudlnich uloh, si musime dét pozor na typ nerovnosti v primarnim modelu. Pokud
jsou vSechny nerovnosti typu Ax < b, sestaveni duadlniho modelu pokracuje podle definice.

Pokud tomu tak neni, miizeme primarni model upravit podle téchto podminek:
e Pokud se jedna o nerovnost Ax > b, obratime hodnoty ¢isel vynasobenim cisla -1.

e Pokud je ve tvaru rovnosti Ax = b, zavedou se misto ni dvé nerovnosti, jedna typu
Ax = b a druhd Ax < b. Z nové vzniklou nerovnosti typu Ax = b se vyporadame

podle prvniho kroku.

Tento problém lze také vyieSit pomoci pridavnych proménnych, diky nimz lze prepsat

nerovnice na rovnice.
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7 DYNAMICKE PROGRAMOVANI

7.1 Uloha dynamického programovini

Zakladnim principem dynamického programovani je rekurzivni déleni ulohy na mensi ¢ésti.
To nam umoznuje rozlozit zadanou ulohu na mensi pod ukoly, jejichZ feSeni si ukladame
pro dalsi pouziti. ReSeni uloh dynamického programovéni, je zaloZeno na Bellmanové
principu optimality. Tento princip ndm fika, Ze podstrategie optimdlni strategie je opét
optimalni. Tento princip mizeme také formulovat jako:

Optimalni strategie z libovolného bodu feSeni do cile, nezaleZi na zpisobu, jakym se feSeni
dostalo do tohoto bodu. Pfi¢emz cilem je zde mysleno feseni celého programu. [6]

Pfi pouziti Bellmanova principu v dynamickém programovani, musi mit uloha vzdy dva
prachody: ptfimy a zpétny.

Naésledujici ptiklady budeme fteSit ve tvaru nelinearni separovatelné ucelové funkce

S linearnim omezenim. To je mozné vyjadiit vztahem:
n
extf () = filn) + fo(x2) + -+ + o) = Y filx)
i=1
Pfi omezeni ve tvaru:

n
z aixy <b
i=1

X =>0,i=12,..,n
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7.2 Tabulkova forma dynamického programovani

Princip této metody je zalozen na vySe zminénych postupech, kdy budeme pomoci tabulky

fesit ulohu v diskrétnich krocich.

Tabulka 2 Tabulka dynamické metody

b, Xl(bj) Fl(bj) xz(bj) F, (bj) X (bj) F, (bj)

0= bO xopt,l,O Fl (bO ) xopt,Z,O FZ (bO ) e xopt,n,O Fn (bO )

bl xopt,l,l Fl (bl) xopt,Z,l FZ (bl) xopt,n,l Fn (bl)

bm—l xopt,l,m—l Fl (bm—l) xopt,Z,m—l FZ (bm—l ) e xopt,n,m—l Fn, (bm—l )
bm xopt,l,m I:l (bm ) xapt,Z,m FZ (bm ) "' xopt,n,m Fn (bm )

Prvni sloupec je tvofen hodnotami, které je mozno dosadit jako proménné, tyto hodnoty

ziskavame z podminek tlohy. [1] Plati pro né¢ omezeni ve tvaru:
0= bo

Hodnota h udava vzdalenost kroku, ktera je konstantni.

Pti prvni etapé vytvoiime dva sloupce. Prvni sloupec bude obsahovat hodnoty proménné a
druhy hodnoty etapy Ucelové funkce. Pfi kazdé dalsi etapé budeme vytvafet opét dva
sloupce, kde pro vypocet ucelové funkce budeme pouzivat vysledky z predchozi metody.

7.2.1 Postup FeSeni

Nejprve rozdélime zdroje b podle vztahu vyse, inicializujeme pocitadlo prichodt i = 1 a

definujeme Fy ;(xo) = 0.

Pro kazde déleni zdroje b; nalezneme jeho optimalni rozdéleni mezi proménnymi.
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7.3 Sitova forma dynamického programovani

Sitovi model je typ ulohy, ktery ndim umoznuje hledat nejkratsi cestu v grafu G = (V, E).

Grafem G rozumime dvojici mnozin vrcholt V a hran E.

Graf miizeme oznacit za orientovany, ohodnoceny nebo souvisly.

Orientovanym grafem rozumime to, Ze mezi vrcholy existuji hrany, které maji vzdy udany

smér. Vrcholy tohoto grafu jsou usporadané konce E € V X V.

Pokud je kazdé hrané pfifazeno ¢islo, je graf ohodnoceny. Jestli mezi kazdymi dvéma

vrcholy existuje nepferusend cesta, kde kazdy vrchol se projde jenom jednou, je graf

souvisly. [1]

7.3.1.1 Boravkuv algoritmus

Jedna se o algoritmus pro hledani minimalni kostry v grafu. Tato metoda je pojmenovana po

Otakaru Bortvkovi, ktery ji pouzil pro navrh elektrické sit¢ na Morave.

7.3.2

Postup reSeni

Pro hledani nejkratsi cesty, pouzijeme Dijkstrav algoritmus.

1.

Ke kazdému vrcholu pfifadime vzdalenost od pocatecniho vrcholu, vychozi vrchol

ozna¢ime hodnotou 0, ostatni jako nekonecno.

Vychozi vrchol oznac¢ime jako aktivni, zbytek za nenavstivené a vytvotime z nich

mnozinu.

Nyni zkontrolujeme sousedni vrcholy aktivniho uzlu a vypocitame jejich vzdélenost
od pocatecniho bodu. Pokud je aktudlni vypocitand velikost mensi nez diive

zaznamenand, pfepiSeme hodnotu vrcholu.

Jakmile zkontrolujeme vSechny sousedy aktualniho vrcholu, oznafime ho za
navstiveny a vyjmeme ho z mnoziny nenavstivenych, k tomuto vrcholu se uz

nebudeme vracet.

Nyni vybereme z mnoZiny nenavstivenych vrcholi, vrchol s nejmensi vzdalenosti od

pocatecniho bodu a oznacime ho za aktivni.

Pokud jsme se dostali k cilovému bodu, ukon¢ime algoritmus, v opa¢ném piipadé

pokracujeme od bodu 3. [14]
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7.3.2.1 Boruvkuyv algoritmus

Na zacatku cyklu jsou vSechny vrcholy povazované za samostatné komponenty. Nasledné
projdeme jednotlivé komponenty a pomoci nejkratSi hrany je spojime dohromady. Po
prvnim kroku mame vytvorené komponenty, které jsou slozené minimaln¢ ze dvou vrcholt.
Pokracujeme ve spojovani komponentti, dokud nejsou vS§echny vrcholy spojené dohromady.

[12] [13]
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I. PRAKTICKA CAST
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8 JEDNOROZMERNY VOLNY EXTREM

8.1.1 Priklad 1

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x) = 5 — 4x? + 2x3

8.1.2 Priklad 2

x24+2x
1+5x3

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x) = —

8.1.3 Priklad 3

Analyticky naleznéte vSechny lokdalni extrémy funkce f(x) = |x? + e|
8.2 Postup FeSeni

8.2.1 Priklad 1

Nejprve vypocitame prvni derivaci funkce f(x), ndsledny vysledek poloZzime roven nule a

zjistime stacionarni body.
f(x)=5—4x?+ 2x3

f'(x) = 6x? - 8x = 2x(3x — 4)
4
2x(3x—4) =0 x9; =0,x5, = 3

Nyni vypocitame druhou derivaci funkce f(x) a zjistime jeji hodnoty ve stacionarnich
bodech.
f"(x)=12x -8

£(0) = -8

(-

Podle druhé véty je ve funkei f(x), v bod€ x, ; = 0 ostré lokalni maximum a v bod¢€ xq , =

4 . , 1y ..
SJje ostré lokalni minimum.
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8.2.2 Priklad 2
Vypocitame prvni derivaci funkce f(x).

x% + 2x

[0 =135

ooy (@ +20)'(1+5x%) — (x® + 2x)(1 + 5x3)
fl@) == (1 + 5x3)2

) = —5x*—20x34+2x+2
fx = (1 + 5x3)2

Nyni vypocitame stacionéarni bod.

—5x* —20x3 4+ 2x+2
(1 + 5x3)2

=0 x1 = 0,51175,x,, = —3,98110
Nésledné vypocitdme druhou derivaci funkce f(x) a zjistime jeji hodnoty ve staciondrnich
bodech.

., 2(25x% + 150x° — 35x3 — 60x2 + 1)
f'ex) =- N3
(14 5x3)

£"(0,51175) = 5,8777
f"(—3,98110) = —0,00316

Funkce f(x) ma v bodé x5, = 0,51175 ostré lokalni minimum a v bodé x,, = —3,98110

je ostré lokalni maximum.
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8.2.3 Priklad 3
Nejprve vypocitame 1. derivaci f(x)
fx)=|x*+e]
f(x)=—x,x<0
f(x)=x,x>0
f'(x)=—-2x,x<0
f'(x) =2x,x>0

Jelikoz nejde stacionarni bod urcit a v x, = 0 nelze derivovat f (x), vyuzijeme ¢tvrtou vétu.
Na levém okoli bodu x, = 0 je prvni derivace zaporna a na pravém okoli je kladna, z toho
vypliva, ze na levém okoli je funkce f(x) klesajici a na pravém rostouci. Podle toho tedy

urcime, ze v x, = 0 se nachazi lokalni minimum.

8.3 Cviceni

8.3.1 Priklad 1

x242x
2+6x2

Naleznéte extrémy funkce f(x) =

8.3.2 Priklad 2

Naleznéte extrémy funkce f(x) = e* — 2x + e™* — 7x3

8.3.3 Priklad 3

x%—e¥

Naleznéte extrémy funkce f(x) = PP
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9 KOMPARATIVNI ITERACNI METODY

x%+2x — . 1y
——, pomoci Fibonacciho metody a zlatého fezu na

Naleznéte minimum funkce f(x) = — -

intervalu I = (0,7).
9.1.1 Piiklad 1

Pro Fibonacciho metodu je zadana piesnost € = 0,4

9.1.2 Priklad 2

Pro metodu zlatého fezu je zadany pocet iteracnich krokli i = 7
9.2 Postup reSeni

9.2.1 Priklad 1

Pro feSeni prvniho ptikladu nejprve podle odhadu vypocitdme pocet kroki.

2
FNZE(b_a)

2
Fy=z2—(7-0
125770

Fy =35

Fy nam zde udava N-ty prvek Fibonacciho posloupnosti, budeme tedy hledat prvek vétsi

nebo roven ¢islu 35.
FO = 1,F1 = 1,F2 = 2,F3 = 3, ,Fg = 34‘,F9 = 55

Prvni prvek, ktery spliuje podminku je Fg = 55, tedy N = 9. Pocet iteracnich kroku i,

vypocitame podle vztahu i = N — 2. Pocet itera¢nich krokt tedy bude 7.

Nyni vypocitdme vnitini body x; 1y @ x (1) funkce f(x).

Fg 34
x1,1) = by — F_9 |b(1) - a(1)| =7- TS x7 =2,6727

Fg 34
2w = ety |by —aqy| =0+ co*7 = 43272
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Po vypocitani téchto bodul, vypocitame jejich funkéni hodnoty.

2,6727% + 2 % 2,6727
feaw) =~ rsvze727

= —0,1294

4,3272% + 2 % 4,3272
14 5%4,32723

flxymy) = - = —0,0674

funkéni hodnotou a druhy bod nahradime.

Novy interval bude tedy vypadat I3y = (a2 = a1y; bzy = X2,(1)) = (0;4,3272). Toto je

konec prvni iterace.

V druhé iteraci znovu vypocitame, tentokrat podle nového intervalu, vnitini body a jejich

funkéni hodnoty.
F; 21
X1,2) = by — F—8 |b(2) — a(2)| = 4,3272 — 32" 4,3272 = 1,6545

F, 21
Yo = 4 TR by — a@y| =0+ 37" 43272 =2,6727

1,65452 + 2 = 1,6545
feam) =~ Temass

= —0,2557

2,6727% 4+ 2 % 2,6727
14+ 5%2,67273

fxo@) = — = —0,1294

Znovu ohrani¢ime bod sniz8i funk¢ni hodnotou a vytvofime novy interval I3y =
(a@) = aey; by = Xz,2)) = (0;2,6727). Cely postup budeme opakovat, az do sedmé

iterace. Celi postup je znazornén nasledujici tabulkou.
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Tabulka 3 Fibonacciho metoda, ptiklad

i ag) b X1,3i) X0 | f(*10) | F(F20)
1 0 7 2,6727 | 4,3273 | -0,1295 | -0,0674
2 0 43273 | 1,6545 | 2,6727 | -0,2557 | -0,1295
3 0 2,6727 | 1,0182 | 1,6545 | -0,4895 | -0,2557
4 0 1,6545 | 0,6364 | 1,0182 | -0,7331 | -0,4895
5 0 1,0182 | 0,3818 | 0,6364 | -0,7114 | -0,7331
6 0,3818 1,0182 | 0,6364 | 0,7636 | -0,7331 | -0,6541
7 0,3818 | 0,7636 | 0,5091 | 0,6364 | -0,7696 | -0,7331

Po sedmé iteraci je tedy kone¢ny interval (0,3818; 0,6364), jehoz stiedni hodnota je 0,5091.

Pomoci analytické metody, jsme v pfedchozim piipade vypocitali minimum v bodé 0,51175.

9.2.2 Priklad 2

Obecny postup zlatého fezu je takika totoZny s Fibonacciho metodou. Rozdil mezi nimi je

ale v tom, Ze na misto zmenSovani pivodniho intervalu pomoci podilu hodnot Fibonacciho

posloupnosti, je v metodé¢ zlatého fezu pouzita konstantni hodnota % ~ 0,618. Vysledky

shrnuje nasledujici tabulka.

Tabulka 4 metoda zlatého fezu, piiklad

i ag by | xw | X0 |f(xie) | fO2e)
1 0 7 2,6738 | 43262 | -0,1294 | -0,0674
2 0 | 43262 | 1,6525 | 2,6738 | -0,2562 | -0,1294
3 0 26738 | 1,0213 | 1,6525 | -0,4878 | -0,2562
4 0 16525 | 06312 | 1,0213 | -0,7357 | -0,4878
5 0 1,0213 | 0,3901 | 0,6312 | -0,7190 | -0,7357
6 03901 | 1,0213 | 0,6312 | 0,7802 | -0,7357 | -0,6428
7 0,3901 | 0,7802 | 0,5391 | 0,6312 | -0,7675 | -0,7357

Po sedmé iteraci je kone¢ny interval (0,3901; 0,6312), jehoz stfedni hodnota je 0,5106.
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9.3 Cviceni

9.3.1 Priklad 1

Pro funkci f(x) =e* —2x+ e * — 7x® naleznéte pomoci Fibonacciho metody jeji

maximum na intervalu I = (—4,2). Pfesnost je zadana na € = 0,5.

9.3.2 Priklad 2

x%2—eX

-, ha intervalu I =

Pomoci metody zlatého fezu naleznéte minimum funkce f(x) =

(—3,2). Pocet itera¢nich krokt je i = 8.

9.3.3 Priklad 3

2

Libovolnou metodou zjistéte maximum funkce f(x) = — ad ;ZC;C na intervalu I = (—5,2).

1+
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10 LINEARNI PROGRAMOVANI

10.1 Priklady

Amatérsky péstitel konopi David, péstuje a prodava marihuanu. U sebe doma a v pronajaté
garazi ma pét riznych druhti: Matavation, Rocklock, Shaman, Instakus a Bilou vdovu. Cena,
za které jednotlivé odriidy prodava je: 1620 K¢, 690 K¢, 625 K¢, 410 K¢ a 540 K¢, brano
popofadé. Kazdy den, musi David davat ptesné mnozstvi vody jednotlivym rostlindm.
Spotieba vody je: 3,51, 31, 3,51, 1,51 a 0,51, brano poporadé. Kazdy den mize pouzit jenom
omezené mnozstvi vody a to 2501. U sebe doma péstuje: Matavation, Rocklock, Instakus a
Bilou vdovu, pficemz naklady na elektfinu jsou pro Matavation SkWh, Rocklock 1kWh,
Instakus 0,5kWh a Bilou vdovu 1kWh. V garazi se nachazi Rocklock, Shaman a Instakus,
naklady jsou 2kWh, 2kWh a 1,5kWh. Aby Davida nezatkla policie, mize u sebe doma denné
spotfebovat maximalné¢ 210kWh a v gardazi 300kWh. Urcete optimdlni strategii pro

maximalni mozny vydélek pii zadanych omezenich.
10.2 Postup reSeni
Nejprve sestavime matematicky model problému:
f(x) =1620x; + 690x, + 625x5 + 410x, + 540x;
Ugelova funkce f(x) zde vyjadiuje vydélek a x zna&i poet kust.
Dale vyjadiime jednotlivd omezeni, nejdiive pro vodu a poté pro energii:
3,5x1 + 3x, + 3,5x3 + 1,5x, + 0,5x5 < 250
5x; + 1x, + 0,5x,4 + 0,5x5 < 210

2x, + 2x3 + 1,5x, < 300

Nyni tlohu pfevedeme do standardizovaného tvaru a vytvofime vychozi simplexovou

tabulku:
3,5x1 + 3x, + 3,5x3 + 1,5x4 + 0,5x5 + x4 = 250
5x; + 1x, + 0,5x4 + 0,5x5 + x;, = 210

2x2 + 2x3 + 1,5x4 + Xg = 300
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Tabulka 5 Vychozi simplexova tabulka

X1 Xy X3 Xy Xs Xg X7 Xg Omezeni
3,5 3 3,5 1,5 0,5 1 0 0 250
5 1 0 0,5 1 0 1 0 210
0 2 2 1,5 0 0 0 1 300
-1620 -690 -625 -410 -540 0 0 0 0

Protoze v poslednim tadku tabulky se nachdzeji zadporné hodnoty, nenachdzi se zde

optimalni feSeni. Nalezneme klicovy sloupec.
min(—1620, —690, —625,—-410, —540) = —1690
Kli¢ovy sloupec je tedy v prvnim sloupci. Kli€ovy fadek vypocitdme z podilit hodnot

omezeni a ¢isel v kli€ovém sloupci, jako minimum z nezapornych podili.

=42

min
=0

(250 210) 210
35" 5/ 5

Protoze ve tietim fadku se nachdzi nula, nebudeme tento fadek pouzivat. Klicovy tadek je

tedy druhy tadek, z toho vypliva, Ze kli¢ovy prvek je ¢islo 5.

Tabulka 6 Vychozi simplexova tabulka s vyznacenim klicovym tadkem, sloupcem a

prvkem
X1 Xy X3 Xy X5 Xg X Xg Omezeni
3 3,5 1,5 0,5 1 0 0 250
5 1 0 0,5 1 0 1 0 210
2 2 1,5 0 0 0 1 300
-690 -625 -410 -540 0 0 0 0

Provedeme eliminaci klicového prvku. Vynasobime druhy fadek cislem 0,2, abychom
Vv klicovém prvku ziskali ¢islo 1. K ostatnim fadkim poté pti¢teme takovy nasobek prvniho

radku, aby ostatni Cisla v klicovém sloupci byly 0.

Tabulka 7 Simplexova tabulka po prvni eliminaci

Xq X, X3 Xy X Xg X7 Xg Omezeni
0 2,3 3,5 1,15 -0,2 1 -0,7 0 103
1 0,2 0,1 0,2 0 0,2 0 42
0 2 1,5 0 0 0 1 300
0 -366 -248 -216 0 324 0 68040
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V poslednim tadku tabulky se pofad vyskytuji zdporna cisla, tudiz feSeni neni jeSté
optimalni. Proto znovu budeme opakovat celi proces. Nyni je nejmensi hodnota posledniho
radku -625, tudiz klicovy sloupec je tfeti sloupec. Protoze v druhém fadku kli¢ového sloupce
se op¢t nachazi nula, nebudeme tento tadek pouzivat pii hledani kliCového tadku a

pouzijeme pouze prvni a tieti fadek.

min
>0

(103 300) 103 _ 206
35" 2/ 35 7

Kli¢ovy tadek je tedy prvni fadek. Provedeme eliminaci klicového prvku.

Tabulka 8 Simplexova tabulka po druhé eliminaci

X1 Xy X3 Xy X Xg X7 Xg Omezeni
0 0,657 1 0,329 0,286 -0,2 0 29,429
1 0,2 0 0,1 0,2 0 0,2 0 42
0 0,686 0 0,843 -0,571 0,4 1 241,143
0 44,714 0 -42,643 178,571 199 0 86432,857
Tabulka 9 Simplexova tabulka obsahujici optimalni feSeni
Xq X, Xg X7 Xg Omezeni
0,286 0,714 0,286 -0,143
5 1 0 1
-0,571 0,571 -0,571 0,286
1258,571 296,429 0 178,571 450,714 0 139292,857

Po treti eliminaci nejsou v poslednim fadku uz Zadné zaporné hodnoty, tabulka jiz obsahuje
optimalni feseni.
Hodnota v pravém dolnim rohu odpovida hodnoté ucelové funkce f (xopt) = 139292,857,

coz znamena, ze Davidliv denni vydéelek bude ¢init 139 292,857 K¢.
Hodnotu proménnych uré¢ime podle sloupctli, ve kterych se nachazi jednotkovy vektor.

V tadku, ve kterém mame hodnotu 1, odpovidd dané hodnoté proménné. Zbylé proménné

maji nulovou hodnotu.
X3 = 41,429, x5 = 210, x5 = 214,143
To nam znaci, ze se vyplati péstovat Shamana v mnozstvi 41,4 rostlin a Bilou vdovu

v mnozstvi 210 rostlin. Proménné xg nam ukazuje nedocerpané prostiedky, konkrétné¢ nam

z proménné vypliva, ze v garazi je energeticka rezerva 214,143kWh.
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10.3 Cviceni

10.3.1 Cviceni 1

Budeme vychazet z pfedchozi ulohy. Po zvySeny sankci za drzeni a péstovani konopi, se
zvysila jejich poptavka. Cena za Bilou vdovu je nyni 720k¢, za Rocklocka 890 k¢ a Shamana

stoji 920k¢. Naopak Matavation klesl na 1230 K¢.

10.3.2 Cviceni 2

Franta tiskne u sebe doma na zakdzku 3D modely na své 3D tiskarn€. Modely klasifikuje do
tii kategorii na malé, stredni a velké. Mal¢ se tisknou piiblizn¢ 24h, stfedni se tisknou
priblizné 48h a velké se tisknou priblizné 72h, pti¢emz Franta posila postou hotové modely
jednou tydné. Cena jednotlivych modeltl je popotadé 500 K¢&, 800 K¢ a 1000 K¢&. Pro tvorbu
modell pouziva 1,75mm filament z ST-PLA, na jednotlivé modely ptiblizné spotitebuje
30g/kus, 70g/kus a 100g/kus. Pfi¢emz jeho zasoba filamentu na cely tyden je 800g. Tiskarna
pii tvorbé modelli ma narok na energii 2, 6, 12 kWh/kus. Franta mé ve smlouvé uvedeno, ze
jeho tydenni spotieba energie nesmi presdhnout 200kWh. Jaky bude jeho idedlni vyrobni

program?
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11 TABULKOVA FORMA DYNAMICKEHO PROGRAMOVANI

11.1 Priklady

Prodejce obuvi Al Bunda, po kazdé své vyplaté odevzdava ¢ast penéz své zené a détem jako
kapesné. Penize nerozd€luje presné, ale podle natlaku rodiny. Manzelka Peggy, ktera vi,
kolik Al vyd&lava, pozaduje penize ve vztahu 4x?2, kde x zna¢i penize. Nejstarsi dcera Kelly
pozaduje ve vztahu 2x?, jinak fekne Pegg, kam si Al schovavé zbylé penize. Syn Bud na
otce Zadnou paku nem4, a proto dostava penize ve vztahu x2. Al ve snaze zachranit n&jaké
penize vypozoroval, ze pokud piinese aspon Ctyfi dolarové bankovky rodina je spokojena.

Jaky minimalni pocet penéz musi Al odevzdat svoji milujici roding?

pocet krokt je h = 1.

11.2 Postup reSeni
Nejprve ze zadanych parametra vytvofime matematicky model zadani:
min f(xq, Xz, x3) = 4x% + 2x% + x5
Omezeni a pocet krokll je zadano nasledovné:
X1 +x,+x3=4
h=1

Ze zadaného omezeni vypliva, ze b = 4. Jelikoz je velikost kroku 1, bude hodnota b, od 0
po 4. Do prvniho sloupce x,;(b) zapiSeme hodnoty by, druhy sloupec F; tvoii ¢ast rovnice

funkce, v tomto piipadé bude hodnota F; = 4x?.

Tabulka 10 Tabulka dynamického programovani I

by X1 E
0 0 0
1 1 4
2 2 16
3 3 36
4 4 64

Nyni vypocitame dalsi dvojsloupec. Hodnotu x, ziskame rozkladem by, hodnota F, =

4x2 + 2x2, v tuto chvili do tabulky zapiseme hodnoty, které jsou minimalni.
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Tabulka 11 Vypocet hodnot I

1 4

2
16

6

8
36
18
12
18
64
38
24
22
32

Uy
(e}

A WNR ODWN R OINRFR O

O R, NWHRORFRDNWORERDN|IO

Tabulka 12 Tabulka dynamického programovani II

by Xy Fy L) E,
0 0 0 0 0
1 1 4 0 2
2 2 16 1 6
3 3 36 2 12
4 4 64 1 22

Hodnotu posledniho dvojsloupce ziskame stejnou metodou jako v ptredchozim piipad¢ s tim
rozdilem, Ze budeme vyuZzivat hodnoty z ptedchoziho vysledku. Pro vypocet F; pouZijeme

piedchozi minimalni hodnoty a bude mit hodnotu F; = F, + x2.

Tabulka 13 Vypocet hodnot 11

1 2 0 2
0 1 1

2 6 0 6
2 1 3

0 2 4

3 12 0 12
6 1 7

2 2 6

0 3 9

4 22 0 22
12 1 13

6 2 10

2 3 11

0 4 16
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Tabulka 14 Vypocet hodnot III

by X1 E X2 F, X3 F3
0 0 0 0 0 0 0
1 1 4 0 2 1 1
2 2 16 1 6 1 3
3 3 36 2 12 2 6
4 4 64 1 22 2 10

Z posledni hodnoty tabulky odecteme minimalni hodnotu funkce pro splnéni podminky f =

10.
X3 :2,x1+x2 :2 =>x1,x2 = 1
f(xq, x5, x3) = 4x3 + 2x5 + x2 =10

Pegg a Kelly dostanou od Ala kazda po dvou bankovkach a Bud dostane jednu bankovku.
Celkove¢ ptijde Al 10$ z kazdé vyplaty.

11.3 Cviceni

Tomas je studentem chemické Skoly. Po Skolnim experimentu, ke kterému Skola dodala
pottebné prostiedky, TomasS nékteré chemikalie neodevzdal. Konkrétné si nechal sodik,
mangan a baryum. Tomas se vramci ekologické likvidace pifebytkd, rozhodl vyrobit
ohnostroj. ProtoZze Tomas ma chemikalie v kapalné formé&, musi je michat pfimo se stfelnym
prachem. Podle tabulek zjistil, Ze aby smés spravné hotela, musi se chemikalie michat ve
spravném poméru. Sodik se micha ve vztahu 0,5x2 [g], kde x zna&i mnoZstvi stfelného
prachu, mangan ve vztahu 1,25x2 a baryum ve vztahu 2,5x2. Pro sviij prvni experiment se
Tomas§ rozhodl, ze pouZije 10g chemikalii a bude je davkovat po 2g. Kolik grami
jednotlivych chemikalii musi minimaln€ pouzit, aby vytvofil ohflostroj, a kolik stfelného

prachu pfi tom spotiebuje?
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12 SITOVA FORMA DYNAMICKEHO PROGRAMOVANI

12.1 Priklady

12.1.1 Ptiklad 1

Milan jede z Hodonina autem do Mostu, jelikoz nema dalni¢ni znamku, musi jet po okrscich.

Kolik kilometri musi ujet a ptes kolik mést projede?

Slavkmr
Butovice Blansko
Brna
— 5 —
32
lobou
20 u 128 50
Brna

Obrazek 1 zadani ulohy sitové formy

Chotébof 144

12.1.2 Priklad 2

Pomoci Bortivkova algoritmu vytvoite kostru spojujici vSechny vrcholy.

1 14 8 17 11

Obrazek 2 zadéani tlohy Bortvkiiv algoritmus
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12.2 Postup reSeni

12.2.1 Priklad 1

Oznacime vychozi vrchol za aktivni a nastavime mu hodnotu nula, ostatni za nekonecno (v

tomto ptipad¢ jsou prazdné).

Vypocitdme hodnoty sousednich vrchold aktivniho vrcholu od pocéatecniho vrcholu, pokud
je nove vypocitana vzdalenost mensi, zapiSeme ji do vrcholu, pokud ne, hodnota vrcholu
zUstava nezménénd. Poté oznacime aktivni vrchol za navstiveny, k tomuto bodu se uz
nevracime. Nyni ozna¢ime nenavstiveny vrchol s nejmensi hodnotou jako aktivni. V tomto

ptipade¢ je to vrchol s hodnotou 63.

10 41 0

24 23 57 17 63
) 4 144

23 33 32 a3 3
28 128 o8

Obrazek 3 sitova uloha po prvnim projiti

Tento postup opakujeme do té doby, dokud neni navstiven i vysledny vrchol.
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ORONORONO
OpOn0

Obrazek 4 finalni podoba sitové ulohy

Milan pii cest€¢ z Hodonina do Mostu projede pifes sedm mést a ujede 370Km.

12.2.2 Priklad 2

V prvni ¢asti algoritmu, projdeme postupné vSechny vrcholy a vyznac¢ime jejich hrany

s nejmensi hodnotou. Timto zplisobem byly vytvoreny skupinky komponenti.

13 i 13

B T Cc 0
19 10
1 14 i 17 1
18

D 9 E |j— J K

3\ 2 4 12

F

Obrazek 5 Bortavkuav algoritmus po prvni fazi
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V druhé ¢asti piijdeme postupné po jednotlivych komponentech a znovu vyznac¢ime hrany

s nejmensi hodnotou. Tento proces opakujeme do té doby, dokud nejsou vSechny vrcholy

6 15 3
10

1E—|:::]
4

Obrazek 6 Finalni podoba Bortvkova algoritmu

propojené.

12

12.3 Cvicfeni

12.3.1 Piiklad 1

Budeme vychazet z ptedchozi sitové tlohy. Milantiv kamarad David, potfebuje jet ze
Slavkova u Brna do Hlinska. Milan pfi cesté z Mostu zpatky do Hodonina se tedy zastavi
pro Davida a odveze ho do Hlinska. Poté bude pokracovat zpatky do Hodonina, kolik

kilometra navic projede?
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12.3.2 Priklad 2

Najdéte nejkratsi cestu mezi pocatecnim bodem A a kone¢nym bodem W.

QOO
e
OG-0
OO O-O-C

Obrazek 7 zadani ptiklad 2

=
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13 PREZENTACE VYSLEDKU

Soucasti prace je prezentace, kterd shrnuje praktickou Cast. Prezentace je rozdélena do péti
kategorii:

1. Jednorozmérny volny extrém

2. Komparativni iteracni metody

3. Linearni programovani

4. Tabulkova forma dynamického programovani

5. Sitova forma dynamického programovani.

S T4

Stejné jako v praktické ¢asti, i prezentace obsahuje zadani prikladu a jejich nasledné feseni.
Zaroven jsou zde uvedené nefeSené cviceni, které slouzi k procviceni dané optimalizacni
ulohy. Prezentace neobsahuje teoretickou cast prace, zaméfuje se pouze na vyslednou

praktickou ¢ast a jeji prezentaci.

Milan jede z Hodonina autem do Mostu, jelikoZz nema dalni¢ni znamku, musi
jet po okrscich. Kolik kilometr(i musi ujet a pres kolik mést projede?

Slavkcrv
Bucowce
Brna
23
32 53 31
lobou
8- u 128 7. 58
Brna

Obrazek 8 Ukazka prezentace

]
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ZAVER

Touto praci jsem chtél prispét k vyuce predmétu Optimalizace a pomoct studentim pochopit
zadana témata a zplsoby feSeni zadanych uloh. V prvni ¢asti prace jsem se zabyval riznymi
typy optimalizacnich metod a zpiisoby jejich feSeni. Snazil jsem se, ale hlavné dané metody
vysvétlit, co mozna nejvice srozumitelné a pochopitelné, aby Ctenat danym metodam
porozum¢l a pochopil je. Druha ¢ast prace se vénovala praktickému feSeni danych uloh. Zde
byla snaha ukdzat razné vyuziti optimalizacnich metod a jejich Sirokou aplikovatelnost.
Druha ¢ast prace navic obsahuje netfeSené priklady pro procviceni zadanych tkold. Soucasti
prace je i prezentace, ktera shrnuje vysledky z praktické ¢asti a v mirn¢ upravené forme ji

prezentuje. Prezentace obsahuje vSechny ptiklady a cviceni z praktické ¢asti
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

f,9 znaceni funkce

i,j index pozice prvku

R oznaceni mnozin realnych Cisel
Vf(x) gradient funkce

H(f(x0)) Hessova matice
€ pozadovana piesnost poptipadé¢ velikost skoku

m,n rozmé&ry matice
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SEZNAM PRILOH

Pl Prezentace v PowerPointu obsahujici Piiklady a cviceni



PRILOHA P I: PREZENTACE

Prezentace je rozdélena do péti kategorii, Jednorozmérny volny extrém, Komparativni
iteracni metody, Linedrni programovani, Tabulkova forma dynamického programovani a
Sitovad forma dynamického programovani. Kazda kapitola obsahuje piiklady, feSeni

ptikladu a jeho postup a nakonec nefeSené cviceni.

KOMPARATIVNi ITERACNi METODY
Fibonacciho metoda

» Nyni vypoZitame vaitini body x; ) a x3 ) funkee f(x).
P = barr\bm a| =7-3+7 - 26727
b X = am+ﬁ\am ap| —0+3-7 - 43272
» Po vypogitani téchto badil, vypocitame jejich funkéni hodnoty

oo

P )= - =-0,1294

b ) - J:m o7

TERE

v

Protoze hledame minimum zadané funkce, ponechame si v novém intervalu bod

s nejnizSi funkéni hodnotou a druhy nahradime.

Novy interval bude tedy vypadat Iz = (acz) = aq; by = X} = {05 4,3272). Toto
je konec prvni iterace.

v

LINEARNI PROGRAMOVANI
CVICENi

» Budeme vychazet z predchozi tlohy. Po zvyseny sankci za dreni a péstovani
konopi, se zvysila jejich poptavka. Cena za Bilou vdovu je nyni 720kZ, za
Rocklocka 890 ké a Shamana stoji 920kE. Naopak Matavation Klesl na 1230 KE.
Franta tiskne u sebe doma na zakazku 3D modely na své 3D tiskamé. Modely
Klasifikuje do tFi kategorii na malé, stfedni a velké. Malé se tisknou piblizné
24h, stredni se tisknou priblizné 48h a velké se tisknou piibliZné 72h, pricemz
Franta posila postou hotové modely jednou tydné. Cena jednotlivych modeld
je popofadé 500 KE, 800 KE a 1000 KE. Pro tvorbu modelis pouZiva 1,75mm
filament z ST-PLA, na jednotlivé modely priblizné spotFebuje 30g/kus,
70g/kus a 100g/kus. Pficem jeho zasoba filamentu na cely tyden je 800g.
Tiskarna pii tvorbé modeld mé narok na energii 2, 6, 12 kWh/kus. Franta ma
ve smlouvé uvedeno, Ze jeho tydenni spotfeba energie nesmi presahnout
200kWh. Jaky bude idedini vyrobni program?

LINEARN| PROGRAMOVANI
PRIKLAD

» Po treti eliminaci nejsou v poslednim Fadku uZ Zadné zapomé hodnoty,
tabulka jiZ obsahuje optimalni feseni.

DYNAMICKE PROGRAMOVANI

» Milan jede z Hodonina autem do Mostu, jelikoz nema dalniéni zndmku, musf
jet po okrscich. Kolik kilometrii musi ujet a pres kolik mést projede?

S—E-C-8-0
ﬁﬂrh{w—@mw
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