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ABSTRACT

Cilem bakalafské prace je pouziti adaptivnich metod pfi numerické integraci. V tvodni
casti prace je zpracovana literarni reSerSe na dané téma. Prace také hodnoti moZnosti vyu-
ziti numerickych metod pfi feSeni urcitych integrald redlné funkce jedné proménné. Dale je
prace zaméfena na metody zaloZené na Newton-Cotesovych a Gaussovych vzorcich. Prace
je také doplnéna o adaptivni metody a metodou pro zpiesnéni vysledki tzv. Richardsonova
extrapolace. V zdvérecné Casti byl vytvofen program v programovém prostiedi Matlab pro
vySe uvedené metody na vypocet jednorozmérnych integrald. Na zavér je provedeno srov-

nani pfesnosti vypoctil jednotlivych metod.

Kli¢ova slova: Adaptivni metody, Gaussiv vzorec, integrace, Matlab, Newton-Cotestiv

vzorec, numerické metody, Richardsonova extrapolace.

ABSTRACT

This bachelor thesis aims to use adaptive methods for numerical integration. The first part
of the thesis analyses available literary sources on given subject. Then, the thesis evaluates
the conditions influencing the implementation of numerical methods for resolving definite
integrals of real function with one variable. The bachelor work is also focused on methods
based on Newton — Cotes and Gaussian formulas and completed with methods for elabo-
rating integration, which are Romberg quadrature and adaptive methods. Finally, the pro-
gram in software environment Matlab, was created and used for resolving earlier men-
tioned methods for one-dimensional integrals calculation. In the end of the bachelor work

the accuracy comparison for each method was made.

Keywords: Adaptation methods, Gaussian formula, integration, Matlab, Newton-Cotes

formula, numerical method, Richardson extrapolation.
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UvVOD

S rozvojem poéitadt vzrostl vyznam numerickych metod. Rada vypocetnich postupii, které
sem fadim, vznikla sice uz ddvno ptredtim, ale teprve nastup vypocetni techniky vytvofil
ptedpoklady pro vznik a rozvoj novych metod. Jednim ze zdkladnich tkold numerickych
metod matematické analyzy je studium aproximaci funkci.

Cilem moji bakalafské prace je pouZziti adaptivnich metod pifi numerické integraci. V tivod-
ni Casti prace je zpracovdna literarni reSerSe na dané téma. Prace také hodnoti moZnosti
vyuziti numerickych metod pti feSeni urcitych integrdlii redlné funkce jedné proménné.
V teoretické Casti je prace zaméfena na metody zaloZené na Newton-Cotesovych kvadra-
turnich vzorcich a Gaussovych vzorcich a je také doplnéna o adaptivni metody a metodou
pro zptesnéni vysledki tzv. Richardsonovou extrapolaci. V zadani se madm zaméfit na me-
todu pro zdokonaleni integrace tzv. Rombergovou kvadraturou. Po domluvé s mym ve-
doucim préice, byla tahle metoda vyfazena z prace, protoZe je to Richardsonova extrapola-
ce pro Lichobé&znikové pravidlo a obé tyto metody jsou popsdny v prici i v programu. Déle
byl vytvofen program v programovém prostiedi Matlab pro vySe uvedené metody na vy-
pocet jednorozmérnych integrall. Cilem je pfizplisobit tento program tak, aby se poslucha-
¢im predmétu Simulace systémt dostalo nazorné ukazky, jakym zptisobem jak kterd me-
toda pracuje a jaky vliv md na feSeni pocet intervali N. Chtél bych aby program slouzil i
jako vyukovy ndstroj pro jeho ndzornost a jednoduchost. Tato praci by m¢la dile popsat
vyhody ¢i nevyhody pouZziti dané metody na péti rtiznych funkci f{x). Funkce byly zvole-
ny tak, aby se kazd4d ménila jiny pribéh. Na zavér je provedeno srovnani presnosti vypoctil
jednotlivych metod pro pocet intervalit N = 4 a N =10. jenom u Adaptivni metody se pocet
intervalti bude ménit v zavislosti na zvolené funkci. Na kazdé metod¢€ budu srovnavat rela-
tivni chyby integra¢nich metod v zdvislosti na po¢tu pouzitych intervali. VSe bylo testo-

vano v mém vytvofeném programu.
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I. TEORETICKA CAST
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1 NUMERICKA INTEGRACE

Pro numerickou integraci mame vice divodi, mj. ten, Ze analyticky zadané funkce umime

vzdy symbolicky zderivovat, ale jen n€které umime integrovat.

Zakladni funkce:

[ rlop

Pocitame urcity integral. Na rozdil od numerické derivace, zde se takovd aproximace jevi
vyhovujici. Pokud aproximace ¢ se na intervalu <a,b> li8i od f nejvyse o g, pak rozdil inte-

grall Ize shora omezit vyrazem

I t)di| <

[(7(0)- o e < 1)~ ple)ee < - ae

s

de € a neméni znaménko. Typicky se vSak znaménko chyby méni, takZe se chyby integrace

navzdjem rusi a vyslednd chyba vyjde podstatné mensi (resp. vyssiho fadu).
Pro pouziti numerické integrace mame nasledujici diivody:

e Nckteré integrdly nelze analyticky vypocitat, nebot’ primitivni funkce je transcen-

dentni. Pfikladem miiZe byt Gausstv integral

b

J.e_’zdt

a

e [ kdyZ symbolické feSeni existuje, miiZe byt obtiZzné a zdlouhavé. Naproti tomu
numerickd integrace muze byt velmi jednoducha.

e Nc¢kdy pottebujeme numerickou integraci jako soucast dal$ich metod, zejména pfti
numerickém feSeni diferencidlnich rovnic.

e U funkci urcenych nikoli analytickym vzorcem, ale jen v diskrétnich bodech ,ani
nemame jinou moznost. V tom piipad¢ obvykle vyuZijeme vSechny funk¢ni hodno-
ty, které mame k dispozici, zatimco pii analyticky zadané funkci si vybirdame vhod-

né uzlové body.
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Jelikoz integral zavisi na integrandu linedrné, smysl bude mit jen takovy odhad integra-

lu, ktery rovnéz linedrn¢ zavisi na vstupnich hodnotach f (xo ) (xn ), je tedy tvaru:

A=Y w ()

A to bez ohledu na to, jakou dvahou ke vzorci dospéjeme. MiiZeme volit pouze uzlové

body Xg,.....X, a jejich vahy w,......,w.
V mé praci se omezim na metody, v nichz funkci f aproximujeme interpola¢nim
polynomem. Lze ovSem pouZit i jiné funkce, zejména exponencidlni a goniometrické.

Napiiklad aproximace Fourierovou fadou dava dobré podklady pro odhad integrélu.

Pti velkém poctu uzlovych bodt nebyva vhodné volit interpolacni polynom vyso-
kého stupné. Dany interval <ab> rozdélime na N dil¢ich intervali

(a j»a ,-+1>a Jj=0,..N—1, kde ap=a, ax=b. V dil¢ich intervalech pouZijeme nidhradu po-
lynomem nizkého stupné, vedouci na tzv. jednoduchy vzorec, coZz je odhad A; hodnoty

aj+l

I, = J.f(t)dt.

Sectenim téchto dil¢ich vysledkli dostaneme sloZeny vzorec, coZ je odhad

N-1

A=A,

J=

N-1
hodnoty 1= ZI ;=

Jj=0

f)

Q —

Omezime se na piipad, kdy vSechny dil¢i intervaly maji stejnou délku

Kazdy dil¢i interval lze linedrni substituci pfevést na jednotkovy interval <0,1>, takze
staci, definujeme-li jednoduchy vzorec na tomto jednotkovém intervalu; obecny piipad

dostaneme linearni substituci
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t—aj
X= , t=a.+h-x
h
a to ve tvaru If I a,+h- xhdu—jg x)dx
kde g,(x)=hfla, +h-x).

Budeme potiebovat i derivace této funkce:
(i)( ):hi+1 i( B )
g; \x f'\a;+h-x).

Rozdé€lenim na dostate¢né velky pocet dil¢ich intervalii dostdvame libovolné¢ malou
hodnotu funkci gj ale zejména jejich derivaci, pokud jsou derivace plvodni

funkce f omezené. To je dulezité pii odhadech chyb.

1.1 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Nejprve proberu metody, v nichZ jsou uzlové body ekvidistantni, tj. vzdalenost soused-
nich uzlovych bodu je stdld. Jednoduché vzorce uvedu vzdy nejdiive pro integraci na
jednotkovém intervalu, coZ zjednodus$i odvozeni a umoZzni jednoduché zndzornéni i
srovnani metod. Jak vyplyva z predchoziho, nic tim neztrdcime na obecnosti. Teprve
pak odvodime sloZeny vzorec pro obecny piipad. Budu pouZivat znacenfi jen s tim roz-
dilem, Ze pismeno A pro odhad integrdlu nahrazujeme jinym pismenem, oznacujicim

integracni metodu.

Princip: Interval <a,b> pies ktery integrujeme rozdélime na N stejnych podintervali.
Uzlové body ozna¢ime x, = x, +k-h,kde k=0,1,....N—-1
b—

A h= Ta. Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem.

1.1.1 Obdélnikové pravidlo
Funkci fnahrazujeme konstantni funkci ¢.

Zakladni kvadraturni vzorec zde odvodime tak, Ze na intervalu <xy,Xyx.+1> nahradime

. < 1 s
funkci f konstantou rovnou hodnoté f [xk +§hj dostavame
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[ f()dx= h-f(xk +%hj =R.(f:h)

5
,

[ =]

N

Obr. 1. Graf: Obdélnikového pravidla
Slozeny vzorec ma tvar (interval <a,b> délime na N dil¢ich intervalt)
b

If(x)dx = NZj

a

Xkt

J:f(X)dxzhgf(xk +%hj =R.(f:h)

A odpovida tomu, ze jsme nahradili funkci f na intervalu <a,b> po ¢astech konstantni

funkeci.
Algoritmus:
Vstup: a, b, fix), N

_b-a
N

h

pro k=0,1,..,N -1

xr=a+ kh

R(f,h)= thl f[xk +§j

k=0

Vystup:  R(f, h)
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1.1.2 Lichobéznikové pravidlo
Nahrazujeme linedrni funkci.

Zékladni vzorec odvodime tak, Ze na intervalu <xy,Xx+;> nahradime funkci f linedrnim

interpolacnim polynomem, ktery interpoluje f'v uzlech x; a xi.;. Dostaneme

X1

[ £l =[5 )+ £ =T (72h)

B3

."llli/
A4k l,:
5k
a4
o
L Lr41
-1 0 2 3 4 5 5 7

Obr. 2. Graf: LichobéZnikového pravidla

SloZeny vzorec ma tvar:

jf xo)+2f(x1)+2f(x2)+ 2l )+ flxy h{ fxo)+§f(xk)+§f(xN)}7(f;h)

a 0dp0v1da nahrazeni funkce f na intervalu <a, b> aproximaci ¢, ktera je po ¢astech po-

lynomem prvniho stupné.
Algoritmus:
Vstup: a, b, f(x), N

b—a
N

h =
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pro k=0,,.,N—-1

Xy=a+ kh

=

T(f.n)=2 2 (f(x )+ fx.)

| =

k

I
(=]

Vystup:  T(f, h)

1.1.3 Simpsonovo pravidlo
Nahrazujeme kvadratickou funkci.
V této metodé volime tii uzlové body; dva na krajich intervalu, jeden uprostied,

tedy xp = 0, x; = 1/2, x; = 1. Prolozime kvadraticky polynom a ten zintegrujeme.
K odvozeni koeficienti potiebujeme vypocitat plochu pod parabolou uréenou tfemi
body, totiZ hodnotami g;(0), g;(1/2), gi(1) v uzlovych bodech. Jednou z moZnosti odvo-
zeni je pouziti Lagrangeova tvaru interpolacniho polynomu. Ten ddva vysledny poly-
nom jako linedrni kombinaci polynomu, jejiz koeficienty jsou g;(0), gi(1/2), g;(1). Staci
ptislusné polynomy integrovat na jednotkovém intervalu a dostaneme ptislusné vihy

Wo, Wi, W2.

Hledana plocha pod parabolou je ur¢end linearni funkci:
Sj = WOgj(x0)+ ngj('xl)+ Wzgj(xz): WOgj(O)+ ngj(1/2)+ Wzgj(l)

kde woy, w;, w> jsou nezndmé koeficienty. Vzorec bude pfesny, bude-li g; libovolny

kvadraticky polynom. Specidln¢ pro gj(x) = I dostaneme:
1
wo+w +w, = [ ldx=1
0

Podobné¢, dosadime-li gj(x) = X, dostaneme:

1 ‘ 1
—W, +w, = dexz—
2 0 2
A pro gi(x) = x° dostaneme
‘ 1
—w, +w, =J.x2dx=—
4 0 3
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Tim dostaneme soustavu 3 linedrnich rovnic pro 3 nezndmé wy, w;, w; , ta ma feSeni

Dostaneme jednoduchy vzorec:

S, :égj(0)+§gj(1/2)+%gj(l):%(f(af)+4f(aj +H/2)+ fla, +1)

P

pro sloZzeny vzorec se Castéji uvadi ptipad, kdy je H=h/2

Xk+2

[ £lode =21 )+ af )+ £ = . (7:20)

Ak

a3

Obr. 3. Graf: Simpsonova pravidla
Algoritmus:
Vstup: a, b, f(x), N
N musi byt sudé

(b—a)
N

h=

pro k = 0,1,...,%—1

xr=a+ kh
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| =

S(f’h) = (f(x2k )+4f(x2k+1)+ f(x2k+2 ))

w | >
MN

T
=

Vystup:  S(f;h).

1.2 Richardsonova extrapolace

Postupu pro zvySovani presnosti vysledki ziskanych numerickou metodou se tikd Ri-

chardsonova extrapolace nebo extrapolace na h = 0.
Metoda polovi¢niho kroku:

Vyraz pro chybu mé tvar:

e(f)=h*M, h=

(1) [=K(h)+h*M

. . h
Idea: Vypocteme integral stejnym vzorcem, ale s krokem 5

Dostaneme: 2) I = (—] + (—j M1

Predpokladame-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pfili§ neméni

G- M=M,= % =1.Pro (1’) a (2) musi platit:

1

K[§j+gzl{(h)+2kg
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Odhad chyby: £= ;{K(ﬁj - K(h)} .

Presnéjsi hodnota integralu:

{32

Poznamka: Metoda polovi¢niho kroku neni nic jiného nez jeden krok Richardsonovy

extrapolace.

1.3 Gaussovy kvadraturni vzorce

Gaussovy vzorce jsou podobné Newton-Cotesovym vzorciim. Rozdil spo¢iva v tom, Ze
body v kterych pocitdime funk¢éni hodnoty, nejsou rozdéleny ekvidistantné. Newtono-
vy-Cotesovy kvadraturni vzorce s n + 1 ekvidistantnimi (pevné zvolenymi) uzly inte-
gruji ptesné polynomy az do n-tého (piip. (n+1)-niho) stupné. Uvazujeme-li interpo-
la¢ni kvadraturni vzorce s obecnym rozlozeni uzli x;, i = 0,1,..n, na intervalu <a, b>,
da se ukdzat, Ze pii vhodnych xi Ize dosdhnout toho, aby algebraicky fdd vzorce byl
zhruba dvojnéasobny a rovnal se 2n + 1. Za uzly x; je pfitom tfeba brat kofeny jistych
ortogondlnich polynomi. Tyto vzorce vyssi piesnosti se nazyvaji Gaussovy kvadratur-
ni vzorce. Hodnoty jejich uzll a vah je moZno najit v tabulkach, pfip. jsou jiz zabudo-
vany do standardnich programt, béZné zatfazovanych do programového vybaveni vy-
pocetnich stiedisek. Popis zdkladnich vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorct

zformulujeme jako vétu.

Véta:

Budiz {Q;, j = 0,1,..} soustava polynomu ortogonélnich na intervalu <a ,b> s vahou
Q (x) = 1 (spojity piipad). Zvolme pevné nezdporné celé ¢islo n a oznaCme x;,

i =0,1,..,n, kotfeny ortogondlniho polynomu Q,.; (n + 1)-niho stupné. Sestrojme inter-
polacni kvadraturni vzorec s uzly x; a koeficienty w; danymi vztahem (Gausstv kvadra-

turni vzorec). Pfi této volbé uzll x;, i = 0,1,...,n, pak pro kazdy polynom

Pn+1 (2n + I)-niho stupné plati:
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Obr. 4. Graf: Gaussovy metody
Nejjednodussi Gausstuv kvadraturni vzorec je:

K(f) = [ fla)de = 27(0) + :"(6)

—_——
chyba
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Poznamka: Dalsi Gaussiuv kvadraturni vzorec (pro m = 1) vypada takto:

K(f)= f_ll flx)ydz=f (_\/Tg) +f (V’Tg) Hrfm
LN

chyba

seometricky si jej lze predstavit takto:

3 1
25 f
2 g /’
e
H“m
15 / - _d__,»/
/
1 /
ost [
T
0 £ = 3
-1 g o gt
-05 = s
V3 V3
Ry > s D 05 1 1z

Obr. 5. Graf: Dalsi zobrazeni Gaussovy metody
Algoritmus:
Vstup: a, b, f{x), N, wo,...,Wn.;

b—a
N

h =

Pro uzly jednoho intervalui =0, 1,..., n-1

xi=a+ hi
N-1 n—-1
G.(f.h)=h w,fla, +h-x,)
j=0 i=0
Vystup:
G,(f.h)

1.3.1 Vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzora

Véta o Gaussovych kvadraturnich vzora se da dale upfesnit v tom smyslu, Ze algeb-
raicky fad Gaussova kvadraturniho vzorce s n + 1 uzly je pravé 2n + 1. Je totiz doka-

zano, Ze zadny interpolacni kvadraturni vzorec s n + 1 uzly nemtiZe integrovat presné
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vSechny polynomy (2n + 2)-tého stupné. Gaussovy vzorce maji tedy nejvySsi mozny
algebraicky fdd. Snad jesté dulezitéjsi je vlastnost Gaussovych vzorcd, Ze pii n — oo
konverguji k presné hodnoté integrdlu dokonce i pro funkce, které jsou na intervalu <a,
b> pouze po ¢astech spojité a maji tam konecny pocet skokil. Pro takové funkce muize

byt v§ak konvergence velmi pomala.

1.3.2 Pouziti Gaussovych vzorci

Koeficienty a uzly Gaussovych vzorcii maji komplikovanéjsi strukturu, nez je tomu u
jednoduchych vzorci Newtonovych-Cotesovych. Gaussovy vzorce jsou proto pro vy-
pocty v ruce ¢i na kapesnim kalkuldtoru méné oblibeny. Vybaveni knihoven vypocet-
nich stfedisek vSak umoziuje pii vypoctu na pocitaci béZné pouZzivat Gaussovy vzorce

fadu 10 az 20, n¢kdy 1 vice.

Porovname-li Gaussovy vzorce s Newtonovymi-Cotesovymi vzorci, zjiStujeme, Ze
pro dostatecné hladké funkce daji pfi stejné vynaloZené praci Gaussovy vzorce nej-
presnéjsi vysledek. Pokud dokdzeme piedem odhadnout, jak vybrat fad (resp. pocet uz-
It) tak, abychom Gaussovym vzorcem dosdhli pozadované piesnosti, je na mist¢ dat
tomuto vzorci prednost pied jinymi metodami. Takova situace se Casto vyskytuje tam,
kde v n¢jakém cyklu (napf. iteracni proces, optimalizace) pocitdme hodnoty posloup-
nosti integralq, lisicich se od sebe postupné¢ se ménicimi hodnotami nékterych paramet-

o

ru.

Neni-li takovy odhad prakticky proveditelny, postupuje se zpravidla tak, zZe se po-
stupné zvySuje algebraicky fdd pouzitého vzorce tak dlouho, aZ jsou dvé€ po sob¢ ziska-
né aproximace hledaného integrdlu v mezich potfadovné piesnosti identické (vyuziti
konvergence!). Je také moZno pouZit sloZzeny vzorec a postupné zjemnovat déleni inter-
valu integrace na dil¢i intervaly. Protoze ale funk¢ni hodnoty pouzité ve vzorci s méné
uzly nemohou byt u Gaussovych kvadraturnich vzorci obecné vyuZity ve vzorcich

s vice uzly, je takovy vypocet ¢asto pracnéjsi.
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1.4 Adaptivni metody

V dosud uvedenych metodéach jsme predpoklddali, Ze velikost integraéniho kroku je kon-
stantni na celém intervalu <a, b>. Priibéh funkce se ale miiZe na tomto intervalu znacné
ménit. Velikost chyby vSak zavisi na integrované funkci, napf. chyba Simpsonovy metody
je umérna ¢tvrté derivaci. Je tedy vhodné velikost integra¢niho kroku £ ptizptisobovat pri-
béhu funkce. Tam kde se funkce prudce méni (tj. napf. u Simpsonova pravidla je velkd
¢tvrtd derivace) pouZijeme maly krok, tam kde se funkce moc neméni pouZijeme maly

krok. Metodam, které automaticky pouZzivaji tuto strategii se tika adaptivni metody.

Vstupem pro adaptivni metody neni velikost integra¢niho kroku 4, ale napt. poza-
dovana velikost relativni chyby €. Vhodnym integracnim pravidlem a metodou polovi¢niho
kroku spocitdme hodnotu integralu / a odhad jeho chyby Al. Pokud je ziskand relativni
chyba AI/I ptiliS velkd, rozd€lime integrovany interval na poloviny, které integrujeme
zvlast’ stejnym postupem. Timto zplisobem se budou intervaly, kde je chyba velkd, d¢€lit n

kratsi, zatimco intervaly s malou chybou zlstanou nedéleny.
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2 ODHAD CHYBY

Chybu vypocitaného integrédlu lze teoreticky odhadnout chybovymi ¢leny uvedenymi

u predchozich vzorcii. V téchto vzorcich se vyskytuje maximdlni hodnota derivace,
kterd se zjiSt'uje obtizné. I kdyZ se podaii odhad derivace ziskat jsou vysledné odhady
chyby zbyte¢né pesimistické. Proto se vzorce tohoto typu piimo k odhadu chyby nepo-
uzivaji. Pro odhad chyby se pouziva nej€astéji metoda polovicniho kroku. Ptedpokla-
dem této metody je, Ze zavislost chyby na délce kroku lze vyjadfit ve tvaru fady zaci-

najici k-tou mocninou, tj.

Vsechny vzorce se kterymi jsme se setkali tomuto pfedpokladu vyhovuji, napt. sloZené

Simpsonovo pravidlo k =4, a, = _% @,

Spocteme odhad I(h) naseho integralu, pro dva rtzné kroky h; a h,. Pro presnou hodno-

tu integrdlu / bude tedy platit:

I=1(h)+ah +a, +1hf" +......

I=1I(h,)+aht+a, +105" +.......

Tj, ,,ptesny vysledek je pfiblizny vysledek plus chyba“. Zanedbdame-li vyssi Cleny

v rozvoji chyby, lze ,,pfesnou hodnotu integrélu /, vyjadfit ve tvaru:

1, I(h1)+akh1k
1, I(hz)"‘ akh§
V téchto vztazich nezndme pouze koeficient a; a hodnotu 7,. Mdme ale dv€ rovnice pro
dvé nezndmé a ty mizeme vyftesit. Vysledkem je odhad chyby E.
hk
Elhy)=ayhf == 1(n,)-1(n,)]

hf —h}
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Druhy krok vétSinou volime jako polovinu kroku prvniho, odtud ndzev metoda polo-

vi¢niho kroku, tj. h; = 2h; = 2h. Vzorec pro vypocet chyby potom je

E(2h)= 23"_1 [1(1) - 1(21)]

Tento vzorec je zdkladem metodou poloviéniho kroku. Ze dvou odhadd integrilu

(1(2h),1(h)) ndm umoziuje odhadnou velikost chyby.

V rozvoji chyby se Casto vyskytuji pouze sudé ¢i pouze liché mocniny délky kroku

(napf. u Newtonovych-Cotesovych vzorcti).
E(h)=>a;n*
Jj=k

Vysledny vzorec v tomto piipade¢ je:

B = r6)- 1)

Pii spravné implementaci funkéni hodnoty po jemny krok nevypocitdvame vSechny

znovu, ale pouZijeme hodnoty z integrace pro hruby krok.

Rad metod integrace:

Tab. 1. R4d metod integrace Newton-Cotesovych vzorct

Metoda Rad
Obdélnikova 2
LichobéZnikova 2
Simpsonova 4

Kritériem pro porovnani zdvislosti chyby metody na kroku miiZe byt ¥4d metody. Rdd
metody integrace definujeme jako exponent (h) v nejnizSim obecné¢ nenulovém c¢lenu
Tailorova rozvoje chyby metody podle 4 v okoli bodu 0 (za predpokladu, Ze integrandu

fma dostatecné¢ mnoho spojitych derivaci, aby piislusny Tailoriv rozvoj existoval).
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Jak bylo uvedeno, kviili chybé metody je Zadouci volit krok integrace # pokud mo-
no maly. Brani tomu vSak pracnost vypoctu (je imérna /) a zCasti 1 numerické chyby,
které se kumuluji pti s¢itani velkého poctu sc¢itanci. M&jme na paméti, Ze integrandu
muiZe ménit znaménko, takZe pak odecitdme a mliZzeme dostat velkou numerickou chy-
bu. Na rozdil od numerické derivace nemiZeme volit krok opac¢ného znaménka.

Simpsonovo metoda je z Newton-Cotesovych vzorcil nejvySsiho fadu, lze ocekévat,
Ze bude dévat nejpiesnéjsi vysledky, aniz bychom museli pouzit ptili§ maly krok. Ten-

to zavér uvedenych metod je v podstaté stejny, roste linedrné s poctem intervali V..

S polovi¢nik krokem 4 = h/2 bychom pro Simpsonovo metodu dostali odhad:

|S—1|Smh4

180
Poznamka:
st Y
ol
R - ~ ' ~ ” 3

Skuteéné ma obdélnikové

pravidlo asi polovi¢ni chybu ol

nez lichobéZznikové.
1

T

0
i 0 1' > 3 4 5 5 7

Obr. 6. Grafické zndzorneni chyby Llich., Obd. a Simp. metody
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II. PRAKTICKA CAST
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3 POPIS SIMULACNIHO MODELU

3.1 Popis uZivatelského prostredi

Po spusténi programu se uZivateli zobrazi nasledujici uzivatelské prostiedi:

| <) numericka integrace

52 5ir[3'%)

Wokresl funbci

 Wopodet integralu [

Obr. 7. UZivatelské prostredi po spusteni

FUNKCE: f(x): Zadava se jako prvni. Do programu je vloZena jednoduchd funkce se
syntaxemi v programu MATLAB a v prosttedi GUIDE.

Meze grafu na ose x od — do: Zadava se jenom pro grafické zndzornéni, neméd souvislost
s vypocty riznych metod. Je to jen pro pfedstavu jak miZe dana funkce vypadat z jinymi

mezemi grafu nebo jak funkce bude pokracovat.

Zobraz PDF: Zde je popis a vzorce pro vypocty uvedenych metod numerické integrace
(Obdélnikové pravidlo, Lichob&Znikové pravidlo, Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadra-
turni vzorce, Richardsonova extrapolace a odhad chyby). V tomto ptipad¢ slouzi jako na-

povéda.
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Vykreslit funkci: Vykresli ndmi zadanou funkci s mezemi které jsme zadali a zobrazi{ jako

graf.

i ) numericka integrace

w2 5[ 3]

4019035897

Obr. 8. Vykresleni funkce Newtonovy-Cotesovych kvad. Vzorce — Obdélnik. pravidlo

Numerické metody integrace: Zde si uZivatel vybere jednu z moznosti feSeni numerické
metody integrace. Vybér z Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Obdélnikové pravi-
dlo, Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Lichobé&Znikové pravidlo, Newtonovy-
Cotesovy kvadraturni vzorce — Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturni vzorce a jako
posledni Adaptivni metoda — Simpsonovo pravidlo (je zde pouZit vypocet Adaptivni meto-
dy ze Simpsonovy metody pro nejpfesnéjsi vysledek). UZivatel si musi kliknutim vybrat

jednu z metod.

Pocet intervalii N: Na kolik ¢asti se rozd¢li dand funkce. Tahle moZnost je jen u Newto-
novy-Cotesovy kvadraturni vzorce — LichobéZnikové pravidlo, Newtonovy-Cotesovy kva-
draturni vzorce — Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturni vzorce. Adaptivni pravidlo

nepocitd s poctem intervalll, protoZe si je zaddva podle potieby.
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Spodni mez a =: Na intervalu <a, b> znamena jakou ¢iselnou hodnotu bude mit parametr

a.

Spodni mez b =: Na intervalu <a, b> znamena jakou ¢iselnou hodnotu bude mit parametr

b.

Pocet uzlovych bodi r =: Zadava se jen u Gaussovych kvadraturnich vzorcu. Je to pro
zptesnéni vysledku. 1. uzlovy bod r odpovida vysledky jako Newtonovy-Cotesovy kvadra-
turni vzorce — obdélnikové pravidlo. 2. uzlovy bod r odpovida 4 tadu. 3. uzlovy bod r od-

povida 6 fadu metody. Rozd¢€luje dany interval na vice bodi.

Vystup: Zde se vypisuji vSechny vypocitané vysledky. Nazev metody. Zobrazeni dané
funkce, jeji meze, pocet intervalit N, délkou krokli a u Gaussovych kvadraturnich vzorct
jesté pocet uzlovych bodi. Integrdl spocitany symbolicky a vycisleny (I(sym)), integral
spoc¢itany numerickou metodou integrace (/(num)) a vycCisleny. Jako posledni vystup je
1 (num) -1 (sym)
1(sym)

relativni chyba numerické integrace & relativni chyba numerické inte-

grace. Dale vypocty Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Lichobéznikové pravidlo,
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturni
vzorce pro pouZiti Richardsonova extrapolace jesté tabulka vypoctu:

Fro wwpocet bylo pouzito slozens Gauzsowy kyvadraturni yvzorce,

F.2 zprezneni byla pouzita Richardzonova extrapolace.
| pocint. | h | [Axlabh] | Vhkoekee | Zkorekce | Jkoekee | 4 korekce |

[ 4 | 078540 | 4.01303600 |

[ 8 [ 033270 | 3.33878842 | 311203323 |

| 16 | 019635 | 3718370176 | 314000621 [ 314167067 |

[ 32 | 00937 | 3715363680 | 314161515 [ 314172241 | 314172006 |

| B4 | 0.04303 | 374463430 | 314171347 | 314172002 | 314171333 | 314171533

Obr. 9. Vystup v programu pri pouZiti Richardsonovy extrapolace
Smaz: Tlacitko slouZzi k vymazani vystupu.
Integral: Zde je vycCisleny vypocet ndmi zadaného integralu.

Vypocet integralu: Program provede vypocet integrdlu u nami zadané metody

s parametry, ktery jsme ji ur€ili.

Vykresli integral: Pii zaSkrtnuti zobrazi prib¢h funkce na grafu s rozdélenim danou me-

todou.
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0 0.5 1 1.5 2 25 3
o Wulresli integral

Obr. 10. Poufiti tlacitka ,, Vykresli integrdl “ u Obdélnikové metody

Chyba aproximace: ¢ (epsilon) zde se zaddva s jak malou chybou se ma dand metoda spo-
Citat.

Richardsonova extrapolace: Pii oznaceni provede na vystupu Richardsonovu extrapolaci
pii pouziti dané metody. Jde oznacit jen u Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Li-
chobéZnikové pravidlo, Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Simpsonovo pravidlo,

Gaussovy kvadraturni vzorce.

3.2 Ukazka programu pri pouziti Simpsonova pravidla

Jako prvni se zada funkce, pocet intervalu N, horni a dolni mez. Ddle se vybere integracni
metoda, pro kterou chceme danou funkci spocitat. Uréime si jestli chceme zadat Richard-

sonovu extrapolaci, jakou chybu ma danda funkce obsahovat.

Poté oznacime ,,Vykreslit integrdl* a ddme ,,Vypocet integrdlu®. Na vystupu se ndm zobra-

zi vysledek a na grafu dana funkce a jeji rozdéleni danou metodou. Viz obr. 11.
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| -) numerickaintegrace

w2 ein(3%)

Mewtonowy-Catezowy kyvadratumi vzorce - Simpzonava pravidio

Wukresl funkzi

1275727742 ' d

Obr. 11. Ukdzka pouZiti programu u Obdélnikového pravidla
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4 STATISTICKE VYHODNOCENI VYSLEDKU

Testovani probé&hlo pro 5 funkci f{x) a pro pocet intervali N = 4 a N = 10. Srovndval jsem
relativni chybu integracnich metod v zdvislosti na poctu pouZitych intervali a v riznych
mezich. Jako posledni je uvedena Adaptivni metoda, kterd si pocet intervalli N dopocitava
s chyby epsilon (g). Proto se délka intervalll u této metody méni. SnaZil jsem se vybrat

funkce takové, aby kazd4 méla jiny prab¢eh.

4.1 Statistické vyhodnoceni

Dana funkce byla definovdna pro meze intervalu <0, pi>. Funkce byla testovdna pro me-
tody: Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce — Lichobé&Znikové pravidlo, Newtonovy-
Cotesovy kvadraturni vzorce — Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturni vzorce pro
pocet uzlovych bodii r =1, r =2 a r = 3 a jako posledni Adaptivni metoda. VSe bylo poci-

tdno ve vytvofeném programu. Srovnani bylo provedeno v tabulkach.

4.1.1  Vyhodnoceni pro f(x )= 2-(x)’ -sin(x)

Obr. 12. Grafické zndzorneni dané funkce f(x):
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Tab. 2. Tabulka pro f (x)= 2- (x)-sin(x) s poctem intervali N = 4.

Tabulka pro funkci f(x) = 2~()c)2 -sin(x) s po&tem intervalt N = 4 a v mezich < 0, pi >:

Cislo: Nazev metody: . |Relativni chyba
Numerické vyjadreni numerické in-
' integralu I(num): | tegrace v (%):
1 Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce - 12739 4301
Obdélnikové pravidlo ’ ’
2 Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce - 10,727 8,62
Lichobéznikové pravidlo
3 Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce - 11.719 0.17
Simpsonovo pravidlo ’ ’
4 Gaussovy kvadraturni vzorce (s poCtem 12244 4.301
uzlovych bodt r = 1) ' '
5 Gaussovy kvadraturni vzorce (s poctem 11.74 0.00419
uzlovych bodu r = 2) ’ ’
6 Gaussovy kvadraturni vzorce (s poctem 11.739 0.000063
uzlovych bodd r = 3) ’ ’

Tab. 3. Tabulka pro f(x)= 2-()c)2 -sin(x) s poétem intervalt N = 10.

Tabulka pro funkci f(x) = 2-(x)2 -sin(x) s poctem intervalil N= 10 a v mezich < 0, pi >:

Cislo: Nazev metody:

Numerické vyjadreni|Relativni chyba nume-
integralu l(num): rické integrace v (%):

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzor-

1 ce - Obdélnikové pravidlo 11,82 0,691
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzor-

2 |ce - Lichobéznikové pravidlo 11,577 1,3825
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzor-

3 ce - Simpsonovo pravidlo 11,739 0,00299
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | &étem uzlovych bodir = 1) 11,82 0,691
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 ¢tem uzlovych bodu r = 2) 11,739 0,000085

Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
6 ¢tem uzlovych bodu r = 3) 11,739 0,00000024
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4.1.2  Vyhodnoceni pro f(x )= (x)* -cos(5x)

]

Obr. 13. Grafické zndzornéni dané funkce f(x).

Tab. 4. Tabulka pro f(x)= (x)2 -cos(5x) s poétem interval N = 4.

Tabulka pro funkci f(x) = (x)2 -cos(Sx)s pocétem intervali N=4 a v mezich <1,2.8>:

Cislo: Nazev metody: Numerické vyjadreni|Relativhi chyba nume-

integralu l(num): rické integrace v (%):

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

1 vzorce - Obdélnikové pravidlo 2,145 24,596
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

2 |vzorce - Lichobéznikové pravidlo 0,924 46,309
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 2,109 22,498
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | ¢tem uzlovych bodir = 1) 2,145 24,596
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 | ¢étem uzlovych bodui r = 2) 1,71 0,646

Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
6  ¢tem uzlovych bodl r = 3) 1,721 0,0059
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Tab. 5. Tabulka pro f (x)= (x)2 -cos(5x) s poctem intervalt N = /0.

Tabulka pro funkci f(x) = (x)2 -cos(Sx)s poétem intervald N=10 a v mezich <1,2.8 >:

Cis-
. Nazev metody: Numerické vyjadreni | Relativni chyba nume-
lo: b/ y
integralu I(num): rické integrace v (%):
ewtonovy-Cotesovy kvadraturni
1 vzorce - Obdélnikové pravidlo 1,781 3,481
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni
2 vzorce - Lichobéznikové pravidlo 1,603 6,898
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni
3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 1,728 0,375
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
4 | &tem uzlovych bodir = 1) 1,781 3,481
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
5 | &tem uzlovych bodl r = 2) 1,721 0,015
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
6  ¢tem uzlovych bodl r = 3) 1,722 0,000022

4.1.3  Vyhodnoceni pro f(x )= exp(-2x)

i

———

Obr. 14. Grafické zndzornéni dané funkce f(x).
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Tab. 6. Tabulka pro f (x)= exp(—2x) s poétem intervali N = 4.

Tabulka pro funkci f(x) = exp(— 2x) s poctem intervalti N = 4 a v mezich <0, pi>:

Cislo: Nazev metody:

Numerické vyjadreni|Relativhi chyba nume-
integralu I(num): rické integrace v (%):

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

1 vzorce - Obdélnikové pravidlo 0,451 9,586
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

2 |vzorce - Lichobé&znikové pravidlo 0,598 19,763
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 0,512 2,594
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | &tem uzlovych bodl r = 1) 0,451 9,586
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 | &tem uzlovych bodur = 2) 0,498 0,13
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

6 | ¢tem uzlovych bodi r = 3) 0,499 0,000686

Tab. 7. Tabulka pro f (x)= exp(—2x) s poétem intervala N = /0.

Tabulka pro funkci f(x) = exp(— 2x) s poctem intervalti N=10 a v mezich <0, pi >:

Cis- Nazev metody:

lo: Numerické vyjadreni | Relativni chyba nume-
integralu I(num): rické integrace v (%):

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

1 | vzorce - Obdélnikové pravidlo 0,49 9,586
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

2 |vzorce - Lichobéznikové pravidlo 0,515 19,763
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 0,499 2,594
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | étem uzlovych bodlr = 1) 0,49 9,586
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 | étem uzlovych bodl r = 2) 0,499 0,13

Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
6 ¢tem uzlovych bodu r = 3) 0,499 0,000686
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4.1.4  Vyhodnoceni pro f(x )= sin(2x)+ cos(xo’5 )

Obr. 15. Grafické zndzornéni dané funkce f(x).

Tab. 8. Tabulka pro f (x)= sin(2x)+ cos(xo‘5 ) s poctem intervall N = 4.

Tabulka pro funkci f(x) = sin(2x)+ cos(xo’s) s poctem intervalti N =4 a v mezich <0, pi>:

Cis- ,

~ Nazev metody: o L
lo: Numerické vyjadreni | Relativni chyba nume-
integralu I(num): rické integrace v (%):

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

1 vzorce - Obdélnikové pravidlo 1,066 0,535
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

2 | vzorce - Lichobéznikové pravidlo 1,083 1,071
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 1,072 0,00034
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | &tem uzlovych bodir = 1) 1,066 0,535
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 | ¢&tem uzlovych bodlir = 2) 1,072 0,000014

Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
6  C¢tem uzlovych bodl r = 3) 1,072 4,82E-11
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Tab. 9. Tabulka pro f (x)= sin(2x)+ cos(xo’5 ) s poétem intervald N = 10.

Tabulka pro funkci f(x) =sin(2x)+ cos(xo’s) s poctem intervali N=10 a v mezich <0, pi >:

Cis- Nazev metody:

lo: Numerické vyjadreni | Relativhi chyba nume-

mterélu I(num): rické integrace v (%):

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

1 | vzorce - Obdélnikové pravidlo 1,071 0,0857
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

2 |vzorce - Lichobé&znikové pravidlo 1,074 0,171
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 1,072 0,00000865
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | ¢&tem uzlovych bodur = 1) 1,071 0,0857
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 | é&tem uzlovych bodu r = 2) 1,072 0,0000003604
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

6  ¢tem uzlovych bodl r = 3) 1,072 1,86E-13

4.1.5  Vyhodnoceni pro f(x )= —x* +8

r

Obr. 16. Grafické zndzorneni dané funkce f(x).
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Tab. 10. Tabulka pro f (x)= — x> +8 s podtem intervalii N = 4

Tabulka pro funkci f(x) =— x*+8s poctem intervaltl N= 4 a v mezich <-2,4 >:

Cis-
lo:

Nazev metody:

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

Numerické vyjadreni
integralu l(num):

Relativni chyba nume-
rické integrace v (%):

1 | vzorce - Obdélnikové pravidlo 25,125 4,867
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

2 | vzorce - Lichobéznikové pravidlo 21,75 9,375
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni

3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 24 0
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

4 | &tem uzlovych bodlr = 1) 25,125 4,687
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

5 | ¢&tem uzlovych bodir = 2) 24 0
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-

6 ¢tem uzlovych bodu r = 3) 24 1,48E-14

Tab. 11. Tabulka pro f (x)= — x° +8 s poétem intervali N = 10.

Tabulka pro funkci f(x) =— x*+8s poétem intervalli N= 10 a v mezich <-2, 4 >:

Cis- ,
. Nazev metody: . i . .
lo: Numerické vyjadreni|Relativni chyba nume-
integralu I(num): rické integrace v (%):
ewtonovy-Cotesovy kvadraturni
1 | vzorce - Obdélnikové pravidlo 24,18 0,75
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni
2 | vzorce - Lichobéznikové pravidlo 23,64 1,5
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni
3 | vzorce - Simpsonovo pravidlo 24 0
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
4 | ¢tem uzlovych bodlr = 1) 24,18 0,75
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
5 | &tem uzlovych bodur = 2) 24 0
Gaussovy kvadraturni vzorce (s po-
6  ¢tem uzlovych bodur = 3) 24 0




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 39

4.1.6  Vyhodnoceni pro Adaptivni metodu

Relativni chyba Adaptivni metody je srovnana pro vSech pét funkci. Pro dplnost vysledki

zde dokladam tabulku.
Tab. 12. Tabulka pro Adaptivni metodu
Adaptivni metody - Simpsonovo pravidlo:
Pocet in- Numerické vyjadreni inte- Relativni chyba numerické
Funkce f(x): tervalt N: gralu I(num): integrace v (%):
2-(x) -sin(x)
meze <0, pi > 17 11,739 0,00006545
(x)2 . cos(Sx)
meze <—=2,4 > 25 1,722 0,0042
exp(-2x)
meze <0, pi > 9 0,499 0,0369
sin(2x)+cos(x"?)
meze <0, pi > 5 1,072 2,058E-07
-x"+8
meze <1,2.8 > 5 11,66 1,52E-14
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ZAVER
Moznosti vyuziti Newton-Cotesovych a Gaussovych vzorcich, Richardsonovu extrapolaci

a Adaptivni metodu jsem popsal v teoretické ¢asti.

Program byl vytvofen v Matlabu a v modulu programového prosttedi Guide. Moje baka-
latskd price je zaloZena na tomto programu o kterém si myslim, Ze by mohl souZit i jako

vyukovy prostiredek.

Vyhodnoceni jsem provadél pro pét jinych funkcei s jinym pribéhem, tak aby se kazda me-
toda chovala jinak a byla patrnd relativni chyba integracnich metod v zévislosti na poctu

pouzitich intervald. V mém ptipad¢ pro pocet intervala N =4 a N = 10.

Nejvétsi chybu ukazuje LichobéZznikové pravidlo a je vétSinou dvojndsobna oproti druhé
nejnepresnéjsi metod¢, kterou je Obdélnikové pravidlo. Dalsi metodou bylo Simpsonovo
pravidlo, které ukazovalo malou chybu vétSinou v desetindch az tisicindch mist. TakZe
Simpsonovo pravidlo je velice piesné. Dalsi jsou Gaussovy vzorce, které jsem délal pro
pocet uzlovych bodt r = I, r = 2 a r = 3. Vypocty a vzorce pro dalsi uzlové body nejsou
v tabulkdch uvedeny a je zbyte¢né pocitat pro vyssi pocet uzlovych bodu. Jsou to vzorce
pro 2, 4 a 6 f4d metod. Pro pocet uzlovych bodii r = I jsou hodnoty naprosto stejné jako u
Obdélnikového pravidla. Pro pocet uzlovych bodl r = 2 a r = 3 jsou hodnoty nejmensi a
proto je tato metoda nejpresnéjsi ale pro matematickou ndroc¢rnost bych ji nedoporucoval
pocitat na papite ale jenom v pocitacich a specifickych programech pro tuto ¢innost urce-
nych. Jako posledni je Adaptivni metoda, kdy vstupem neni velikost integra¢niho kroku #,
ale pozadovand velikost relativni chyby €. Z mého vyhodnoceni vychdzi jako druhd nej-
pfesnéj$i metoda a pro svoji men$i naro¢nost nez Gaussovy kvadraturni vzorce bych ji

doporucil nejvice.

Doufédm, Ze tento program bude svou ndzornosti problému dobrou ucebni a vyukovou po-

muckou pro pfedmét Simulace systémtl.
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PRILOHA PI: CAST ZDROJOVEHO KODU NEWTON-
COTESOVYCH VZORCU.

function I=newton_quad(funfce, a, b, N,pravidlo,vykresli);
if exist('pravidlo’)
if any(pravidlo == [1 2 3])
rule = pravidlo;
end
elserule =1;
end
1=0;
h = (b-a)/N;
deleni = (b-a)/100;
if vykresli
xx=a:deleni:b;
fcef=feval(funfce,xx);
maxy = max(fcef);
miny = min(fcef);
barva=[0.75 0.85 0.75];
hold off
plot(xx,fcef, LineWidth',2,'Color','r');
s = (maxy - miny)/20;
axis([a b miny-s maxy+s]);
hold on
end
Yoaxis([a-sx/10 b+sx/10 min_y-.1*sy max_y+.1%sy]);
switch rule
case 1
obdélnikové pravidlo - Midpoint(rectangular) Rule
fori=1:N
xlevy = a+(i-1)*h;
xpravy = a+i*h;
xstred = (xlevy+h/2);
stred = feval(funfce,xstred);
I=I + stred*h; % vysledek
if vykresli,
fill([xlevy,xlevy,xpravy,xpravy],[0 stred stred 0], barva);
plot(xstred,stred,'or');
end
end
case 2
lichobéznikové pravidlo - Trapezoidal Rule
fori=1:N

xlevy = a+(i-1)*h;
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Xxpravy = a+i*h;
levy = feval(funfce,xlevy);
pravy = feval(funfce,xpravy);
I=I + h*(pravy+levy)/2;
if vykresli,
fill([xlevy,xlevy,xpravy,xpravy],[0 levy pravy 0], barva);
plot([xlevy,xpravy],[levy,pravy],'or');
end
end;
case 3
Simpsonovo pravidlo - Simpson's Rule
if mod(N,2)
error('N musi byt sude cislo");
% return
end;
pom=[];
for i=1:N/2
xlevy = a+2*(i-1)*h;
Xpravy = a+2*i*h;
xstred = xlevy + h;
levy = feval(funfce xlevy);
pravy = feval(funfce,xpravy);
stred = feval(funfce,xstred);
I =1+ h*(pravy+4*stred+levy)/3;
if vykresli,
xparabola = [xlevy:deleni:xpravy];
[parabola]=polyinterp([xlevy,xstred,xpravy],[levy,stred,pravy],xparabola);
fill([xparabola,xpravy,xlevy],[parabola,0,0], barva);
line([xstred,xstred],[0 stred], LineStyle',"");
plot([xlevy,xstred,xpravy],[levy,stred,pravy],'or’);
end
end;
end;
if vykresli
o=plot(xx,fcef,'r-");
set(o,LineWidth',2);
axis([a b miny-s maxy+s]);
hold on
end
function v = polyinterp(x,y,u)
%POLYINTERP Polynomial interpolation.
% v =POLYINTERP(x,y,u) computes v(j) = P(u(j)) where P is the
% polynomial of degree d = length(x)-1 with P(x(i)) = y(i).
% Use Lagrangian representation.

% Evaluate at all elements of u simultaneously.
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n = length(x);
v = zeros(size(u));
fork=1:n
w = ones(size(u));
for j = [1:k-1 k+1:n]
w = (u-x(§))./(x(k)-x(§)). *w;
end
v =v+w¥y(k);

end
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PRILOHA P II: CAST ZDROJOVEHO KODU GAUSSOVYCH
VZORCYU.

function I=gauss_quad(funfce, a, b, N, r,vykresli);
h=(b-a)/N;
deleni=h/100;
1=0;
if vykresli
xx=a:deleni:b;
fcef=feval(funfce,xx);
maxy = max(fcef);
miny = min(fcef);
barva=[0.75 0.85 0.75];
hold off
plot(xx,fcef,'LineWidth',2,'Color’,'r');
s = (maxy - miny)/20;
axis([a b miny-s maxy+s]);
hold on
end
switch r
case 1
Gaussovy kvadraturni vzorce s 1 uzlem na zakladnim intervalu - jako
obdélnikové pravidlo
fori=1:N
xlevy = a+(i-1)*h;
Xpravy = a+i*h;
xstred = xlevy+h/2;
wl=h;
stred=feval(funfce,xstred);
I =I+wl*stred;
if vykresli,
fill([xlevy,xlevy,xpravy,xpravy],[O stred stred O], barva);
plot(xstred,stred,'or');
plot(xstred,0,'bx");
end
end;
case 2
Gaussovy kvadraturni vzorce s 2 uzly na zakladnim intervalu
fori=1:N
xlevy=a+(i-1)*h;
Xpravy=a+i*h;
xstred = xlevy+h/2;
wl=h/2;
w2=h/2;
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xuzell = (xlevy+xpravy)/2-(1/3)*(0.5)*(xpravy-xlevy)/2;
xuzel2 = (xlevy+xpravy)/2+(1/3)(0.5)*(xpravy-xlevy)/2;
uzell = feval(funfce,xuzell);
uzel2 = feval(funfce,xuzel2);
I = I+wl*uzell+w2*uzel2;
if vykresli,
fill([xlevy,xlevy,xstred,xstred],[0 uzell uzell 0], barva);
fill([xstred,xstred,xpravy,xpravy],[0 uzel2 uzel2 0], barva);
f_temp = fmin(uzell,uzel2);
line([xstred,xstred],[0 f_temp],'Color',barva);
line([xstred,xstred],[0 f_temp], LineStyle',"");
plot([xuzell,xuzel2],[0 0],'bx");
plot([xuzell,xuzel2],[uzell uzel2],'or");
end
end;
case 3
Gaussovy kvadraturni vzorce s 3 uzly na ziakladnim intervalu
fori=1:N
xlevy = a+(i-1)*h;
xpravy = a+i*h;
xstred = xlevy+h/2;
xuzell = (xlevy+xpravy)/2-(3/5)*(0.5)*(xpravy-xlevy)/2;
xuzel3 = (xlevy+xpravy)/2+(3/5)*(0.5)*(xpravy-xlevy)/2;
w1=5/18*h;
w2=8/18*h;
w3=5/18*h;
uzell = feval(funfce,xuzell);
stred = feval(funfce,xstred);
uzel3 = feval(funfce,xuzel3);
I = I+wl*uzell+w2*stred+w3*uzel3;
if vykresli,
fill([xlevy,xlevy,xlevy+wl xlevy+w1],[0 uzell uzell 0], barva);
fill([xlevy+w]1,xlevy+w]1,xpravy-w3,xpravy-w3],[0 stred stred O], barva);
fill([xpravy-w3,xpravy-w3,xpravy,xpravy],[0 uzel3 uzel3 0], barva);
f_temp = fmin(uzell,stred);
line([xlevy+w1,xlevy+w1],[0 f_temp],'Color',barva);
line([xlevy+w1,xlevy+w1],[0 f_temp],'LineStyle',"");
f_temp = fmin(stred,uzel3);
line([xpravy-w3,xpravy-w31,[0 f_temp],'Color',barva);
line([xpravy-w3,xpravy-w3],[0 f_temp],'LineStyle',":");
plot([xuzell,xstred,xuzel3],[0 0 0],'bx");
plot([xuzell,xstred,xuzel3],[uzell stred uzel3],'or");
end
end;

otherwise
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error('Maximalne tri uzly na intervalu h');
return
end
if vykresli
o=plot(xx,fcef,r-");
set(o,'LineWidth',2);
axis([a b miny-s maxy+s]);
hold on
end
function ff = fmin(f1,f2)
if f1*£2<0
ff=0;
return
end;
[ff,ind]=min(abs([f1,f2]));
if ind==1
ff=sign(f1)*ff;
else
ff=sign(f2)*ff;
end;

%end function
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PRILOHA P III: CAST ZDROJOVEHO KODU ADAPTIVNI METODY.

function [Qout,fcount] = adap_simp(funfce,a,b,tol,vykresli)
if nargin < 4 | isempty(tol)
tol = 1.e-4;
end
% Default function and interval.
if nargin< 3
funfce = @humps;
a=0;
b=1;
end
% Initialization
c=(a+Db)2;
fa = feval(funfce,a);
fc = feval(funfce,c);
fb = feval(funfce,b);
% Scale the plot
h=b-a;
x=[acb];
y = [fa fc fb];
maxy = max(y);
miny = min(y);
fork =1:63
v = feval(funfce,a+k*h/64);
maxy = real(max(maxy,v));
miny = real(min(miny,v));
end
deleni = (b-a)/100;
if vykresli
barva=[0.75 0.85 0.75];
xx=a:deleni:b;
fcef=feval(funfce,xx);
hold off
plot(xx,fcef, LineWidth',2,'Color','r');
s = (maxy - miny)/20;
axis([a b miny-s maxy+s]);
hold on
end
% Recursive call
[Q.k] = adap_simp_step(funfce, a, b, tol, fa, fc, fb, vykresli);
fcount =k + 3;
% Finish
Yotitle(sprintf('Q = %8.4f, fcount = %4.0f',Q,fcount))

if nargout > 0, Qout = Q; end
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if vykresli
o=plot(xx,fcef,'r-");
set(o,LineWidth',2);
axis([a b miny-s maxy+s]);
hold on

end

function [Q,fcount] = adap_simp_step(funfce,a,b,tol,fa,fc,tb,vykresli)

% Recursive subfunction used by quadtx.
h=b-a;
c=(a+b)2;
d=(a+0)2;
e=(c+Db)2;
fd = feval(funfce,d);
fe = feval(funfce,e);
Q1 =h/6 * (fa + 4*fc + fb); % Simpsonovo pravidlo pro krok h
Q2 =h/12 * (fa + 4*fd + 2*fc + 4*fe + fb); % Simpsonovo pravidlo pro krok h/2
ul =a:h/64:c;
v1 = polyinterp([a d c],[fa fd fc],ul);
ul =[aulc];
vl =[0vl1O0];
u2 = c:h/64:b;
v2 = polyinterp([c e b],[fc fe fb],u2);
u2=[cu2b];
v2=[0v20];
if (abs(Q2 - Q1)/15 <= tol)

color =[02/3 0];

color =[0.75 0.85 0.75];

else

color =[.6 .6 .6];

end

fcount=1;

if (abs(Q2 - Q1)/15 <= tol | fcount > 1000)
Q =Q2+(Q2-Q)Y15;
if vykresli
fill(ul,v1,color); p(2) = fill(u2,v2,color);plot([a d c e b],[fa fd fc fe fb],'or");
line([d,d],[0 fd], LineStyle',":");line([e,e],[0 fe], LineStyle',".");
end
fcount = 2;

else
[Qa,ka] = adap_simp_step(funfce, a, c, tol, fa, fd, fc, vykresli);
[Qb,kb] = adap_simp_step(funfce, c, b, tol, fc, fe, fb, vykresli);
Q =Qa+Qb;
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fcount =ka + kb + 2;
end
function v = polyinterp(x,y,u)
%POLYINTERP Polynomial interpolation.
% v =POLYINTERP(x,y,u) computes v(j) = P(u(j)) where P is the
% polynomial of degree d = length(x)-1 with P(x(i)) = y(i).
% Use Lagrangian representation.
% Evaluate at all elements of u simultaneously.
n = length(x);
v = zeros(size(u));
fork=1:mn

w = ones(size(u));

for j=[1:k-1 k+1:n]

W = (X)X (1) w;
end
v=v+w¥y(k);

end



