
 

Adaptivní metody p�i numerické integraci 

 

Petr Jure�ka 

 

  
Bakalá�ská práce 
2006  

  
 



UTB ve Zlín�, Fakulta aplikované informatiky 2 

 

   



UTB ve Zlín�, Fakulta aplikované informatiky 3 

 

  

 



UTB ve Zlín�, Fakulta aplikované informatiky 4 

 

  

 

ABSTRACT 

Cílem bakalá�ské práce je použití adaptivních metod p�i numerické integraci. V úvodní 

�ásti práce je zpracována literární rešerše na dané téma. Práce také hodnotí možnosti vyu-

žití numerických metod p�i �ešení ur�itých integrál� reálné funkce jedné prom�nné. Dále je 

práce zam��ena na metody založené na Newton-Cotesových a Gaussových vzorcích. Práce 

je také dopln�na o adaptivní metody a metodou pro zp�esn�ní výsledk� tzv. Richardsonova 

extrapolace. V záv�re�né �ásti byl vytvo�en program v programovém prost�edí Matlab pro 

výše uvedené metody na výpo�et jednorozm�rných integrál�. Na záv�r je provedeno srov-

nání p�esnosti výpo�t� jednotlivých metod. 

 

Klí�ová slova:  Adaptivní metody, Gauss�v vzorec, integrace, Matlab, Newton-Cotes�v 

vzorec, numerické metody, Richardsonova extrapolace. 

 

ABSTRACT 

This bachelor thesis aims to use adaptive methods for numerical integration. The first part 

of the thesis analyses available literary sources on given subject. Then, the thesis evaluates 

the conditions influencing the implementation of numerical methods for resolving definite 

integrals of real function with one variable. The bachelor work is also focused on methods 

based on Newton – Cotes and Gaussian formulas and completed with methods for elabo-

rating integration, which are Romberg quadrature and adaptive methods. Finally, the pro-

gram in software environment Matlab, was created and used for resolving earlier men-

tioned methods for one-dimensional integrals calculation. In the end of the bachelor work 

the accuracy comparison for each method was made. 

 

Keywords: Adaptation methods, Gaussian formula, integration, Matlab, Newton-Cotes 

formula, numerical method, Richardson extrapolation. 
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ÚVOD 

S rozvojem po�íta�� vzrostl význam numerických metod. �ada výpo�etních postup�, které 

sem �adím, vznikla sice už dávno p�edtím, ale teprve nástup výpo�etní techniky vytvo�il 

p�edpoklady pro vznik a rozvoj nových metod. Jedním ze základních úkol� numerických 

metod matematické analýzy je studium aproximací funkcí. 

Cílem moji bakalá�ské práce je použití adaptivních metod p�i numerické integraci. V úvod-

ní �ásti práce je zpracována literární rešerše na dané téma. Práce také hodnotí možnosti 

využití numerických metod p�i �ešení ur�itých integrál� reálné funkce jedné prom�nné. 

V teoretické �ásti je práce  zam��ena na metody založené na Newton-Cotesových kvadra-

turních vzorcích  a Gaussových vzorcích a je také dopln�na o adaptivní metody a metodou 

pro zp�esn�ní výsledk� tzv. Richardsonovou extrapolací. V zadání se mám zam��it na me-

todu  pro zdokonalení integrace tzv. Rombergovou kvadraturou.  Po domluv� s mým ve-

doucím práce, byla tahle metoda vy�azena z práce, protože je to Richardsonova extrapola-

ce pro Lichob�žníkové pravidlo a ob� tyto metody jsou popsány v práci i v programu. Dále 

byl vytvo�en program v programovém prost�edí Matlab pro výše uvedené metody na vý-

po�et jednorozm�rných integrál�. Cílem je p�izp�sobit tento program tak, aby se poslucha-

��m p�edm�tu Simulace systém� dostalo názorné ukázky, jakým zp�sobem jak která me-

toda pracuje a jaký vliv má na �ešení po�et interval� N. Cht�l bych aby program sloužil i 

jako výukový nástroj pro jeho názornost a jednoduchost. Tato práci by m�la dále popsat 

výhody �i nevýhody použití dané metody na p�ti  r�zných  funkcí f(x). Funkce byly zvole-

ny tak, aby se každá m�nila jiný pr�b�h. Na záv�r je provedeno srovnání p�esnosti výpo�t� 

jednotlivých metod pro po�et interval� N = 4 a N =10. jenom u Adaptivní metody se po�et 

interval� bude m�nit v závislosti na zvolené funkci. Na každé metod� budu srovnávat rela-

tivní chyby integra�ních metod v závislosti na po�tu použitých interval�. Vše bylo testo-

váno v mém vytvo�eném programu.  
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I.  TEORETICKÁ �ÁST 
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1 NUMERICKÁ INTEGRACE 

Pro numerickou integraci máme více d�vod�, mj. ten, že analyticky zadané funkce umíme 

vždy symbolicky zderivovat, ale jen n�které umíme integrovat. 

Základní funkce: 

                               ( )dttfI

b

a

�=  

Po�ítáme ur�itý integrál. Na rozdíl od numerické derivace, zde se taková aproximace jeví 

vyhovující. Pokud aproximace � se na intervalu <a,b> liší od f nejvýše o �, pak rozdíl inte-

grál� lze shora omezit výrazem 

 

                   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )εϕϕϕ abdtttfdtttfdttI

b

a

b

a

b

a

−≤−≤−≤− ���   

Navíc tento odhad odpovídá nejnep�ízniv�jšímu p�ípadu, kdy chyba aproximace bude všu-

de � a nem�ní znaménko. Typicky se však znaménko chyby m�ní, takže se chyby integrace 

navzájem ruší a výsledná chyba vyjde podstatn� menší (resp. vyššího �ádu). 

Pro použití numerické integrace máme následující d�vody: 

• N�které integrály nelze analyticky vypo�ítat, nebo� primitivní funkce je transcen-

dentní. P�íkladem m�že být Gauss�v integrál 

                     dte

b

a

t� − 2

 

• I když symbolické �ešení existuje, m�že být obtížné a zdlouhavé. Naproti tomu 

numerická integrace m�že být velmi jednoduchá. 

• N�kdy pot�ebujeme numerickou integraci jako sou�ást dalších metod, zejména p�i 

numerickém �ešení diferenciálních rovnic. 

• U funkcí ur�ených nikoli analytickým vzorcem, ale jen v diskrétních bodech ,ani 

nemáme jinou možnost. V tom p�ípad� obvykle využijeme všechny funk�ní hodno-

ty, které máme k dispozici, zatímco p�i analyticky zadané funkci si vybíráme vhod-

né uzlové body. 
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Jelikož integrál závisí na integrandu lineárn�, smysl bude mít jen takový odhad integrá-

lu, který rovn�ž lineárn� závisí na vstupních hodnotách ( ) ( )nxfxf ,.....,0 , je tedy tvaru: 

                                                       ( ),
0
�

=

=
n

i

ii xfwA  

A to bez ohledu na to, jakou úvahou ke vzorci dosp�jeme. M�žeme volit pouze uzlové 

body x0 ,…..xn a jejich váhy w0,…...,wn. 

 V mé práci se omezím na metody, v nichž funkci f aproximujeme interpola�ním 

polynomem. Lze ovšem použít i jiné funkce, zejména exponenciální a goniometrické. 

Nap�íklad aproximace Fourierovou �adou dává dobré podklady pro odhad integrálu. 

 P�i velkém po�tu uzlových bod� nebývá vhodné volit interpola�ní polynom vyso-

kého stupn�. Daný interval <a,b> rozd�líme na N  díl�ích interval� 

,1,...0,, 1 −=�� + Njaa jj  kde a0 = a, ak = b. V díl�ích intervalech použijeme náhradu po-

lynomem nízkého stupn�, vedoucí na tzv. jednoduchý vzorec, což je odhad Aj hodnoty  

( )dttfI

j

j

a

a

j �
+

=

1

. 

Se�tením t�chto díl�ích výsledk� dostaneme složený vzorec, což je odhad 

�
−

=

=
1

0

N

j

jAA  

 

 hodnoty                       ( )� �
−

=

==
1

0

N

j

b

a

j tfII  

 Omezíme se na p�ípad, kdy všechny díl�í intervaly mají stejnou délku 

,1 jj aa
N

ab
h −=

−
= +  

Každý díl�í interval lze lineární substitucí p�evést na jednotkový interval <0,1>, takže 

sta�í, definujeme-li jednoduchý vzorec na tomto jednotkovém intervalu; obecný p�ípad 

dostaneme lineární substitucí 
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,
h

at
x

j−
=    ,xhat j ⋅+=  

a to ve tvaru                     ( ) ( ) ( ) ,
1

0

1

0

1

dxxghduxhafdttfI jj

a

a

j

j

j

� �� =⋅+==

+

 

kde            ( ) ( )xhafhxg jj ⋅+⋅= . 

Budeme pot�ebovat i derivace této funkce: 

( ) ( ) ( )xhafhxg j

iii

j ⋅+= +1 . 

Rozd�lením na dostate�n� velký po�et díl�ích interval� dostáváme libovoln� malou 

hodnotu funkcí gj, ale zejména jejich derivací, pokud jsou derivace p�vodní 

funkce f omezené. To je d�ležité p�i odhadech chyb. 

1.1 Newtonovy-Cotesovy vzorce 

Nejprve proberu metody, v nichž jsou uzlové body ekvidistantní, tj. vzdálenost soused-

ních uzlových bodu je stálá. Jednoduché vzorce uvedu vždy nejd�íve pro integraci na 

jednotkovém intervalu, což zjednoduší odvození a umožní jednoduché znázorn�ní i 

srovnání metod. Jak vyplývá z p�edchozího, nic tím neztrácíme na obecnosti. Teprve 

pak odvodíme složený vzorec pro obecný p�ípad. Budu používat zna�ení jen s tím roz-

dílem, že písmeno A pro odhad integrálu nahrazujeme jiným písmenem, ozna�ujícím 

integra�ní metodu. 

Princip: Interval <a,b> p�es který integrujeme rozd�líme na N stejných podinterval�. 

Uzlové body ozna�íme hkxxk ⋅+= 0 , kde k = 0,1,…,N – 1 

 A 
N

ab
h

−
= . Na t�chto podintervalech nahradíme funkci f polynomem. 

1.1.1 Obdélníkové pravidlo 

Funkci  f nahrazujeme konstantní funkcí �. 

Základní kvadraturní vzorec zde odvodíme tak, že na intervalu <xk,xk+1> nahradíme 

funkci  f  konstantou rovnou hodnot� �
�

�
�
	



+ hxf k 2

1
 dostáváme  
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+⋅≈

1

;
2
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k

x

x

zk hfRhxfhdxxf  

 

Obr. 1. Graf: Obdélníkového pravidla 

Složený vzorec má tvar (interval <a,b> d�líme na N díl�ích interval�) 

( ) ( ) ( )hfRhxfhdxxfdxxf z

N

k

k

N

k

x

x

b

a

k

k

;
2

11

0

1

0

1

≡�
�

�
�
	



+≈= �� ��

−

=

−

=

+

 

A odpovídá tomu, ze jsme nahradili funkci f na intervalu <a,b> po �ástech konstantní 

funkci. 

Algoritmus: 

Vstup:  a, b, f(x), N 

  
N

ab
h

−
=   

  pro 1,...,1,0 −= Nk  

  xk = a + kh 

  ( ) �
−

=

�
�

�
�
	



+=

1

0 2
,

N

k

k

h
xfhhfR  

Výstup: R(f, h) 



UTB ve Zlín�, Fakulta aplikované informatiky 13 

 

  

1.1.2 Lichob�žníkové pravidlo 

Nahrazujeme lineární funkcí. 

Základní vzorec odvodíme tak, že na intervalu <xk,xk+1> nahradíme funkci f lineárním 

interpola�ním polynomem, který interpoluje f v uzlech xk a xk+1. Dostaneme 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )hfTxfxf
h

dxxf z

x

x

kk

k

k

;
2

1

1 ≡+≈�
+

+  

 

Obr. 2. Graf: Lichob�žníkového pravidla 

 

Složený vzorec má tvar: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )hfTxfxfxfhxfxfxfxfxf
h

dxxf

b

a

N

N

k

kNN ;
2

1

2

1
2...22

2

1

1
01210 ≡�

�


�
�

�
++=+++++≈� �

−

=

−

a odpovídá nahrazení funkce f na intervalu <a, b> aproximaci �, která je po �ástech po-

lynomem prvního stupn�. 

Algoritmus: 

Vstup: a, b, f(x), N 

  
N

ab
h

−
=   
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  pro 1,...,1,0 −= Nk  

  xk = a + kh 

  ( ) ( ) ( )( )�
−

=

++=
1

0
12

,
N

k

kk xfxf
h

hfT  

Výstup: T(f, h) 

1.1.3 Simpsonovo pravidlo 

Nahrazujeme kvadratickou funkcí. 

V této metod� volíme t�i uzlové body; dva na krajích intervalu, jeden uprost�ed, 

 tedy x0 = 0, x1 = 1/2, x2 = 1. Proložíme kvadratický polynom a ten zintegrujeme. 

K odvození koeficient� pot�ebujeme vypo�ítat plochu pod parabolou ur�enou t�emi 

body, totiž hodnotami gj(0), gj(1/2), gj(1) v uzlových bodech. Jednou z možností odvo-

zení je použití Lagrangeova tvaru interpola�ního polynomu. Ten dává výsledný poly-

nom jako lineární kombinaci polynomu, jejíž koeficienty jsou gj(0), gj(1/2), gj(1). Sta�í 

p�íslušné polynomy integrovat na jednotkovém intervalu a dostaneme p�íslušné váhy 

w0, w1, w2.  

Hledaná plocha pod parabolou je ur�ená lineární funkcí: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12/10 210221100 jjjjjjj gwgwgwxgwxgwxgwS ++=++=  

kde w0, w1, w2 jsou neznámé koeficienty. Vzorec bude p�esný, bude-li gj libovolný                 

kvadratický polynom. Speciáln� pro gj(x) = 1 dostaneme: 

11
1

0

210 ==++ � dxwww  

Podobn�, dosadíme-li gj(x) = x, dostaneme: 

                   
2

1

2

1 1

0

21 ==+ � dxxww  

A pro gj(x) = x2 dostaneme 

                   
3

1

4

1 1

0

2
21 ==+ � dxxww  
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Tím dostaneme soustavu 3 lineárních rovnic pro 3 neznámé w0, w1, w2 , ta má �ešení 

                                                
6

1
0 =w , 

3

2
1 =w , 

6

1
2 =w . 

Dostaneme jednoduchý vzorec: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12/4
6

1
6

1
2/1

3

2
0

6

1
++++=++= jjjjjjj afHafaf

H
gggS  

pro složený vzorec se �ast�ji uvádí p�ípad, kdy je H = h / 2 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )hfSxfxfxf
h

dxxf z

x

x

kkk

k

k

;4
3

2

21 ≡++≈�
+

++  

 

Obr. 3. Graf: Simpsonova pravidla 

Algoritmus:  

Vstup: a, b, f(x), N 

  N  musí být sudé 

( )
N

ab
h

−
=   

  pro 1
2

,...,1,0 −=
N

k  

xk = a + kh 
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  ( ) ( ) ( ) ( )( )�
−

=

++ ++=

1
2

0
22122 4

3
.,

N

k

kkk xfxfxf
h

hfS   

Výstup: S(f;h). 

1.2 Richardsonova extrapolace 

Postupu pro zvyšování p�esnosti výsledk� získaných numerickou metodou se �íká Ri-

chardsonova extrapolace nebo extrapolace na h = 0. 

Metoda polovi�ního kroku: 

Výraz pro chybu má tvar:   

               ( ) Mhfe
k= ,   

N

ab
h

−
=  

              (1)                          ( ) MhhKI
k+=  

 

Idea: Vypo�teme integrál stejným vzorcem, ale s krokem 
2

h
. 

Dostaneme: (2) 1
22

M
hh

I

k

�
�

�
�
	



+�
�

�
�
	



=    

                                             ozn. � 

    
1

2

M
h

k
k ε

=�  

   (1’) ( )
1

2

M

M
hKI

kε
+=  

 

P�edpokládáme-li, že se hodnota derivace ve výrazu  e(f) pro chybu p�íliš nem�ní 

(tj. 1
1

1 ≈�≈
M

M
MM . Pro (1’) a (2) musí platit: 

( ) εε k
hK

h
K 2

2
+≈+�

�

�
�
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Odhad chyby:  ( )�
�


�
�

�
−�
�

�
�
	



−

≈ hK
h

K
k 212

1
ε . 

P�esn�jší hodnota integrálu: 

( )�
�


�
�

�
−�
�

�
�
	



−

+�
�

�
�
	



= hK

h
K

h
KI

k 212

1

2
 

Poznámka: Metoda polovi�ního kroku není nic jiného než jeden krok Richardsonovy 

extrapolace. 

 

1.3 Gaussovy kvadraturní vzorce 

Gaussovy vzorce jsou podobné Newton-Cotesovým vzorc�m. Rozdíl spo�ívá v tom, že 

body v kterých po�ítáme funk�ní hodnoty, nejsou rozd�leny ekvidistantn�. Newtono-

vy-Cotesovy kvadraturní vzorce s n + 1 ekvidistantními (pevn� zvolenými) uzly inte-

grují p�esn� polynomy až do n-tého (p�íp. (n+1)-ního) stupn�. Uvažujeme-li interpo-

la�ní kvadraturní vzorce s obecným rozložení uzl� xi, i = 0,1,..n, na intervalu  <a, b>, 

dá se ukázat, že p�i vhodných xi lze dosáhnout toho, aby algebraický �ád vzorce byl 

zhruba dvojnásobný a rovnal se 2n + 1. Za uzly xj je p�itom t�eba brát ko�eny jistých 

ortogonálních polynom�. Tyto vzorce vyšší p�esností se nazývají Gaussovy kvadratur-

ní vzorce. Hodnoty jejich uzl� a vah je možno najít v tabulkách, p�íp. jsou již zabudo-

vány do standardních program�, b�žn� za�azovaných do programového vybavení vý-

po�etních st�edisek. Popis základních vlastností Gaussových kvadraturních vzorc� 

zformulujeme jako v�tu. 

V�ta: 

Budiž {Qj, j = 0,1,..} soustava polynom� ortogonálních na intervalu <a ,b> s vahou 

	 (x) = 1 (spojitý p�ípad). Zvolme pevn� nezáporné celé �íslo n a ozna�me xj, 

 i = 0,1,..,n, ko�eny ortogonálního polynomu Qn+1 (n + 1)-ního stupn�. Sestrojme inter-

pola�ní kvadraturní vzorec s uzly xj a koeficienty wi danými vztahem (Gauss�v kvadra-

turní vzorec). P�i této volb� uzl� xi, i = 0,1,…,n, pak pro každý polynom  

P2n+1 (2n + 1)-ního stupn� platí: 
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Obr. 4. Graf: Gaussovy metody 

Nejjednodušší Gauss�v kvadraturní vzorec je: 
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Obr. 5. Graf: Další  zobrazení Gaussovy metody 

Algoritmus: 

Vstup: a, b, f(x), N, w0,…,wn-1 

  
N

ab
h

−
=  

  Pro uzly jednoho intervalu i = 0, 1,…, n-1 

  xi = a + hi 
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Výstup:  

  ( )hfGn ,  

1.3.1 Vlastnosti Gaussových kvadraturních vzor� 

V�ta o Gaussových kvadraturních vzor� se dá dále up�esnit v tom smyslu, že algeb-

raický �ád Gaussova kvadraturního vzorce s n + 1 uzly je práv� 2n + 1. Je totiž doká-

záno, že žádny interpola�ní kvadraturní vzorec s n + 1 uzly nem�že integrovat p�esn� 
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všechny polynomy (2n + 2)-tého stupn�. Gaussovy vzorce mají tedy nejvyšší možný 

algebraický �ád. Snad ješt� d�ležit�jší je vlastnost Gaussových vzorc�, že p�i n 
 � 

konvergují k p�esné hodnot� integrálu dokonce i pro funkce, které jsou na intervalu <a, 

b> pouze po �ástech spojité a mají tam kone�ný po�et skok�. Pro takové funkce m�že 

být však konvergence velmi pomalá. 

 

1.3.2 Použití Gaussových vzorc� 

Koeficienty a uzly Gaussových vzorc� mají komplikovan�jší strukturu, než je tomu u 

jednoduchých vzorc� Newtonových-Cotesových. Gaussovy vzorce jsou proto pro vý-

po�ty v ruce �i na kapesním kalkulátoru mén� oblíbeny. Vybavení knihoven výpo�et-

ních st�edisek však umož�uje p�i výpo�tu na po�íta�i b�žn� používat Gaussovy vzorce 

�ádu 10 až 20, n�kdy i více. 

 Porovnáme-li Gaussovy vzorce s Newtonovými-Cotesovými vzorci, zjiš�ujeme, že 

pro dostate�n� hladké funkce dají p�i stejné vynaložené práci Gaussovy vzorce nej-

p�esn�jší výsledek. Pokud dokážeme p�edem odhadnout, jak vybrat �ád (resp. po�et uz-

l�) tak, abychom Gaussovým vzorcem dosáhli požadované p�esnosti, je na míst� dát 

tomuto vzorci p�ednost p�ed jinými metodami. Taková situace se �asto vyskytuje tam, 

kde v n�jakém cyklu (nap�. itera�ní proces, optimalizace) po�ítáme hodnoty posloup-

nosti integrál�, lišících se od sebe postupn� se m�nícími hodnotami n�kterých paramet-

r�. 

 Není-li takový odhad prakticky proveditelný, postupuje se zpravidla tak, že se po-

stupn� zvyšuje algebraický �ád použitého vzorce tak dlouho, až jsou dv� po sob� získa-

né aproximace hledaného integrálu v mezích po�adovné p�esnosti identické (využití 

konvergence!). Je také možno použít složený vzorec a postupn� zjem�ovat d�lení inter-

valu integrace na díl�í intervaly. Protože ale funk�ní hodnoty použité ve vzorci s mén� 

uzly nemohou být u Gaussových kvadraturních vzorc� obecn� využity ve vzorcích 

s více uzly, je takový výpo�et �asto pracn�jší. 
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1.4 Adaptivní metody 

V dosud uvedených metodách jsme p�edpokládali, že velikost integra�ního kroku je kon-

stantní na celém intervalu <a, b>. Pr�b�h funkce se ale m�že na tomto intervalu zna�n� 

m�nit. Velikost chyby však závisí na integrované funkci, nap�. chyba Simpsonovy metody 

je úm�rná �tvrté derivaci. Je tedy vhodné velikost integra�ního kroku h p�izp�sobovat pr�-

b�hu funkce. Tam kde se funkce prudce m�ní (tj. nap�. u Simpsonova pravidla je velká 

�tvrtá derivace) použijeme malý krok, tam kde se funkce moc nem�ní použijeme malý 

krok. Metodám, které automaticky používají tuto strategii se �íká adaptivní metody. 

 Vstupem pro adaptivní metody není velikost integra�ního kroku h, ale nap�. poža-

dovaná velikost relativní chyby �. Vhodným integra�ním pravidlem a metodou polovi�ního 

kroku spo�ítáme hodnotu integrálu I a odhad jeho chyby I. Pokud je získaná relativní 

chyba I/I p�íliš velká, rozd�líme integrovaný interval na poloviny, které integrujeme 

zvláš� stejným postupem. Tímto zp�sobem se budou intervaly, kde je chyba velká, d�lit n 

kratší, zatímco intervaly s malou chybou z�stanou ned�leny. 
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2 ODHAD CHYBY 

Chybu vypo�ítaného integrálu lze teoreticky odhadnout chybovými �leny uvedenými 

u p�edchozích vzorc�. V t�chto vzorcích se vyskytuje maximální hodnota derivace, 

která se zjiš�uje obtížn�. I když se poda�í odhad derivace získat jsou výsledné odhady 

chyby zbyte�n� pesimistické. Proto se vzorce tohoto typu p�ímo k odhadu chyby nepo-

užívají. Pro odhad chyby se používá nej�ast�ji metoda polovi�ního kroku. P�edpokla-

dem této metody je, že závislost chyby na délce kroku lze vyjád�it ve tvaru �ady za�í-

nající k-tou mocninou, tj. 

( ) .......1
1 ++= +

+

k

k

k

k hahahE  

 

Všechny vzorce se kterými jsme se setkali tomuto p�edpokladu vyhovují, nap�. složené 

Simpsonovo pravidlo  k = 4, 
( ) ( )4
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Spo�teme odhad I(h) našeho integrálu, pro dva r�zné kroky h1 a h2. Pro p�esnou hodno-

tu integrálu I bude tedy platit: 
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Tj, „p�esný výsledek je p�ibližný výsledek plus chyba“. Zanedbáme-li vyšší �leny 

v rozvoji chyby, lze „p�esnou“ hodnotu integrálu Ie vyjád�it ve tvaru: 
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V t�chto vztazích neznáme pouze koeficient ak a hodnotu Ie. Máme ale dv� rovnice pro 

dv� neznámé a ty m�žeme vy�ešit. Výsledkem je odhad chyby E. 
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Druhý krok v�tšinou volíme jako polovinu kroku prvního, odtud název metoda polo-

vi�ního kroku, tj. h1 = 2h2 = 2h. Vzorec pro výpo�et chyby potom je 

( ) ( ) ( )[ ]hIhIhE
k

k

2
12

2
2 −

−
=  

Tento vzorec je základem metodou polovi�ního kroku. Ze dvou odhad� integrálu 

( ) ( )( )hIhI ,2  nám umož�uje odhadnou velikost chyby.  

V rozvoji chyby se �asto vyskytují pouze sudé �i pouze liché mocniny délky kroku 

(nap�. u Newtonových-Cotesových vzorc�). 
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Výsledný vzorec v tomto p�ípad� je: 
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P�í správné implementaci funk�ní hodnoty po jemný krok nevypo�ítáváme všechny 

znovu, ale použijeme hodnoty z integrace pro hrubý krok. 

 

�ád metod integrace: 

Tab. 1. �ád metod integrace Newton-Cotesových vzorc� 

 

 

 

 

 

 

Kritériem pro porovnání závislosti chyby metody na kroku m�že být �ád metody. �ád 

metody integrace definujeme jako exponent (h) v nejnižším obecn� nenulovém �lenu 

Tailorova rozvoje chyby metody podle h v okolí bodu 0 (za p�edpokladu, že integrandu 

f má dostate�n� mnoho spojitých derivací, aby p�íslušný Tailor�v rozvoj existoval).  

Metoda �ád 

Obdélníková 2 

Lichob�žníková 2 

Simpsonova 4 
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 Jak bylo uvedeno, kv�li chyb� metody je žádoucí volit krok integrace h pokud mo-

no malý. Brání tomu však pracnost výpo�tu (je úm�rná h) a z�ásti i numerické chyby, 

které se kumulují p�i s�ítání velkého po�tu s�ítanc�. M�jme na pam�ti, že integrandu 

m�že m�nit znaménko, takže pak ode�ítáme a m�žeme dostat velkou numerickou chy-

bu. Na rozdíl od numerické derivace nem�žeme volit krok opa�ného znaménka.

 Simpsonovo metoda je z Newton-Cotesových vzorc� nejvyššího �ádu, lze o�ekávat, 

že bude dávat nejp�esn�jší výsledky, aniž bychom museli použít p�íliš malý krok. Ten-

to záv�r uvedených metod je v podstat� stejný, roste lineárn� s po�tem interval� N.. 

S polovi�ník krokem h = h/2 bychom pro Simpsonovo metodu dostali odhad: 

( ) 44

180
1 h

Mab
S

−
≤−  

 

Obr. 6. Grafické znázorn�ní chyby Llich., Obd. a Simp.  metody 
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II. PRAKTICKÁ �ÁST 
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3 POPIS SIMULA�NÍHO MODELU 

3.1 Popis uživatelského prost�edí 

Po spušt�ní programu se uživateli zobrazí následující uživatelské prost�edí: 

 

Obr. 7. Uživatelské prost�edí po spušt�ní 

FUNKCE: f(x):  Zadává se jako první. Do programu je vložena jednoduchá funkce se 

syntaxemi v programu MATLAB a v prost�edí GUIDE.  

Meze grafu na ose x od – do: Zadává se jenom pro grafické znázorn�ní, nemá souvislost 

s výpo�ty r�zných metod. Je to jen pro p�edstavu jak m�že daná funkce vypadat z jinými 

mezemi grafu nebo jak funkce bude pokra�ovat. 

Zobraz PDF: Zde je popis a vzorce pro výpo�ty uvedených metod numerické integrace 

(Obdélníkové pravidlo, Lichob�žníkové pravidlo, Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadra-

turní vzorce, Richardsonova extrapolace a odhad chyby). V tomto p�ípad� slouží jako ná-

pov�da. 
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Vykreslit funkci: Vykreslí námi zadanou funkci s mezemi které jsme zadali a zobrazí jako 

graf. 

 

Obr. 8. Vykreslení funkce Newtonovy-Cotesových kvad. Vzorce – Obdélník. pravidlo 

Numerické metody integrace: Zde si uživatel vybere jednu z možností �ešení numerické 

metody integrace. Výb�r z Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Obdélníkové pravi-

dlo, Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Lichob�žníkové pravidlo, Newtonovy-

Cotesovy kvadraturní vzorce – Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturní vzorce a jako 

poslední Adaptivní metoda – Simpsonovo pravidlo (je zde použit výpo�et Adaptivní meto-

dy ze Simpsonovy metody pro nejp�esn�jší výsledek). Uživatel si musí kliknutím vybrat 

jednu z metod. 

Po�et interval� N: Na kolik �ástí se rozd�lí daná funkce. Tahle možnost je jen u Newto-

novy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Lichob�žníkové pravidlo, Newtonovy-Cotesovy kva-

draturní vzorce – Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturní vzorce. Adaptivní pravidlo 

nepo�ítá s po�tem interval�, protože si je zadává podle pot�eby.  
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Spodní mez a =:  Na intervalu <a, b> znamená jakou �íselnou hodnotu bude mít parametr 

a. 

Spodní mez b =:  Na intervalu <a, b> znamená jakou �íselnou hodnotu bude mít parametr 

b. 

Po�et uzlových bod� r =: Zadává se jen u Gaussových kvadraturních vzorc�. Je to pro 

zp�esn�ní výsledku. 1. uzlový bod r odpovídá výsledky jako Newtonovy-Cotesovy kvadra-

turní vzorce – obdélníkové pravidlo. 2. uzlový bod r odpovídá 4 �ádu. 3. uzlový bod r od-

povídá 6 �ádu metody. Rozd�luje daný interval na více bod�.  

Výstup: Zde se vypisují všechny vypo�ítané výsledky. Název metody. Zobrazení dané 

funkce, její meze, po�et interval� N, délkou krok� a u Gaussových kvadraturních vzorc� 

ješt� po�et uzlových bod�. Integrál spo�ítaný symbolicky a vy�íslený (I(sym)), integrál 

spo�ítaný numerickou metodou integrace (I(num)) a vy�íslený. Jako poslední výstup je 

relativní chyba numerické integrace 
( ) ( )

( )
⇔

−

symI

symInumI
relativní chyba numerické inte-

grace. Dále výpo�ty Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Lichob�žníkové pravidlo, 

Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturní 

vzorce pro použití Richardsonova extrapolace ješt� tabulka výpo�tu: 

 

Obr. 9. Výstup v programu p�i použití Richardsonovy extrapolace 

Smaž: Tla�ítko slouží k vymazání výstupu. 

Integrál: Zde je vy�íslený výpo�et námi zadaného integrálu. 

Výpo�et integrálu: Program provede výpo�et integrálu u námi zadané metody 

s parametry, který jsme ji ur�ili. 

Vykresli integrál: P�i zaškrtnutí zobrazí pr�b�h funkce na grafu s rozd�lením danou me-

todou. 
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Obr. 10. Použití tla�ítka „Vykresli integrál“ u Obdélníkové metody 

Chyba aproximace: � (epsilon) zde se zadává s jak malou chybou se má daná metoda spo-

�ítat. 

Richardsonova extrapolace: P�i ozna�ení provede na výstupu Richardsonovu extrapolaci 

p�i použití dané metody. Jde ozna�it jen u Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Li-

chob�žníkové pravidlo, Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Simpsonovo pravidlo, 

Gaussovy kvadraturní vzorce. 

3.2 Ukázka programu p�i použití Simpsonova pravidla 

Jako první se zadá funkce, po�et intervalu N, horní a dolní mez. Dále se vybere integra�ní 

metoda, pro kterou chceme danou funkci spo�ítat. Ur�íme si jestli chceme zadat Richard-

sonovu extrapolaci,  jakou chybu má daná funkce obsahovat. 

Poté ozna�íme „Vykreslit integrál“ a dáme „Výpo�et integrálu“. Na výstupu se nám zobra-

zí výsledek a na grafu daná funkce a její rozd�lení danou metodou. Viz obr. 11. 
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Obr. 11. Ukázka použití programu u Obdélníkového pravidla 
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4 STATISTICKÉ VYHODNOCENÍ VÝSLEDK� 

Testování prob�hlo pro 5 funkcí f(x) a pro po�et interval� N = 4 a N = 10. Srovnával jsem 

relativní chybu integra�ních metod v závislosti na po�tu použitých interval� a v r�zných 

mezích. Jako poslední je uvedena Adaptivní metoda, která si po�et interval� N dopo�ítává 

s chyby epsilon (�). Proto se délka interval� u této metody m�ní. Snažil jsem se vybrat 

funkce takové, aby každá m�la jiný pr�b�h. 

4.1 Statistické vyhodnocení  

Daná funkce byla definována pro meze intervalu <0, pi>.  Funkce  byla testována pro me-

tody: Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce – Lichob�žníkové pravidlo, Newtonovy-

Cotesovy kvadraturní vzorce – Simpsonovo pravidlo, Gaussovy kvadraturní vzorce pro 

po�et uzlových bod� r = 1, r = 2 a r = 3 a jako poslední Adaptivní metoda. Vše bylo po�í-

táno ve vytvo�eném programu. Srovnání bylo provedeno v tabulkách. 

4.1.1 Vyhodnocení pro f(x )= ( ) ( )xx sin2 2
⋅⋅  

 

Obr. 12. Grafické znázorn�ní dané funkce f(x): 
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Tab. 2. Tabulka pro f (x)= ( ) ( )xx sin2 2
⋅⋅  s po�tem interval� N = 4. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( ) ( )xx sin2 2
⋅⋅  s po�tem interval� N = 4 a v mezích < 0, pi >: 

�íslo: Název metody: 
Numerické vyjád�ení 

integrálu I(num): 

Relativní chyba 
numerické in-
tegrace v (%): 

    

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce - 

Obdélníkové pravidlo 
12,739 4,301 

2 Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce - 
Lichob�žníkové pravidlo 

10,727 8,62 

3 Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce - 
Simpsonovo pravidlo 

11,719 0,17 

4 Gaussovy kvadraturní vzorce (s po�tem 
uzlových bod� r = 1) 

12,244 4,301 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po�tem 

uzlových bod� r = 2) 
11,74 0,00419 

6 Gaussovy kvadraturní vzorce (s po�tem 
uzlových bod� r = 3) 

11,739 0,000063 

 

Tab. 3. Tabulka pro f (x)= ( ) ( )xx sin2 2
⋅⋅  s po�tem interval� N = 10. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( ) ( )xx sin2 2
⋅⋅  s po�tem interval� N = 10 a v mezích < 0, pi >: 

�íslo: Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzor-
ce - Obdélníkové pravidlo 11,82 0,691 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzor-
ce - Lichob�žníkové pravidlo 11,577 1,3825 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzor-
ce - Simpsonovo pravidlo 11,739 0,00299 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 11,82 0,691 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 11,739 0,000085 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 11,739 0,00000024 
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4.1.2 Vyhodnocení pro f(x )= ( ) ( )xx 5cos2
⋅  

 

Obr. 13. Grafické znázorn�ní dané funkce f(x). 

Tab. 4. Tabulka pro f (x)= ( ) ( )xx 5cos2
⋅  s po�tem interval� N = 4. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( ) ( )xx 5cos2
⋅ s po�tem interval� N = 4 a v mezích  < 1, 2.8 >: 

�íslo: Název metody: Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 2,145 24,596 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 0,924 46,309 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 2,109 22,498 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 2,145 24,596 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 1,71 0,646 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 1,721 0,0059 
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Tab. 5. Tabulka pro f (x)= ( ) ( )xx 5cos2
⋅  s po�tem interval� N = 10. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( ) ( )xx 5cos2
⋅ s po�tem interval� N = 10 a v mezích  < 1, 2.8 >: 

�ís-
lo: 

Nazev metody: Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 1,781 3,481 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 1,603 6,898 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 1,728 0,375 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 1,781 3,481 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 1,721 0,015 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 1,722 0,000022 

 

4.1.3 Vyhodnocení pro f(x )= ( )x2exp −  

 

Obr. 14. Grafické znázorn�ní dané funkce f(x). 
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Tab. 6. Tabulka pro f (x)= ( )x2exp −  s po�tem interval� N = 4. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( )x2exp −  s po�tem interval� N = 4 a v mezích  < 0, pi >: 

�íslo: Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 0,451 9,586 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 0,598 19,763 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 0,512 2,594 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 0,451 9,586 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 0,498 0,13 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 0,499 0,000686 

 

 

Tab. 7. Tabulka pro f (x)= ( )x2exp −  s po�tem interval� N = 10. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( )x2exp −  s po�tem interval� N = 10 a v mezích  < 0, pi >: 

�ís-
lo: 

Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 0,49 9,586 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 0,515 19,763 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 0,499 2,594 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 0,49 9,586 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 0,499 0,13 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 0,499 0,000686 
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4.1.4 Vyhodnocení pro f(x )= ( ) ( )5,0cos2sin xx +  

 

Obr. 15. Grafické znázorn�ní dané funkce f(x). 

Tab. 8. Tabulka pro f (x)= ( ) ( )5,0cos2sin xx +  s po�tem interval� N = 4. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( ) ( )5,0cos2sin xx +  s po�tem interval� N = 4 a v mezích  < 0, pi >: 

�ís-
lo: 

Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 1,066 0,535 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 1,083 1,071 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 1,072 0,00034 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 1,066 0,535 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 1,072 0,000014 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 1,072 4,82E-11 
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Tab. 9. Tabulka pro f (x)= ( ) ( )5,0cos2sin xx +  s po�tem interval� N = 10. 

Tabulka pro funkci f(x) = ( ) ( )5,0cos2sin xx +  s po�tem interval� N = 10 a v mezích  < 0, pi >: 

�ís-
lo: 

Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 1,071 0,0857 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 1,074 0,171 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 1,072 0,00000865 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 1,071 0,0857 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 1,072 0,0000003604 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 1,072 1,86E-13 

 

 

4.1.5 Vyhodnocení pro f(x )= 82 +− x  

 

Obr. 16. Grafické znázorn�ní dané funkce f(x). 
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Tab. 10. Tabulka pro f (x)= 82 +− x s po�tem interval� N = 4 

Tabulka pro funkci f(x) = 82 +− x s po�tem interval� N = 4 a v mezích  < -2, 4 >: 

�ís-
lo: 

Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 25,125 4,867 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 21,75 9,375 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 24 0 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 25,125 4,687 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 24 0 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 24 1,48E-14 

 

Tab. 11. Tabulka pro f (x)= 82 +− x s po�tem interval� N = 10. 

Tabulka pro funkci f(x) = 82 +− x s po�tem interval� N = 10 a v mezích  < -2, 4 >: 

�ís-
lo: 

Název metody: 
Numerické vyjád�ení 
integrálu I(num): 

Relativní chyba nume-
rické integrace v (%): 

       

1 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Obdélníkové pravidlo 24,18 0,75 

2 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Lichob�žníkové pravidlo 23,64 1,5 

3 
Newtonovy-Cotesovy kvadraturní 
vzorce - Simpsonovo pravidlo 24 0 

4 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 1) 24,18 0,75 

5 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 2) 24 0 

6 
Gaussovy kvadraturní vzorce (s po-
�tem uzlových bod� r = 3) 24 0 
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4.1.6 Vyhodnocení pro Adaptivní metodu 

Relativní chyba Adaptivní metody je srovnána pro všech p�t funkcí. Pro úplnost výsledk� 

zde dokládám tabulku. 

Tab. 12. Tabulka pro Adaptivní metodu 

Adaptivní metody - Simpsonovo pravidlo: 

Funkce f(x): 
Po�et in-
terval� N: 

Numerické vyjád�ení inte-
grálu I(num): 

Relativní chyba numerické 
integrace v (%): 

 ( ) ( )xx sin2 2
⋅⋅  

>< pimeze ,0  17 11,739 0,00006545 

 ( ) ( )xx 5cos2
⋅  

>−< 4,2meze  25 1,722 0,0042 

 ( )x2exp −  
>< pimeze ,0  9 0,499 0,0369 

 ( ) ( )5,0cos2sin xx +  
>< pimeze ,0  5 1,072 2,058E-07 

 82 +− x  
>< 8.2,1meze  5 11,66 1,52E-14 
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ZÁV�R 

Možnosti využití Newton-Cotesových a Gaussových vzorcích, Richardsonovu extrapolaci 

a Adaptivní metodu  jsem popsal v teoretické �ásti.  

Program byl vytvo�en v Matlabu a v modulu programového prost�edí Guide. Moje baka-

lá�ská práce je založena na tomto programu o kterém si myslím, že by mohl soužit i jako 

výukový prost�edek. 

Vyhodnocení jsem provád�l pro p�t jiných funkcí s jiným pr�b�hem, tak aby se každá me-

toda chovala jinak a byla patrná relativní chyba integra�ních metod v závislosti na po�tu 

použitích interval�. V mém p�ípad� pro po�et interval� N = 4 a N = 10. 

Nejv�tší chybu ukazuje Lichob�žníkové pravidlo a je v�tšinou dvojnásobná oproti druhé 

nejnep�esn�jší metod�, kterou je Obdélníkové pravidlo.  Další metodou bylo Simpsonovo 

pravidlo, které ukazovalo malou chybu v�tšinou v desetinách až tisícinách míst. Takže 

Simpsonovo pravidlo je velice p�esné. Další jsou Gaussovy vzorce, které jsem d�lal pro 

po�et uzlových bod� r = 1, r = 2 a r = 3. Výpo�ty a vzorce pro další uzlové body nejsou 

v tabulkách uvedeny a je zbyte�né po�ítat pro vyšší po�et uzlových bod�. Jsou to vzorce 

pro 2, 4 a 6 �ád metod. Pro po�et uzlových bod� r = 1 jsou hodnoty naprosto stejné jako u 

Obdélníkového pravidla. Pro po�et uzlových bod� r = 2 a r = 3 jsou hodnoty nejmenší a 

proto je tato metoda nejp�esn�jší ale pro matematickou náro�rnost bych ji nedoporu�oval 

po�ítat na papí�e ale jenom v po�íta�ích a specifických programech pro tuto �innost ur�e-

ných. Jako poslední je Adaptivní metoda, kdy vstupem není velikost integra�ního kroku h, 

ale požadovaná velikost relativní chyby �. Z mého vyhodnocení vychází jako druhá nej-

p�esn�jší metoda a pro svoji menší náro�nost než Gaussovy kvadraturní vzorce bych ji 

doporu�il nejvíce. 

Doufám, že tento program bude svou názorností problému dobrou u�ební a výukovou po-

m�ckou pro p�edm�t Simulace systém�. 
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOL� A ZKRATEK 

Matlab - je integrované prost�edí pro v�deckotechnické výpo�ty, modelování, návrhy       

algoritm�, simulace, analýzu a prezentaci dat, m��ení a zpracování signálu, ná-

vrhy �ídících a komunika�ních systém�. 

GUIDE - modul programového prost�edí Matlab. 
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P1 �ást zdrojového kódu Newton-Cotesových vzorc�. 
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P�ÍLOHA P I: �ÁST ZDROJOVÉHO KÓDU NEWTON-

COTESOVÝCH VZORC�. 

function I=newton_quad(funfce, a, b, N,pravidlo,vykresli); 

if exist('pravidlo') 

    if any(pravidlo == [1 2 3]) 

        rule = pravidlo; 

    end 

else rule = 1; 

end       

I = 0; 

h = (b-a)/N; 

deleni = (b-a)/100; 

 if vykresli    

     xx=a:deleni:b; 

     fcef=feval(funfce,xx); 

     maxy = max(fcef); 

     miny = min(fcef);    

     barva=[0.75 0.85 0.75]; 

     hold off 

     plot(xx,fcef,'LineWidth',2,'Color','r'); 

     s = (maxy - miny)/20; 

     axis([a b miny-s maxy+s]);  

     hold on 

 end  

 %axis([a-sx/10 b+sx/10 min_y-.1*sy max_y+.1*sy]);          

switch rule 

    case 1 

 obdélníkové pravidlo - Midpoint(rectangular) Rule 

for i = 1:N 

   xlevy = a+(i-1)*h; 

   xpravy = a+i*h; 

   xstred = (xlevy+h/2); 

   stred = feval(funfce,xstred);  

   I=I + stred*h;               % vysledek 

 if vykresli,  

    fill([xlevy,xlevy,xpravy,xpravy],[0 stred stred 0], barva); 

    plot(xstred,stred,'or'); 

 end 

end 

    case 2 

 lichob�žníkové pravidlo - Trapezoidal Rule 

for i=1:N 

  xlevy = a+(i-1)*h; 
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  xpravy = a+i*h;   

  levy = feval(funfce,xlevy); 

  pravy = feval(funfce,xpravy); 

  I=I + h*(pravy+levy)/2;  

  if vykresli, 

     fill([xlevy,xlevy,xpravy,xpravy],[0 levy pravy 0], barva);  

     plot([xlevy,xpravy],[levy,pravy],'or'); 

  end 

end; 

    case 3 

Simpsonovo pravidlo - Simpson's Rule         

 if mod(N,2) 

     error('N musi byt sude cislo'); 

    % return 

 end; 

pom = []; 

for i=1:N/2 

   xlevy = a+2*(i-1)*h; 

   xpravy = a+2*i*h;    

   xstred = xlevy + h;    

   levy = feval(funfce,xlevy); 

   pravy = feval(funfce,xpravy); 

   stred = feval(funfce,xstred); 

   I = I + h*(pravy+4*stred+levy)/3;   

   if vykresli,      

       xparabola = [xlevy:deleni:xpravy]; 

   [parabola]=polyinterp([xlevy,xstred,xpravy],[levy,stred,pravy],xparabola); 

   fill([xparabola,xpravy,xlevy],[parabola,0,0], barva); 

   line([xstred,xstred],[0 stred],'LineStyle',':'); 

   plot([xlevy,xstred,xpravy],[levy,stred,pravy],'or'); 

   end 

end; 

    end;          

if vykresli 

 o=plot(xx,fcef,'r-'); 

 set(o,'LineWidth',2); 

 axis([a b miny-s maxy+s]);  

 hold on 

end 

function v = polyinterp(x,y,u) 

%POLYINTERP  Polynomial interpolation. 

%   v = POLYINTERP(x,y,u) computes v(j) = P(u(j)) where P is the 

%   polynomial of degree d = length(x)-1 with P(x(i)) = y(i). 

% Use Lagrangian representation. 

% Evaluate at all elements of u simultaneously. 
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n = length(x); 

v = zeros(size(u)); 

for k = 1:n 

   w = ones(size(u)); 

   for j = [1:k-1 k+1:n] 

      w = (u-x(j))./(x(k)-x(j)).*w; 

   end 

   v = v + w*y(k); 

end 
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P�ÍLOHA P II: �ÁST ZDROJOVÉHO KÓDU GAUSSOVÝCH 

VZORC�. 

function I=gauss_quad(funfce, a, b, N, r,vykresli); 

h=(b-a)/N; 

deleni=h/100; 

I=0; 

 if vykresli    

     xx=a:deleni:b; 

     fcef=feval(funfce,xx); 

     maxy = max(fcef); 

     miny = min(fcef);    

     barva=[0.75 0.85 0.75]; 

     hold off 

     plot(xx,fcef,'LineWidth',2,'Color','r'); 

     s = (maxy - miny)/20; 

     axis([a b miny-s maxy+s]);  

     hold on 

 end 

switch r 

    case 1 

Gaussovy kvadraturní vzorce s 1 uzlem na základním intervalu - jako 

obdélníkové pravidlo 

for i=1:N 

  xlevy = a+(i-1)*h; 

  xpravy = a+i*h; 

  xstred = xlevy+h/2; 

  w1=h; 

  stred=feval(funfce,xstred); 

  I = I+w1*stred; 

   if vykresli,  

    fill([xlevy,xlevy,xpravy,xpravy],[0 stred stred 0], barva); 

    plot(xstred,stred,'or'); 

    plot(xstred,0,'bx'); 

   end 

end; 

    case 2 

 Gaussovy kvadraturní vzorce s 2 uzly na základním intervalu 

 for i=1:N 

  xlevy=a+(i-1)*h; 

  xpravy=a+i*h; 

  xstred = xlevy+h/2; 

  w1=h/2; 

  w2=h/2; 
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  xuzel1 = (xlevy+xpravy)/2-(1/3)^(0.5)*(xpravy-xlevy)/2; 

  xuzel2 = (xlevy+xpravy)/2+(1/3)^(0.5)*(xpravy-xlevy)/2; 

  uzel1 = feval(funfce,xuzel1); 

  uzel2 = feval(funfce,xuzel2); 

  I = I+w1*uzel1+w2*uzel2;   

   if vykresli,  

   fill([xlevy,xlevy,xstred,xstred],[0 uzel1 uzel1 0], barva); 

   fill([xstred,xstred,xpravy,xpravy],[0 uzel2 uzel2 0], barva);    

   f_temp = fmin(uzel1,uzel2); 

   line([xstred,xstred],[0 f_temp],'Color',barva); 

   line([xstred,xstred],[0 f_temp],'LineStyle',':');    

   plot([xuzel1,xuzel2],[0 0],'bx'); 

   plot([xuzel1,xuzel2],[uzel1 uzel2],'or'); 

   end 

 end; 

    case 3 

  Gaussovy kvadraturní vzorce s 3 uzly na základním intervalu 

 for i=1:N 

  xlevy = a+(i-1)*h; 

  xpravy = a+i*h; 

  xstred = xlevy+h/2; 

  xuzel1 = (xlevy+xpravy)/2-(3/5)^(0.5)*(xpravy-xlevy)/2; 

  xuzel3 = (xlevy+xpravy)/2+(3/5)^(0.5)*(xpravy-xlevy)/2; 

  w1=5/18*h; 

  w2=8/18*h; 

  w3=5/18*h; 

  uzel1 = feval(funfce,xuzel1); 

  stred = feval(funfce,xstred); 

  uzel3 = feval(funfce,xuzel3); 

  I = I+w1*uzel1+w2*stred+w3*uzel3;   

   if vykresli,  

   fill([xlevy,xlevy,xlevy+w1,xlevy+w1],[0 uzel1 uzel1 0], barva); 

   fill([xlevy+w1,xlevy+w1,xpravy-w3,xpravy-w3],[0 stred stred 0], barva); 

   fill([xpravy-w3,xpravy-w3,xpravy,xpravy],[0 uzel3 uzel3 0], barva);    

   f_temp = fmin(uzel1,stred); 

   line([xlevy+w1,xlevy+w1],[0 f_temp],'Color',barva); 

   line([xlevy+w1,xlevy+w1],[0 f_temp],'LineStyle',':'); 

   f_temp = fmin(stred,uzel3); 

   line([xpravy-w3,xpravy-w3],[0 f_temp],'Color',barva); 

   line([xpravy-w3,xpravy-w3],[0 f_temp],'LineStyle',':');    

   plot([xuzel1,xstred,xuzel3],[0 0 0],'bx'); 

   plot([xuzel1,xstred,xuzel3],[uzel1 stred uzel3],'or'); 

   end 

 end; 

  otherwise 
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     error('Maximalne tri uzly na intervalu h'); 

     return 

 end          

if vykresli 

 o=plot(xx,fcef,'r-'); 

 set(o,'LineWidth',2); 

 axis([a b miny-s maxy+s]);  

 hold on 

end 

function ff = fmin(f1,f2) 

   if f1*f2<0  

     ff=0; 

     return 

   end; 

   [ff,ind]=min(abs([f1,f2])); 

   if ind==1 

     ff=sign(f1)*ff; 

   else 

     ff=sign(f2)*ff; 

   end;   

%end function 
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P�ÍLOHA P III: �ÁST ZDROJOVÉHO KÓDU ADAPTIVNÍ METODY. 

function [Qout,fcount] = adap_simp(funfce,a,b,tol,vykresli) 

if nargin < 4 | isempty(tol) 

   tol = 1.e-4; 

end 

% Default function and interval. 

if nargin < 3 

   funfce = @humps; 

   a = 0; 

   b = 1; 

end 

% Initialization 

c = (a + b)/2; 

fa = feval(funfce,a); 

fc = feval(funfce,c); 

fb = feval(funfce,b); 

% Scale the plot 

h = b - a; 

x = [a c b]; 

y = [fa fc fb]; 

maxy = max(y); 

miny = min(y); 

for k = 1:63 

   v = feval(funfce,a+k*h/64); 

   maxy = real(max(maxy,v)); 

   miny = real(min(miny,v)); 

end 

deleni = (b-a)/100; 

if vykresli    

     barva=[0.75 0.85 0.75]; 

     xx=a:deleni:b; 

     fcef=feval(funfce,xx); 

     hold off 

     plot(xx,fcef,'LineWidth',2,'Color','r'); 

     s = (maxy - miny)/20; 

     axis([a b miny-s maxy+s]);  

     hold on 

end  

% Recursive call  

[Q,k] = adap_simp_step(funfce, a, b, tol, fa, fc, fb, vykresli); 

fcount = k + 3; 

% Finish 

%title(sprintf('Q = %8.4f, fcount = %4.0f',Q,fcount)) 

if nargout > 0, Qout = Q; end 
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if vykresli 

 o=plot(xx,fcef,'r-'); 

 set(o,'LineWidth',2); 

 axis([a b miny-s maxy+s]);  

 hold on 

end 

function [Q,fcount] = adap_simp_step(funfce,a,b,tol,fa,fc,fb,vykresli) 

 

% Recursive subfunction used by quadtx. 

h = b - a;  

c = (a + b)/2; 

d = (a + c)/2; 

e = (c + b)/2; 

fd = feval(funfce,d); 

fe = feval(funfce,e); 

Q1 = h/6 * (fa + 4*fc + fb);    % Simpsonovo pravidlo pro krok h 

Q2 = h/12 * (fa + 4*fd + 2*fc + 4*fe + fb); % Simpsonovo pravidlo pro krok h/2 

u1 = a:h/64:c; 

v1 = polyinterp([a d c],[fa fd fc],u1); 

u1 = [a u1 c]; 

v1 = [0 v1 0]; 

u2 = c:h/64:b; 

v2 = polyinterp([c e b],[fc fe fb],u2); 

u2 = [c u2 b]; 

v2 = [0 v2 0]; 

if (abs(Q2 - Q1)/15 <= tol) 

   color = [0 2/3 0]; 

      color = [0.75 0.85 0.75]; 

else 

   color = [.6 .6 .6]; 

end 

 

 

fcount = 1; 

if (abs(Q2 - Q1)/15 <= tol | fcount > 1000) 

   Q  = Q2 + (Q2 - Q1)/15; 

   if vykresli 

   fill(u1,v1,color); p(2) = fill(u2,v2,color);plot([a d c e b],[fa fd fc fe fb],'or'); 

   line([d,d],[0 fd],'LineStyle',':');line([e,e],[0 fe],'LineStyle',':'); 

   end 

   fcount = 2; 

else 

   [Qa,ka] = adap_simp_step(funfce, a, c, tol, fa, fd, fc, vykresli); 

   [Qb,kb] = adap_simp_step(funfce, c, b, tol, fc, fe, fb, vykresli); 

   Q  = Qa + Qb; 
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   fcount = ka + kb + 2; 

end 

function v = polyinterp(x,y,u) 

%POLYINTERP  Polynomial interpolation. 

%   v = POLYINTERP(x,y,u) computes v(j) = P(u(j)) where P is the 

%   polynomial of degree d = length(x)-1 with P(x(i)) = y(i). 

% Use Lagrangian representation. 

% Evaluate at all elements of u simultaneously. 

n = length(x); 

v = zeros(size(u)); 

for k = 1:n 

   w = ones(size(u)); 

   for j = [1:k-1 k+1:n] 

      w = (u-x(j))./(x(k)-x(j)).*w; 

   end 

   v = v + w*y(k); 

end 

 

 

 


